
 سلاسل دروس الدعم  للسنة الثانية ثانوي            

شنيقر سارة      : من اعداد الاستاذة                                          سلسلة رقم                           5102-5102: السنة الدراسية
  و دراسة الدوال العددية النهايات

 ملخص الدرس مع تمارين تطبيقية: 
 :نهايات الدوال المرجعية بعض .1
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 :نهاية غير منتهية عند عدد حقيقي .2

: نقبل دون برهان النتائج التالية  :مبرهنة   
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  اوجد النهايات التالية: 1تمرين تطبيقي
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 : المستقيم المقارب الموازي لمحور التراتيب .3

ليكن :تعريف fC  التمثيل البياني لدالةf  في معلم و ليكنa عدد حقيقي  . 

 ن المستقيم نقول أ أو  هي  aعند العدد  fللدالة ( أو النهاية من اليمين أو من اليسار ) إذا كانت النهاية    

xالموازي لمحور التراتيب ذو المعادلة      a  مستقيم مقارب للمنحني fC. 

 :  2تمرين تطبيقي 

المعرفة على fنعتبر الدالة   4; 3 3; 2     ب ـ:
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يكن و ل  fC تمثيلها البياني في معلم. 

عند  fأدرس نهاية الدالة  (1 1 . ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني fC ؟ 

بعد حساب  (2 f x ت الدالة و دراسة إشارتها شكل جدول تغيراf ثم ارسم المنحني fC  في المجال   4; 3 3; 2    

 :نهاية منتهية عند مالا نهاية  .4
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1

lim 0
x x a




  ،
1

lim 0
x x a




 .عدد حقيقي aحيث  

: اوجد النهايات الآتية :3تمرين تطبيقي
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 :المستقيم المقارب الموازي لمحور الفواصل .5

ليكن      :تعريف    fC  التمثيل البياني لدالةf  في معلم و ليكنb عدد حقيقي  . 

yالقول أن المستقيم الموازي لمحور الفواصل ذو المعادلة           b مستقيم مقارب للمنحني fC  عند  
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 : 4تمرين تطبيقي

المعرفة على fنعتبر الدالة   0  2:ب ـ

1
( ) 2f x

x
    و ليكن fC مثيلها البياني في معلمت. 

ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني . عند  حدود مجموعة تعريفها fأدرس نهايات الدالة  (1 fC ؟ 

بعد حساب  (2 f x  و دراسة إشارتها شكل جدول تغيرات الدالةf م ارسم المنحني ث fC. 
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yللبرهان على أن المستقيم الموازي لمحور الفواصل ذو المعادلة    :طريقة b مستقيم مقارب للمنحني fC  عند  ( على الترتيب عند
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 : 5تمرين تطبيقي 

المعرفة على fنعتبر الدالة      1   ب ـ:
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و ليكن   fC ا البياني في معلمتمثيله. 

بين أن المستقيم      D  2ذو المعادلةy   مستقيم مقارب للمنحني fC  عند  و عند 

 :مفهوم النهاية  .6

 بعض التعاريف: 

 ، يوجد علىeيعني أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما  lهي  0xعند  fالقول أن نهاية الدالة     :1تعريف   

00إذا كان   : بحيث الأقل عدد حقيقي موجب تماما     x x         0يكون ( )f x l e   
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 : 6تمرين تطبيقي 

): ب ـ  الدالة المعرفة على  fلتكن         ) 2 1f x x  

: تعريف أثبت أنباستعمال ال  
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 ، يوجدeيعني أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما  lهي  عند  fالقول أن نهاية الدالة     :2تعريف
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 :  7تمرين تطبيقي

الدالة المعرفة على  gلتكن           0;  ب ـ :
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 ، يوجدA يعني أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما هي  عند  fالقول أن نهاية الدالة     :3تعريف   
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 : 8تمرين تطبيقي 

): ب ـ  الدالة المعرفة على  fلتكن         ) 4 2f x x  
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 ، يوجدAيعني أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما  هي  عند  fالقول أن نهاية الدالة    : 4تعريف  
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 : 9تمرين تطبيقي 

: ب ـ  الدالة المعرفة على  fلتكن        
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، يوجد على الأقل عدد Aيعني أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما  بقيم أكبر هي  0xعند  fالقول أن نهاية الدالة     :5تعريف  
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 : 11تمرين تطبيقي

الدالة المعرفة على  fلتكن         5  ب ـ :
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: باستعمال التعريف أثبت أن  
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، يوجد على الأقل عدد Aيعني أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما  بقيم أصغر هي  0xعند  fالقول أن نهاية الدالة     :6تعريف   
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 : 11تمرين تطبيقي 

الدالة المعرفة على  fلتكن         3  ب ـ :
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 .      يمكنك الحصول على بقية التعاريف بإتباع نفس المبدأ السابق     :ملاحظة

 العمليات على النهايات .7

                 f  وg دالتان .a  يمثل عدد حقيقي أو   أو .نقبل دون برهان المبرهنات التالية: 

 نهاية مجموع دالتين: 
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 ( ح ع ت ) " عدم التعيين" تسمى الحالات التي لا تسمح فيها النظريات السابقة من استنتاج النهاية بحالات  :حظةملا       

 ،  fفي كل حالة  من الحالات ادرس نهاية الدالة:   21ي تطبيقتمرين 
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 :المستقيمات المقاربة المائلة .8

ليكن      :تعريف   fC البياني لدالة  التمثيلf  في معلم و ليكن المستقيم ذو المعادلة :y ax b  

القول أن المستقيم            مستقيم مقارب للمنحني fC  عند  ( على الترتيب عند  )يعني أن: 

 lim ( ) 0
x

f x ax b


      ( على الترتيب lim ( ) 0
x

f x ax b


     ) 

 

 

 



لإثبات أن المستقيم  :  طريقة    : y ax b   مستقيم مقارب للمنحني fCعند( على الترتيب عند) 

يكفي أن نثبت أن   lim ( ) 0
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   : 11تمرين تطبيقي

المعرفة على  fنعتبر الدالة   ;1 1;   ب ـ :
5

( ) 3 1
1

f x x
x

  


 

ليكن      fC و ليكن في نفس المعلم المستقيم . تمثيلها البياني في معلم   3ذو المعادلة 1y x  

بين أن المستقيم       مستقيم مقارب للمنحني fC  عند  و عند 

 :31تمرين تطبيقي 

المعرفة على gنعتبر الدالة   ;1 1;   ب ـ:
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و ليكن  gC معلم تمثيلها البياني في 

):   1يختلف عن  xبحيث يكون من أجل كل cو  a ،bعين الأعداد الحقيقية  .1 )
1

c
g x ax b

x
  
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استنتج أن  .2 gC يقبل مستقيما مقاربا مائلا  أدرس وضعية . يطلب تعيين معادلته gC بالنسبة إلى . 

  أونهاية دالة كثير حدود أو دالة ناطقة عند .9

 .()لدالة كثير حدود هي نهاية حدها الأعلى درجة عند و عند النهاية عند    عد إجرائيةقوا     

 .()لدالة ناطقة هي نهاية حاصل قسمة الحدين الأعلى درجة عند و عند ندالنهاية ع          

 

 تمارين ومسائل: 
 : ليةأحسب النهايات على أطراف مجال التعريف لكل من الدوال التا :1تمرين رقم 
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  :  2تمرين رقم 

: معرفة ب  دالة  fلتكن 
3 1
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x
f x

x


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 .fاوجد مجموعة تعريف الدالة  .1

 .عند حدود مجموعة تعريفها  fاحسب نهايات الدالة  .2

 .fالمستقيمات المقاربة لمنحنى الدالة استنتج  .3

  :  3تمرين رقم 

المعرفة على fنعتير الدالة             ;   ب ـ :
3 2( ) 3 4f x x x      و ليكن fC لم متعامد و متجانس تمثيلها البياني في مع ; ;O i j. 

  بعد دراسة تغيرات الدالةf شكل جدول تغيراتها. 

 تحقق انه من أجل كل عدد حقيقيx لدينا:     
2

2 1f x x x   .عين فواصل نقط تقاطع المنحني fC  مع محور

 .الفواصل ثم ارسمه

 بين أن المنحني fC يقبل مركز تناظر يطلب تعيينه. 

 : 4تمرين رقم 

:   المعرفة  ب ـ  fنعتير الدالة     
3

( )
2 1

x
f x

x





و ليكن    fC علم  تمثيلها البياني في م ; ;O i j. 

  بعد دراسة تغيرات الدالةf شكل جدول تغيراتها. 

 ربة للمنحنياالمستقيمات المق عين معادلات fC. 
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  عين نقط تقاطع fC و المنحني أرسم المستقيمات المقاربة. مع محوري الإحداثيات fC. 

 بين أن نقطة تقاطع المستقيمين المقاربين مركز تناظر للمنحني fC. 

 :  5تمرين رقم

 :الممثلة بالمنحنى البياني المقابل  fاليك الدالة 

 .fشكل جدول تغيرات الدالة .  1

عين المستقيمات المقاربة للمنحنى  .   2 fC 

 

 

 

 

 

 

 :6تمرين رقم 

     f  دالة عددية معرفة على 1  بالعبارة   : 
1

332 2






x

xx
xf 

فإنه يمكن كتابة fDمن xبين أنه من أجل كل / أ              xf على الشكل  : 
1

2
12




x
xxf 

أثبت أن المستقيم /ب              12:ذو المعادلة  xy مستقيم مقارب مائل للمنحني fc عندوعند  

 ( C)ثم أرسم  المستقيمات المقاربة و  fأدرس تغيرات الدالة / ج            

دون دراسة إستنتج رسم المنحني / د             hcللدالةh  المعرفة بــ   xfxh . 

 : 7تمرين رقم

f دالة معرفة علىRكمايلي :  496 23  xxxxf 

و  C f
تمثيلها البياني في مستوي منسوب إلى معلم متعامد   JIO


Ji :حيث  ..


2 

أوجد /  1 xf  ثم حل المعادلة  0 xf  

 تقبل قيمتين حديتين محليتين fو استنتج أن  fأنجز جدول تغيرات / 2

برهن أن المعادلة / 3  0xf  0تقبل حلا وحيداx على المجال 5;3 

أوجد حصرا للعدد / 4 xf   على كل من المجالين 3;1, 5;3 

بين أن النقطة / 5 2;2w  مركز تناظر لـ C f
 

أكتب معادلتي المماسين /6 1 , 2  على الترتيب 2, 1في النقطتين اللتين فاصلتاهما 

أحسب /7 4f  و 0f  ثم أرسم C f
 

دالة معرفة على f: 8تمرين رقم   ;2 2;  كمايلي :  
2 1

2 4

x
f x

x





و    C f

 تمثيلها البياني في مستوي منسوب إلى معلم متعامد 

 و متجانس  JIO


.. 

من ،  xبين أنه ، و من أجل كل .1 
3

1
2 4

f x
x

 


. 

هل النقطة  .2
1

1;
2

A
 

 
 

تنتمي الى    C f
. 

a. احسب نهايات الدالةf عند اطراف مجالي تعريفها. 

b. استنتج أن C f
 .يقبل مستقيمين مقاربين يطلب تعيين معادلة كل منهما 

احسب  .3 xf  ثم شكل جدول تغيرات الدالة ،f. 

جد فواصل نقط المنحنى .4 C f
 .التي يكون معامل توجيه المماس عندها يساوي  

جد احداثيات نقط تقاطع .5 C f
 .مع كل من حامل محور الفواصل و حامل محور التراتيب  

المنحنىارسم المستقيمات المقاربة ثم  .6 C f
 . 



 :9تمرين رقم 

fدية معرفة على  دالة عد 1  بالعبارة : 
3

1

x
f x

x





 

 .و ادرس اشارتها f' احسب  .1

 .عند حدود مجموعة تعريفها fاحسب نهايات الدالة  .2

 .fشكل جدول تغيرات الدالة  .3
نه يوجد مماسين للمنحنى بين أ .4 fc  4يكون عندهما معامل التوجيه يساوي- . 

؛ عين قيمة تقريبية للعددين  2عند  f باستعمال احسن تقريب تآلفي للدالة  .5 2,001f و    1,99f 

على المجال  fعين حصرا للدالة  .6
3

;3
2

 
 
 

. 

على   gالدالة رف نع .7 1  ــ كمايلي   cosg x f x  

 احسب الدالة المشتقة'( )g x .  

 : 10تمرين رقم

fلة عددية معرفة على  دا 2  بالعبارة : 
x

x
xf






2
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 ثم شكل جدول تغيراتها fأدرس تغيرات الدالة / 1              

عين معادلتي المستقيمين المقاربين لــ / 2               fc 

ين نقط تقاطع ع/ 3               fc ، أرسم المستقيمين المقاربين والمنحني / 4مع محوري ألإحداثيات fc  

بين أن نقطة تقاطع المستقيمين المقاربين مركزتناظرللمنحني / 5               fc 

نحني بين أنه توجد نقطتان من الم/ 6              fc 4:يكون المماس عند كل منها موازيا للمستقيم ذو المعادلة xy 

المعرفة بــ hنعترالدالة /7                xfxh  من أجل كل عددx منfD عين ،hD   ثم  بين أنh       دالة زوجية ثم أرسم 

                          hc بالإعتيماد  على fc في نفس المعلم 

 : 11تمرين رقم

     f  دالة عددية معرفة على 1  بالعبارة   : 
1

332 2






x

xx
xf 

فإنه يمكن كتابة fDمن xبين أنه من أجل كل / أ              xf على الشكل  : 
1

2
12




x
xxf 

أثبت أن المستقيم /ب              12:ذو المعادلة  xy مستقيم مقارب مائل للمنحني fc عندوعند  

 ( C)ثم أرسم  المستقيمات المقاربة و  fأدرس تغيرات الدالة / ج            

إستنتج رسم المنحني  دون دراسة/ د             hcللدالةh  المعرفة بــ   xfxh . 

 12تمرين رقم   

:   حيث  fنعتبر الدالة   
2

4 + sin
 = 

x
f x

x
 

x    :a  4 + sinبحيث من أجل كل عدد حقيقي  bو   aعين عددان حقيقيان  -1   bx  

: يكون  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي غير معدوم  -  2      v     ux f x x  

 .دالتان يطلب تعيينهما vو   uحيث           

: استنتج النهايات التالية  -3  
x
lim f x


و     
x
lim f x


 

  13تمرين رقم 

 : في كل حالة من الحالات التالية  إلى  xعندما يؤول  fاحسب نهاية 
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ر  عمق  أ كث 
للت 
ل   مسائ 

 :1مسألة     

2  :  بالعبارة المعرفة على fنعتبر الدالة العددية  

2 4
( )

4 5

x
f x

x x

 


 
  

   Cعلم المتعامدستوي المنسوب إلى  المل لها في المالمنحني الممث ; ;O i j  1الوحدة cm 

أحسب ( 1    lim
x

f x
 

و lim
x

f x


واستنتج أن   C يقبل مستقيما مقاربا يطلب تعيين معادلة له . 

:   xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي( أ( 2   

2

2 2

2( 4 3)
'( )

( 4 5)

x x
f x

x x

 


  

 .ثم شكل جدول تغيراتها  fاستنتج اتجاه تغير الدالة( ب       

عين معادلة ل ( أ( 3    T مماس المنحني C  2عند النقطة ذات الفاصلة . 

 ،من xتحقق أنه من أجل كل( ب          
 

3

2

2 2
2 4

4 5

x
f x x

x x


   

 
. 

بعد دراسة إشارة( ج          2 4f x x    استنتج وضعية المنحني C مماسبالنسبة لل T. 

 ماذا تلاحظ ؟  -            

عين نقاط تقاطع  ( 4     C مع محوري الإحداثيات. 

ارسم المماس( 5     T و المنحني  C. 

، عدد و إشارة حلول المعادلة m ناقش بيانيا ، حسب قيم الوسيط الحقيقي( 6     f x m. 

   :ب  على المعرفة g لتكن الدالة   ( 7     ( )g x f x 

انطلاقا من  gأنش ئ في المعلم السابق منحني الدالة C (بلون مختلف) 

دالة معرفة بالعلاقة  f :  2مسألة 
3

2

9

1

x
f x

x





 . 

 fC  رسمها البياني في المعلم المتعامد والمتجانس ; ;O i j . 

ين ع (1
fD مجموعة تعريف الدالةf . 

من xبرهن أنه من أجل كل  (2
fD  لدينا: 

5 4
( )

1 1
f x x

x x
  

 
 

استنتج أن (3 fC حور التراتيب يقبل مستقيمين مقاربين موازيين لم. 

 . وبجوار بجوار fأحسب نهايتي (4

بين أن fC يقبل مستقيما مقاربا مائلا   يطلب تعيينه 

ة للاشتقاق علىقابل fأثبت أن (5
fD  وبين أن ، :

 
2

2

( )
'( )

1

P x
f x

x



)حيث   )P x  كثير حدود من الدرجة الرابعة. 

  جذر لـ 3بين أن( )P x ثم حلل( )P x عوامل من الدرجة الأولى إلى جداء. 

    تج إشارةاستن'( )f x على
fD 

   شكل جدول تغيرات الدالةf . 
 




