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  2013/2014: ا���� ا��را���                                                                           -���ر   - ������ �� ا�	��� ه��� 
        ر�����ت  : ا�.-��                                                       ,+*�( ا��	���ر�� ا�)'����� &� %�دة ا����"��ت 

ع ا
ول�  )1(ا��
  :ا������ ا
ول ♣ 
   I -3 2(4 ) (13 4 ) 13 0z i z i z iα α α− + + + − =..( )E

     1.    23�z yi=   2%y�4�45 د�.   
   z yi= 95 ��8-�د�� �-�� أن :  

3 2 24 13 4 13 0iy y y i yi y iα α α− + + + − − =   

وه;ا �	�&: 
2

3 2

4 4 0

13 13 0

y y

y y y

α

α α

 − =

− + + − =

أي

2

4 ( ) 0

( ) 13( ) 0

y y

y y y

α

α α

− =


− − − =
yإذن    α=   

)و%�A  ا�*9 ا�)@��8 ��8-�د��  )Eه�z iα= .  

    2. ( )E :&�	,2( )( 4 13) 0z i z zα− − + =.  
4aأي    = 13bو  − =.  

    3.  ( )E :&�	,0z iα− 2أو = 4 13 0z z− + = .  

zأي  iα= 2أو 2( 2) 9z i− = .  

)و%�A �85ل ا��-�د��   )Eه� :iα،2 3i− ،2 3i+.  
II -  ����� E4ا��A ،B ،C وG  F�5Az iα= ،  

     2 3Bz i= +  ،2 3C Bz z i= = 5Gzو − =    .  

    1.( )S B E= :&�	�42
( )

2

i

E A B Az z e z z

π

− = −.  

أي         
1

(1 )(2 3 )
2Ez i i i iα α= + + − +  A�%و  

    
1

(2 3 2 3 2 )
2Ez i i i iα α α= + − + − + +  

: إذن         
1 5

2 2Ez i
α α− +   = +   

   
  .  

    2. �����( )r G F=  و
3

1
2Iz i
α+ = +  

 
.    

       A�%2و ( )
i

F I G Iz z e z z

π
−

− = −   

أي     
3 3

(5 1 ) 1
2 2Fz i i i
α α+ +

= − − − + +  

: إذن     
1 5

2 2Fz i
α α− − −   = +   

   
.   

��5Gب  .3     Az z− وF Ez z− .   
    5 (5 )F Ez z i i iα α− = − − = −   و −

  

     5G Az z iα− = −  

    A�%25و 1

(5 )

i
G A

F E

z z i
i e

z z i i i

π
α
α

− −
= = = =

− − − −
 .  

  : ا �����ج    

��I1G أن     A

F E

z z

z z

−
=

−
argو  (2 )

2
G A

F E

z z

z z

π
π

 −
= − 

   

M&EFن     AG= و( ) ( )EF AG⊥  .  

�5F����   )أ .4       Ez z iα− = − N�*�Aو  − Ez z−   

]أي     ]1
( 1) ( 5)

2A Ez z iα α− = − + + −.   

   A�%و
[ ]

2 2

2( 5 ) (1 ) ( 5)

(1 ) ( 5)
F E

A E

i iz z

z z

α α α

α α

− − − − −−
=

− − + −
      

أي   
2 2

2 2

(2 12 50) (2 10)

(1 ) ( 5)
F E

A E

z z i

z z

α α α
α α

− − + + −
=

− − + −
.  

  &� ا�)�4%�� �-�� أن ا�-�د ا���آF  Nو A،E )ب         

  F E

A E

z z

z z

−
−

�دا ��4�45  .  

    A�%و
2

2 2

2 10 0

(1 ) ( 5) 0

α

α α

 − =


− + − ≠
   

5αإذن      5αأو = = − .  

Q%5Az أ9P  )%ـ          i= 5Azأو− i=  Q	��  

.ا�)*���R�I S4 أن       0AB AC =
���� ����

 �T4ا�� A�8  ,�)��  Aو
)إ�V ا��ا�Uة      )C .  

)��I أن )د           )A C∈ نM&( ) ( )AB AC⊥  A�%و  
   ABC �& �U�� F8W%.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  2013/2014: ا���� ا��را���                                                                           -���ر   - ������ �� ا�	��� ه��� 
        ر�����ت  : ا�.-��                                                       ,+*�( ا��	���ر�� ا�)'����� &� %�دة ا����"��ت 

ع ا
ول�)2(ا��
  :ا�(�)'ا������ ♣ 

        E4ا�� ����(1;2;3)�A،(3;5;4)B (1;5;0)وC  
  1. F8Wا��ABC I عZ"[9 %)��4\ ا-]��:  

  (0;3;3)AB
����

 ،( 3;3;0)AC −
����

)و    3;0; 3)BC − −
����

 .  

   A�%2و 2 20 3 3 3 2AB AC BC= + + = = =.  
  2. (1;1: 1)n −

�
)_-�ع ��^�� ���8)�ي  )ABC9-]��I:  

      . 0(1) 3(1) 3( 1) 0AB n = + + − =
���� �

  و  

  . 3(1) 3(1) 0( 1) 0AC n = − + + − =
���� �

  

nأي    
�

Q% 9آ V8��دي AB
����

ACو 
����

 .  

): إذن     ; ; ) ( )M x y z ABC∈  أن ��-�. 0CM n =
����� �

 .   
)أي     0) ( 5) ( 1) 0x y z− + − − − =.  

)وأ`��ا %-�د��     )ABC  4: ه� 0x y z+ − − =.  
   . ABC%�آa �94 ا��G F8W)  أ  .3  
: إذن    

; ;
3 3 3

A B C A B C A B C
x x x y y y z z z

G
+ + + + + + 

 
 

  

  A�%(2;4;2)وG.  
)ا���)��4 ) ب     )∆ ���  �T4���IGا���)�ي �و�-�%

( )ABC ��(-� أن Q	�� أي( ; )G n
�

  ��4(��8� �8-%( )∆،  

 A�%و( ; ; ) ( )M x y z ∈ ∆ :&�	� 

2

4

2

x k

y k

z k

= +


= +
 = −

 k ∈ℝ.  

)�Q% �T4 ا���)c5Z�S  ��4 أن ) Pـ )∆.  

  2 2AS AB=   :&�	�
2 2 2( 1) ( 2) (1 ) 18t t t− + + + − = .  

23أي  6 18t + =  A�%و{ }2; 2t ∈ −.  

 A�%(0;6;4)وS (4;2;0)أوS.  
),�)�� إ�FV)د  FGCو FGA،FGBو%�A ا���W8Wت∆(

��U��GA و%)����4 ]ن  GB GC= = A�%و
FA FB FC AB= = =  .  

� ا��FABC �f(�% g�P: ذنإ�Iر .  

 •21 1 1 3

3 3 2 2ABCV S FG AB FG
 

= × = × 
 

.  

  �����( 2; 2;2)FG − −
����

 A�%2و 3FG =.  
9: إذن   .V u v= .  

4.  �����( 1; 4;1)FA − −
����

)و   3;0; 3)BC − −
����

   

A�%و. 0FA BC =
���� ����

  .  
)ا���)���4ن: إذن  )FA  و( )BC  ان�%�-(%.  

]%�)+T� i-� ا���)(�I  ��4	Q) أ .5      ]FG .  

|| || 6MG MF+ =
����� ����

 �:&�	|| || 6MI IG MI IF+ + + =
���� ��� ���� ���

   

||أي  || 6MG MF+ =
����� ����

  :&�	�2 6MI =
����

  
)ا��'���:إذن )S  ه�aة ا�)� %�آ�	( ا�T� ه�I i+و�

  .  �T�3ه� 
),�)�� إ���II V أن )  ب       Mن & ∆(

( ; ) 3IG d ABC I= =.  
  �)و%�A ا��'�� )S وا���)�ي( )ABC  �& ن�-m�4(�

2و�+�T� iه�  Gدا�Uة %�آaه� 23 ( 3) 6r = − =.  

���وي  ��IABC أن %)��E ا��F8W ا��)��4\ ا]"Zع

3 6

2
&Mن  

2 3 6
6

3 2
AG

 
= = 

 
 .  

)ا��'��� : إذن  )S وا���)�ي( )ABC  �& ن�-m�4(�
 F8W���I �T�*ة ا���UداABC.  

  
  
  
  
  
   
  
  
  
    
  
  
  

  :ا������ ا�(��+♣ 

       1.f V8 �&�-%[0; ):Iـ ∞+] ) 1f x x x=− + +    
1)    أ           2α≤ ≤ .  

  
  ) ب         

  
0إذا آ�ن •    x α≤ M&(0)ن ≥ ( ) ( ) 0f f x f α≥ ≥ =.  
xإذا آ�ن  •   α≥ نM&( ) ( ) 0f x f α≤ =.  

    )fا��'�ل V8 �%��, �+���(%[0; [+∞ (

+∞                α            0    x  
-       0           +1  ( )f x  
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        ر�����ت  : ا�.-��                                                       ,+*�( ا��	���ر�� ا�)'����� &� %�دة ا����"��ت 

ع ا
ول�)3(ا��
)ا��))����   .2 )

n
uV8I: 0ـ  ℕا��-�&�  1u =   

         �-��m د�n،1و %Q أ9P آ9  1n nu u+ = + .  

2u  ��1و ��51uب ) أ         1 1 1+ + +.  

1 2 1.414u = = ،2 1 2 1.554u = + و =

31 1 1 1 1.598u+ + + = = .  
V8 ا�@���o ا�)����  ) ب        2Pا�(��I Qه���:  

�د Q%  �-��m أ9P آ9 n،1
n

u α≤ ≤.  

  • 9Pأ Q%0n = ،0 1u 01أي  = u α≤ ≤.  

�1[�ض أن•  
n

u α≤ ≤  9Pأ Q%0n ≥ .  

�11��هQ أن •  
n

u α+≤ ≤.   

  �����1
n

u α≤ ≤  A�%2و 1 1
n

u α≤ + ≤ + .  
  و��I أن ا��ا�� ا�';ر ا�)�a(% �-�Iا��ة &Mن 

2 1 1nu α≤ + ≤ +  A�%و

1 2 1 1nu α α≤ ≤ + ≤ + =  

) ]ن  ) 0f α =.  

11: إذن 
n

u α+≤ ≤ .   

 �-��m د�n،1وأ`��ا، %Q أ9P آ9 
n

u α≤ ≤.  

�1���� P  (ـ        ( )
n n n

u u f u+ − 1و =
n

u α≤ ≤  .  
)��I أن  ) 0f x V8 ا��'�ل≤ ��P�%[0; ]α نM&

1 0
n n

u u+ − ≥ .  

)ا��))���� : إذن  )
n

uV8  . a(%ℕا��ة 

)ا��))����  • )
n

u  إذن �R& V8%)aا��ة و %*�ودة %Q ا]

�Iأي . %)�4رlim
n

u l=.  

�lim���� )د        
n

u l= �%و A1l l= أي   +
( ) 0f l l: إذن   = α=.  

( ) 0f α =   :&�	�2 1 0α α− − =  

أي 
1 5

2
α

+
أو =

1 5

2
α

−
= .  

��I0 أن
n

u &Mن  <
1 5

2
l

+
  )ا�-�د ا�;ه�� ( .=

  :ا������ ا��ا-,♣ 
            ،  �%��, NP�% �4�45 د�kf  �&�-ا�� ا���ا�

V8ℝ ـI :( ) 1 k x
kf x x xe= − +.  

I - kg V8):Iـℝدا�� %-�&�  ) 1 (1 ) k x
kg x kx e= + +.  

     1.   kg V8  و Z� �8I��ℝ_)�4ق 

              ' ( ) (2 ) kx
kg x k kx e= +   

      •' ( ) 0kg x =  :&�	�2 0kx+ أي  =
2

x
k

= −.  

  :إذن      
    
  

0�د NP�% �4�45 ,��%�  و     kxe > .  
  .Pkg�ول ,��vات ا��ا��  .2     

    
  
  
  
  
  
)P N�52�ول ا�)��vات           ) 1 0kg x e−≥ − > .  

)، Q%x أ9P آ9 �د �4�45: إذن        ) 0kg x > .  
     II -1. )أ ����(0) � 1kf = −.  

)2��P ا���*���ت:إذن            )kC I ��,���T4�(0; 1)I −.  
   )ب           

            •lim ( ) 1 lim (1 )kx
k

x x
f x x e

→−∞ →−∞
= − + + = −∞  

             •lim ( )k
x

f x
→+∞

= +∞  .  

))Pـ           )D V�*��8� 9U�% ��4 %�4رب(�% ( )kC   
  :I−∞ 9-]��I'�ار           

            
1

lim ( ) ( 1) lim 0kx
k

x x
f x x kxe

k→−∞ →−∞
− − = =.   

  
        2. •kf V8  و Z� �8I��ℝ_)�4ق 

              ' ( ) 1 (1 ) ( ) 0kx
k kf x kx e g x= + + = >   

  .a(%ℝا��ة ,��%� kf  V8ا��ا�� : إذن          
  .Pkf�ول ,��vا,�R ا��ا�� •             

      
   
  
  
  
  
  

k

k

+∞         2/ k−          −∞    x  
         +       0       -      ' ( )kg x  

+∞         2/ k−          −∞    x  
                +0       -      ' ( )kg x  

  
  

                21 e−−   

  
( )kg x  

  

+∞                            −∞    x  
                            +  '( )kf x  

+∞  
  
                                    −∞  

  
( )kf x  
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        ر�����ت  : ا�.-��                                                       �)'����� &� %�دة ا����"��ت ,+*�( ا��	���ر�� ا

ع ا
ول�)4(ا��

)%-�د�� ا����س) أ .3         )∆  V�*��8�( )kC:  

   �����' (0) (0) 2k kf g= (0)و = 1kf = −  A�%و  
' (0)( 0) (0) 2 1k ky f x f x= − + = −  

'��I أن) ب         ( ) ( )k kf x g x= نM&'' '( ) ( )
kkf x g x=  

S�� ��% �����'' ( )
k

f x ����-�م 
2

k
��ه�  − A,إ_�ر ��vو�  

ا���T4  :إذن 
2 2

; ( )k kF f
k k

 − − 
 

  V�*��8� ف�T-ا� �T4�

( )kC 22، أي 2
; (1 ) 1kF e

k k

− − − + − 
 

 .  

دا�� %�)��ة  P N�5kf�ول ا�)��vات) أ  .4        
و  [1;0]و%)aا��ة  ,��%� V8 ا��'�ل

(0) (1) 0k
k kf f e× = − <.  

�د �4�45 و�5��ه�� ا���4 ا��)��N�5 �T %� :إذن   �P��
α ا��'�ل Q%]0;1[  F�*I( ) 0kf α =.  

 )α95 �ـ�8-�د��( ) 0kf x = (  

)Q�I1 ا���T4  ا����&� (�d	Q ) ب           ; ( ))N fα α
)وا���)��4  )D.  

  A�%و
2 2

| 0 1| 1

21 ( 1)
d

α α− − −
= =

+ −
) .( 1 0)α − <(  

)�1���� أ��3  ) 0f α = A�%1وeαα α= − .  

/: إذن  2d eαα=.  
، Q%x أ9P آ9 �د �4�45 )  أ .5        

( ) ( ) ( 1 ) ( 1 )kx kx
k kf x f x x xe x xe−+ − = − + + − − −    

)  أي  ) ( ) 2k kf x f x−+ − = − .  
  :ا}�)�)�ج •  
)إذا آ��|  ; ( ))kM x f x Q% �T4�( )kC  نM&

'( ; ( ) 2)kM x f x− − − Q% �T4�( )kC−.  
 i+(�% أن ��Iو[ ']MM  �T40)ه� ا��; 1)I &Mن −

( )kC  و( )kC−  �T4�8� ������I Q��^��(%I.  
)1ا���*�V ) ب           )C−.   

III -   
0 kx

kI xe dx
λ

= −∫   F�5 ،0λ <.  

Q%0x أ9P آ9 �د �4�45  .1       ≤ ،

( 1) ( ) 0kx
kx f x xe− − = − ≥.  

)ا�*�a ا��*�د V�*����I%���5  ه� kI:إذن  )kC  

�R,{0x وا���)���4ت ا�)� %-�د = ،x λ= 1وy x= −.   

      2.  
0

1
x

I xe dx
λ

= −∫  

  23�
( )

'( ) x

u x x

v x e

= −


=
 A�%و

'( ) 1

( ) x

u x

v x e

= −


=
   A�%و  

  
0 0

1 ]x x x
I xe dx xe e λλ

= − = − +∫  

1: إذن   1I e eλ λλ= + −.  
 • 11

λ -
lim I
→ ∞

= .  

  •V�*����I د�ا��* a�*أن %���5 ا� ��-, ���Rا�� g;ه( )kC 
) ا���)��4%*�ر ا�)�ا,�N وو )D 1,��وي.    

      3.  23�
( )

'( ) kx

u x x

v x e

= −


=
 A�%و

'( ) 1

1
( ) kx

u x

v x e
k

= −



=

    

  A�%و 
0 0

2

1
]kx kx kx

k

x
I xe dx e e

k k
λλ

= − = − +∫  

): إذن     )2 2

1 1 k k
kI ke e

k k

λ λλ= + −.  

  •
2

1
k

λ -
lim I

k→ ∞
=   ) .0x

x -
lim xe
→ ∞

=(  

  
 

(D)

(C   )

(C   )

(∆)(∆)(∆)(∆)
1

-1

2 3 4-1-2-3

2

3

4

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y

i
→

j
→



0 1

1

x

y

O

A C

B

C'

B'
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ع �)1(ا�(�)'ا��
  :ا������ ا
ول  ♣

I -  
22( 1) 2 ( 5 1) 0z i + + + + = ).......1(  

)1  (  :&�	�( )
2

2( 1) 2 ( 5 1)z i i + = + +
 

 .   

)أي  )1 2 ( 5 1)z i i+ = − + أو +

( )1 2 ( 5 1)z i i+ = + +  .  

5: إذن  2z i= 2)أو  − 5) 2z i= − + +.  

II -  E4ا��A،B وC V8 �R45ا��  N�,�(ا�
1 2Az i= − + ،(2 3)Bz i= 5و − 2Cz i= +   

|��5ب  .1؛ |Cz و| |B Az z−.  

     •| | 5 4 3Cz = + =  

    •| | |1 3 | 2B Az z i− = − =  
و�+O  i,�)�� إ�V ا��ا�Uة ا�)� %�آaه� C: إذن   

و�+A  iه� ,2m�4 ا��ا�Uة ا�)� %�آaه� Bو  �T�3ه� 
  .%2 %*�ر ا�)�ا,��T�2  Nه� 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

2. 3
( )

1 5
( )

2

i

S B B A Az e z z z

π
+

= − +  A�%و  

( )
1 5

(1 3)(2 3 1 2 ) 1 2
4S Bz i i i i i

+
= + − + − − +  

)أي )
1 5

(4) 1 2
4S Bz i

+
= − )وأ`��ا + ) 5 2S Bz i= +  

): إذن  )S B C=  
') أ  .3 2C A Cz z z= ' أي − 2 4 5 2Cz i i= − + − −  

  A�%و' (2 5) 2Cz i= − + +  

�) ب   �Iأن ا�� ��I' 'BC B C  نM& عZ"ازي أ�(%
 �T4ا��'B  �T4ة ا����f�  ه�B  �T4�8� ������IA.  
 A�%و' 2B A Bz z z= −   

': إذن  2 (2 3)Bz i= − + +.  

)Pـ   
  

' (2 5) 3B Cz z i− = − + +
5و          3B Cz z i− = − −  

  A�%و' ( 2 5 3)( 5 3)

8
B C

B C

z z i i

z z

− − − + − +
=

−
  

'أي   31 5 1 5
(1 3)

4 2

i
B C

B C

z z
i e

z z

π
−− + +

= − =
−

 .  

  :����� ) د         

' 31 5

2

i
B C

B C

z z
e

z z

π
−− +

=
−

31و  5

2

i
C A

B A

z z
e

z z

π
− +

=
−

  

:إذن
' 1 5

2

AC CB

AB CB

+
= =

 
)و ; ) ( '; )AB AC CB CB=

���� ���� ���� ����
  

  :ا�(�)'ا������  ♣

    I -     a،b وc  F�5 ��-��m اد�1 :أ a b c≤ ≤ ≤ .  

           ����� 46
a

b c+ 545و =
a

bc =   A�%و  
         4 6b c a+ = 25و + 4 5bc a a= + +    
         b وc  ����(ا��-�د�� ا� Z5 ه��: 

2 22(2 3) 5 4 5 0x a x a a− + + + + =)....1(  

           A�%24و( 8 4)a a∆ = − + + .  
,4�9 �85ل إذا و&E4 إذا آ�ن ) 1(ا��-�د��           

2 8 4 0a a− + + ≥.  

         2 8 4 0a a− + + ≥ :&�	�2( 4) 20a − أي  ≥

[4 20;4 20]a ∈ − +.  
           Q% �%��, ��أآ �-��m د�M&7aن ��I6 أن  أو =

8a =.  
7aإذا آ�ن•          ∆M&11ن =  ��\ ��R) 1(ا��-�د�� (  =

 �&  95ℕ.  
8aإذا آ�ن •         ∆M&4ن = ) 1(و%�Z5 A ا��-�د��  =

  . 21و  17ه�� 
��Ib أن             c≤  نM&17b 21cو = = .   
8a:   وأ`��ا           = ،17b = ، 21c = .  
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        ر�����ت  : ا�.-��                                                       ,+*�( ا��	���ر�� ا�)'����� &� %�دة ا����"��ت 

ع �)2(ا�(�)'ا��
II -     �21-)�� ا��-�د�� 17 8x y− = )....1 ( F�5 ،x 
  .y  Q%ℕو 

0) أ  .1       0( ; )x x 1(95 ��8-�د�� ( :&�	�

0 021 17 8x x− =.  ��U��W1(95 ��8-�د�� (2;2)إذن ا�.(  

2&�) 1(95 ا��-�د�� ) ب          
ℕ .  

         �����
0 0

21 17 8

21 17 8

x y

x x

− =


− =
   A�%و

0 021( ) 17( )x x y y− = − )..2(  

/017:  إذن         21( )x x− (21;17)و 1PGCD =   

)/017و%�N�5 A %��ه�� ��ص          )x x−  أي

0( ) 17x x k− = 2% k ∈ℕ .   

         Q%2(و ( V8 9+*�021(17 ) 17( )k y y= −.  
ه�) 1(وأ`��ا  %'��� �85ل ا��-�د��         

{ }(17 2;21 2),k k k+ + ∈ℕ .  

])  أ  .2       ]09 1 13≡ ،[ ]19 9 13≡ ،[ ]29 3 13≡ ،

[ ]39 1 13≡.  

 �-��m د�]،   Q%k أ9P آ9  ]39 9 13k r r+ ≡ F�5

{ }0;1;2r ∈.  

  .3،  9،  1: ه�  13�I9n  V8ا�� ����: إذن 
)) ب         ; )α β  أن �)  1(95 ��8-�د�� ��-

17 21 8β α= − .  

      [ ]34 20 21 17 10 213 9 2 9 9 2 13β α β α+ +− − ≡ − − 

 A�%و  

      

[ ]
[ ]

[ ]

34 20 21 21 2 21

2

3 9 2 9 9 2 13

                            9 1 2 13

                            0 13  

β α α α+ +− − ≡ − −

≡ − −

≡
  

))  أ  .3       ; )x y  و )1(95 ��8-�د��[ ]0 4x أي و ≡

17 4(21 2)

4

y

x

λ
λ

= −


=
 .  

(4;17)و 4/17y:  إذن       1PGCD =  N�5 A�%و

/4%��ه�� ��ص  y . أي[ ]0 4y ≡         .  

))  ب    ; )x y  و ) 1(�85ل ��8-�د��( ; ) 4PGCD x y =. 

]:إذن   ]0 4x ]�-�� أن ≡ ]17 2 0 4k + 4أي ≡ 2k γ= + .  

  

          A�%17)4و 9)x γ= 21)4و + 11)y γ= و  +
(17 9;21 11) 1PGCD γ γ+ +  و ����� أ��3. =

(17 9;21 11) (17 9;2)PGCD PGCDγ γ γ+ + = + .  
)]ن (           ; )x y  1(�85ل ��8-�د��( (  

17):إذن 9;21 11) 1PGCD γ γ+ + �2γ-�� أن   = β= .  
  ، Q%�-��mβ أ9P آ9 �د : وأ`��ا        

)ا�)� �	�ن %Q أ�R8P ) 1(�85ل ��8-�د��  ; ) 4PGCD x y =  
136 :ه�          36x β= 168و  + 44y β= +   .  

  : ا������ ا�(��+ ♣ 
      E4ا�� ����1)�; 1;2)A −،(3;0;4)B 3;3)و; 2)C −  

AB.��5ب ا�'�اء ا����8  .1     AC
���� ����

  

      (2;1;2)AB
����

;4;2) و 4)AC −
����

.   

   A�%و. 4 4 8 0AB AC = + − =
���� ����

)أي   ) ( )AB AC⊥.   
  . ABC F8W% �& �U��A: إذن    
G• )أ  .2     }%�P( ا�'��8   }( ;3),( ; 2),( ;1)A B C−  

     A�%0;0)و; 2)G −     .  

            •I  ��4(ا��� �-T� i+(�%[ ]AC.  
     A�%(0;1;2)وI      .  

GI(2;1;2)����� ) ب       
���

ABأي  GI=
���� ���

.  
   ��Iا�� A�%وABIG عZ"ازي أ�(%.  

)) أ  .3     1;1; 4)AG − −
����

،( 3;0; 6)BG − −
����

    و 

   ( 3; 3;0)CG − −
����

.  

     A�%2و 18AG =،2 45BG 2و  = 18CG =  .  
2)  ب         2 23 2 18MA MB MC− + =)....2 (  

     )Pل وا����_ ��Z  :,+�( ) (��IG )2-��ل 

  2 2 23( ) 2( ) ( ) 18MG GA MG GB MG GC+ − + + + =
����� ���� ����� ���� ����� ����

  

أي   
2 2 2 22 3 2 18MG GA GB GC+ − +   ]ن  =

   2 .(3 2 ) 0MG GA GB GC− + =
����� ���� ���� ���� �

  

22,	�&:  ) 2: (إذن     36MG =.  
   E4ا�� �ه�  ) Q%)2 ا�[�3ء ا�M S4*, �(وأ`��ا %'��

     gaآ�ة %�آ )T�G g�T� i+3و� 2.  

  4.( )S  ة�	ا� )T�  gaا�;ي %�آG g�T� i+3و� 2 .  

) )أ         ; ; ) ( )M x y z P∈  :&�	�. 18MGV = −
����� ��

 .  

)��I أن    ; ; 2 )MG x y z− − − −
�����

)و  6; 6;0)V − −
��

&Mن.

. 18MGV = −
����� ��

  :&�	�6 6 18x y+ = −  .  
)إذن ا��-�د�� ا���	�ر,�� �ـ      )P 3ه� 0x y+ + =.
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ع �)3(ا�(�)'ا��

)ا���)��4 ) ب        )∆ �T4���I ���G  �%�-و�( )P أي ،  

   (1;1;0)n
�

)ا�.-�ع ا���^�� �ـ   )P  ـ� A�P�, ه� _-�ع  
   ( )أي �-)�� ∆( ; )G n

�
 ��4(��8� �8-%( )∆ .  

   A�%و( ; ; ) ( )M x y z ∈ ∆:&�	�

2

x t

y t

z

=


=
 −

2%t �4�45 د�.  

}: ا}�)�)�ج •     } ( ) ( )H P= ∩ ∆.  

    A�%3و 0t t+ + أي   =
3

2
t = −.  

: وأ`��ا    
3 3

( ; ; 2)
2 2

H − − − .  

),-��Q ا�-���o ا����aة ��8'���) Pـ        ) ( )P S∩ .  

    •
3

( ,( )) 2 3 2
2

d G P GH= = < A�%و  

  ( ) ( )P S∩ه�aة ا�)� %�آ�Uا�ه� ا�H ه��T� i+و�  

  r    F�52 2 3
(3 2) 6

2
r HG= − =  .  

)ا���)��4  .5   )D���(ا� �Tا���� A8�W�(I ف�-% :
1 2x k= − 2و − 2y k= − 8zو + k= −  .  

        2%k�4�45 د�.  
 •( ) ( )D P⊂ ن[( 1 2 ) ( 2 2 ) 3 0k k− − + − + + = .  
 •( )D �T4���I ���( 1; 2;0)E − )و��ازي − 2;2; 8)u − −

�
  

      �����( 2; 1; 2)AE − − −
����

2uو  AB AC= − +
���� �����

  
),�)�� إ�E Vأي أن     )ABC  وu

�
Q% ع�-_( )ABC .  

) :إذن     ) ( )D ABC⊂ . )AE AB= −
���� ����

(   
)ا���)���ن : وأ`��ا  )Pو( )ABC �& ن�-m�4(�( )D .  
 
  : �ا-,ا������ ا� ♣
I -    • ا���ا�lnx x֏ا��'�ل V8��Z� �8I_)�4ق 

]0; و  ∞+]
1

(ln ) 'x
x

= A�%و
x 1

lnx - ln1 1
lim = = 1

x - 1 x→
  

أي     
x 1

lnx
lim = 1

x - 1→
  .  

     •23�1X x= −   A�%و  

   
x 1 X 0

lnx ln(X +1)
lim = lim = 1

x - 1 X→ →
.
 

  

 II -   f  ا��'�ل V8;1]دا�� %-�&�    :Iـ   ∞+]

( )2( ) ln 1f x x x= + )و  − )fC ����ا� �R8�W�, �.  

Q%1x أ9P آ9 �د �4�45) أ .1 ≥ ،

2
2 2

1 1
ln (1 ) ln 1 1x x x

x x

    
+ − = + −         

  

   A�%و
2

1
( ) ln ln 1 1f x x

x

 
= + + − 

 
 .  

)2 | |x x= ،ln ln lnab a b= + 2%0a > ،0b >  (  
Q%1x أ9P ) ب   ≥ ،

2
2

1 1 1
1 (1 )

1 1

x x x
x x

x x x x

 − −
− = − 

+ + 
    

2أي  
2

1 1
1 ( 1) 1

1

x
x x x

x x

 −
− = − = − 

+ 
 .  

  Z� �8I�� ���19-]��I_)�4ق ��    fا��ا�� ) Pـ   

  
2

1 1

1
ln(1 ln(1 ))( ) (1) ln

lim lim
1 1 1x x

f x f x x

x x x→ →

+ −−
= +

− − −
  

   
2

1

2

1
ln(1 ln(1 )) 1 1

lim
11

1
x

xx

x x

x

→

+ − +
× = +∞

−
−

     A�%و  

  
1

( ) (1)
lim

1x

f x f

x→

−
= +∞

−
 )

21

1
lim 1 0
x x→

− = (  

)ا���*�V : إذن     )fC س %�ازي ��*�ر��% i+� 9�4�  
           �R(8o�& �(ا� �T4ا�� �� N�,�(1ا�.  

2 )أ .2 1
x x
lim f ( x ) lim ln( x x )
→+∞ →+∞

= + − = +∞ .   

V8 ا��'�ل ��Z� �8I_)�4ق دا��  f )ب        ]1;   و ∞+]

        
2

2 2

2
1

12 1 0
1 1

x

xf '( x )
x x x

+
−= = >

+ − −
 .  

  .Pf�ول ,��v ا��ا�� •    
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ع �)4(ا�(�)'ا��
)ا���*�P(  Vـ   )fC.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)%A Qا���T4 ) أ .3      )fC  (0;1)أيA. آ;ا�� ،B   

  Q% �T4�( )fC  �R(8o�&3  3)أي; (3))B fF�5  

(3) ln(3 2 2) 2ln(1 2)f = + = +.  

  • F8W�5 ا����%ABQ (3),��ويf.  
  •9�T(�5 ا�����%APBQ  2,��وي (3)f.  

  %*+�رة Q�I %���5 ا��c5Z�S  F8W أن ا�����5 ) ب    
 ABQ 9�T(و %���5 ا���APBQ.  

2ln(1 :إذن   2) 4ln(1 2)S+ ≤ ≤ +  
   

III -  g  ا��'�ل V8;0]ا��ا��  ا��-�&�  :Iـ   ∞+]
2 1

( )
2

x

x

e
g x

e

+
)و  = )

g
C �����ا� �R8�W�,.  

Q%0x أ9P آ9 �د �4�45  .1       ≥   �����،
2 22 1 ( 1)

( ) 1 0
2 2

x x x

x x

e e e
g x

e e

− + −
− = = ≥.  

Q%0x أ9P آ9 �د �4�45: إذن   ≥   ،( ) 1g x ≥ .  
))  أ .2       ) ( ( ))g f x g f x=�  A�%و  

   
2 ( ) 2 2

( ) 2

1 ( 1) 1
( )

2 2( 1)

f x

f x

e x x
g f x

e x x

+ + − +
= =

+ −
�  

أي  
2

2

2 ( 1)
( )

2( 1)

x x x
g f x x

x x

+ −
= =

+ −
� .  

 •( ; )M x y  Q% �T4�( )fC  أن ��-�( )y f x=��Iو ،  
 ( ( ))g f x x= نM& أن'( ( ); )M f x x  Q% �T4�( )

g
C.  

��I أن ا���)�ي %���ب إ�V %-�8 %)-�%� و%)'��\ ) ب      
 Q���*ن ا���M&( )fC و( )

g
C  ��4(��8� ������I Q��^��(%  

    A(ا�;ي %-�د�y x= ).ا]ول i+ا���(  
        3. 'S a�*�5 ا���%'DV�*����I د�ا��*( )

g
C

   

    
�R,{0وا���)���4ت ا�)�  %-�دx =،

2ln(1 2)x = +   
3yو      = .  

) أ         
2 ln(1 2 )

0
' (3 ( ))S g x dx

+
=   أي  ∫−

   
2 ln(1 2 )2 ln(1 2 )

0 0
' 3 ] ( )S x g x dx

++= − ∫ 
 A�%و  

   
2 ln(1 2 )

0
' 6 ln(1 2) ( )S g x dx

+
= + − ∫    .  

��5ب) ب       
2 ln(1 2 )

0
( )g x dx

+

∫ .  

    
2 ln(1 2 ) 2 ln(1 2 )

0 0

1
( ) ( )

2
x xg x dx e e dx

+ + −= +∫ ∫ A�%و  

    
2ln(1+ 2 ) x -x 2ln(1+ 2 )

00

2

2

2 2

1
g(x)dx = (e - e )]

2

1 1
                         = (1+ 2 ) -

2 (1+ 2 )

1
                         = (1+ 2 ) - (1 - 2 )  

2

 
 
 

 
 

∫

  

:  و أ`��ا     
2 ln(1 2 )

0
( ) 2 2g x dx

+
=∫ .  

)��I أن •     )fC و( )
g

C  ��4(��8� ������I Q��^��(%  

    A(ا�;ي %-�د�y x= نM&'D D= A�% و'S S=  .  

: إذن    

2ln(1 2 )

0
' 6 ln(1 2) ( )

6ln(1 2) 2 2 .

S S g x dx

u a

+
= = + −

= + −

∫  
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