
 1 ~ا ~  9 
 

ا ا د جا م     : راا 2018/ 2017ا  

  ة از : ن    مي   3اى : 

  رإ ما ت ادة ا   

ول ا06( : ا (م  

 nu  : 0المتتالیة العددیة المعرفة بـ

11

4
u    و من ٔ��ل كل �دد طبیعيn   :1 3 4n nu u  .  

 .2uو   1uحسب �ٔ  )1
2nu: �ینا �nرهن �لتراجع من ٔ��ل كل �دد طبیعي ٔ�) )2  . 

ب) ٔ�درس ر�بة المتتالیة nu  هل المتتالیة . nu م�قاربة؟ 
العددیة نعتبر المتتالیة  )3 nv  ا�مو�ةالمعرفة �لى : 4بـn nv u      ح�ث .دد ح�قي� 
حتى �كون المتتالیة   العدد الحق�قي �ين قيمة  )�ٔ   nv یطلب تعیين ٔ�ساسها و�دها أ�ول هندس�یة. 
 .nبدلا�  nu ةر اعبإس�ت��ج  ، ثم  �n بدلا nv عبارة المحصل �ليها سابقا ، اكتب �س�تعمال قيمة   )ب 
هل المتتالیة   )ج  nu .محدودة  

n : 0نضع من ٔ��ل كل �دد طبیعي  )4 1 2
0 1 2

...
4 4 4 4

n
n n

u uu u
S        

-   ّ �3ینا :  nٔ��ل كل �دد طبیعي ه من بين ٔ�ن 3 1
2

4 4 44

n n

n
n

u    
    

   
  . nSا�موع  nبدلا�ثم اس�ت��ج   

 ما 06: ( ا (م  
لانميز ب�نها   -0،0،1، 1،1داء مرقمة بـ : وخمس �رات سو   -1 ،0، 1،1،1يحتوي صندوق �لى خمس �رات بیضاء مرقمة بـ : 

  �رات من الصندوق . ��3لمس . �سحب عشوائیا وفي �نٓ وا�د 
I. : نعتبر أ��داث التالیة 

A" الحصول �لى �رة بیضاء وا�دة فقط ":  B " الحصول �لى �رة بیضاء �لى أ�قل " :  
C " الكرات الثلاث المسحوبة لها نفس ا�لون " :  D ا�لونين أ�بیض و أ�سود ": " الحصول �لى   
F 0المسحوبة �ساوي  الثلاث : " مجموع ٔ�رقام الكرات "   

 . Cو  A  ،Bٔ�حسب إح�ل أ��داث  )1

بينّ ٔ�نّ :  )2 
5

6
P D    ، 

31

120
P F    و 

7

120
P C F . 

 ما هو إح�ل ٔ�ن �كون الكرات الثلاث من نفس ا�لون ؟ 0مجموع ٔ�رقام الكرات المسحوبة �ساوي إذا كان  )3
II.  نعتبر المتغير العشوائيX  ٔ�رقام الكرات الثلاث المسحوبة .ا�ي �رفق �كل مخرج مجموع 
 . �Xين قيم المتغير العشوائي  )1
  ثمّ ٔ�حسب ٔ�م� الر�ضیاتي . Xعرف قانون الإح�ل �لمتغير العشوائي  )2
  

 ا أ  
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 اا  ):08 (م  

 اء اول :
  بـ :   المعرفة �لى  g ن ا�ا� العددیةلتك  

   2 1 1xg x x e    
 gCالمس�توي الم�سوب تمثیلها البیاني في  

ت�ا�سو الم تعامد الم علم الم إلى  , ,O i j
 

  .  
  یعطى �دول القيم التالي:

0.8  0.75  0.7  0.65  0.6  
x  

0.2  0.07  0.03-  0.11-  0.17-   g x  
بينّ ٔ�ن المعاد� )1  0g x    في ا�مو�ة تق�ل خٓر�لين ٔ��دهما معدوم وا� :0.7 ح�ث 0.75 .  
س�ت��ج إشارة  إ  )2 g xعندما یتغيرx   في.  

: مء اا  
بـ :    عرفة �لى الم fنعتبر ا�ا� العددیة     

2
1 xf x x x e     

 fCتمثیلها البیاني في المس�توي الم�سوب إلى المعلم المتعامد و المت�ا�س , ,O i j
 

  .  
  . عندو  عندfحسب نهایتي ا�ا� �ٔ ٔ�)  )1

  فإنّ  xبين ٔ�نهّ من ٔ��ل كل �دد حق�قي  ) ب   'f x g x  ا�ا� ثمّ إس�ت��ج إتجاه تغيرf . وشكل �دول تغيراتها  

 : ٔ�نّ  من تحقق )2 
2 1

1
f










 ثمّ �ين حصرا لـ  f .  

ٔ�) ٔ�كتب معاد� د�كارتیة �لمماس  )3 T  لمنحني� fC في النقطة 1;1A. 
بين ٔ�نّ المماس   ) ج T  هو مس�تقيم مقارب مائل �لمنحني fC وار بج ثمّ ٔ�درس الوضع ال�س�بي �لمنحني fC  

�ل�س�بة إلى المماس T.  
بين المنحني   ) د fC  یق�ل مماسا 'Tیوازي T  في نقطةB  یطلب تعیين فاصلتها ثمّ ٔ�كتب معاد� �لمماس 'T.  
ٔ�رسم � من  )4 'T، T  و fC   
 المعاد� التالیة :   mوالوس�یط الحق�قي xالمعاد� ذات ا�هول الحق�قي  نعتبر في  )5   

2
: 1 1 0xE x e m    

  حتى تق�ل المعاد�  ثلاثة �لول . mالحق�قي �ين قيم الوس�یط 
  

  حوا ز  را 2018   

 دةأة ا

 

 gC

1y 
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مر اا  تدة ا  

ا  ا  

  م 06  :ا اول 

: �ینا  nu  : 0المتتالیة العددیة المعرفة بـ

11

4
u    و من ٔ��ل كل �دد طبیعيn   :1 3 4n nu u  .  

 :2uو   1u حساب )1

�1ینا :  0

11 33 16 17
3 4 3 4

4 4 4
u u


        

2 1

17 51 16 35
3 4 3 4

4 4 4
u u


        

2 0.25 

2nu: �ینا nمن ٔ��ل كل �دد طبیعي ه ٔ�نن �لتراجع ابرهالٔ�)  )2  : 
�سمي  P n . هذه الخاصیة  

0nمن ٔ��ل  )1  : ینا� 

0

11

4
u 

 
11و 

2
4
       0وم�ه 2u     ٔ�ي P n  0صحی�ة من ٔ��لn .  

نفرض صحة  )2 P n  نبرهن �لى صحة 1P n   2نفرض ٔ�نّ ٔ�يnu   ّ1 ونبرهن ٔ�ن 2nu  . 
�2nuینا :   3 م�ه 3 2nu       3و�لتالي 4 3 2 4nu      
1وم�ه :  2nu        إذن 1P n . صحی�ة  

2nu: �ینا nحسب م�دٔ� الإس�تدلال �لتراجع فإنهّ من �ٔ�ل كل �دد طبیعي  الخلاصة : )3   

0.75  

لیةدراسة  ر�بة المتتا  )ب  nu  : 
1nندرس إشارة الفرق  nu u :  

�1ینا :  3 4 2 4n n n n nu u u u u        
�2nuینا :     2  وم�ه 4 2 2 4nu             1ٔ�ي 0n nu u    

و�لتالي المتتالیة  nu متزایدة تماما   

0.5  

المتتالیة  دراسة تقارب  )ج  nu : 
�ینا  nu 0.5  تماما فه�ي �ير م�قاربة ( م�با�دة)ومتزایدة   محدودة من أ�سفل  

�4nینا :  )3 nv u      ح�ث .دد ح�قي� 
حتى �كون المتتالیة  ين قيمة العدد الحق�قي یع ت   ) �ٔ  nv هندس�یة : 

�1ینا :  14n nv u        وم�ه 1 4 3 4 12 16n n nv u u         

1ٔ�ي  

1 1 12 12
12 16 16

4 4 4 4
n n nv v v   

 
         

 
1ٔ�نّ         1

4 4
n nu v    

1و�لتالي :  3 3 16 3 2 16n n nv v v           

 nv �2كا�      هندس�یة 16 0         

2 16 8       

  
  
  
  

0.75  
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8إذن من ٔ��ل      ّالمتتالیة فإن nv 3ٔ�ساسها  هندس�یةq   0و�دها أ�ول 3v 

0 0

11
4 4 4 8 11 8 3

4
v u             

2 0.25  

  :nبدلا�  nv كتابة عبارة  ) ب
1

0 3 3 3n n n
nv v q                  

13nnv
  0.25  

  :nبدلا�  nu ةر اعبإس�ت��اج   

�ینا :   11 1 1 3
8 3 2 3 2

4 4 4 4
n n

n nu v                 3 أي
3 2

4
n

nu     0.5  

المتتالیة تقارب ج) دراسة  nu :  

�3ینا : 
lim lim 3 2

4
n

n
n n

u
 

 
     

 
limٔ�ن               3n

n
   

وم�ه المتتالیة  nu (م�با�دة ) ير محدودة من أ��لى�   
0.5  

0 :�ینا  nكل �دد طبیعي  من ٔ��ل 1 2
0 1 2

...
4 4 4 4

n
n n

u uu u
S     

  

ّ ت��ان  �3ینا :  nه من ٔ��ل كل �دد طبیعي ٔ�ن 3 1
2

4 4 44

n n

n
n

u    
    

   
 :  

�ینا :  
3

3 2
3 3 2 3 3 14 2
4 4 4 44 4 4 4

n
n nn

n
n n n n

u  
   

        
   

  

�3ینا :  nمن ٔ��ل كل �دد طبیعي  إذن 3 1
2

4 4 44

n n

n
n

u    
    

   
  

0.5  

بدلا� nSحساب ا�موع 
 
n:  

3نضع :  3

4 4

n

na
 

  
 

1و  
2

4

n

nb
 

  
 

  

0وم�ه   1 2
0 0 1 10 1 2

...
4 4 4 4

n
n n nn

u uu u
S a b a b a b             

0أي  1 0 1n n nS a a a b b b          

ح�ث  na 1م�تالیة هندس�یة ٔ�ساسها

3

4
q  0و �دها أ�ول

3

4
a   

 و   nb 2ٔ�ساسها م�تالیة هندس�یة

1

4
q   0و �دها أ�ول 2b    

إذن : 

1 1

1 1
1 2

0 0

1 2

3 1
1 1

1 1 3 4 4
2

3 11 1 4 1 1
4 4

n n

n n

n

q q
S a b

q q

 

 

   
                

   

  

ٔ�ي 
1 1

3 3 4 1 9 3 8 2 1
4 1 2 1 3

4 4 3 4 4 4 3 3 4

n n n n

nS
           

                                 
  

17إذن  9 3 2 1

3 4 4 3 4

n n

nS
   

     
     

  

0.75  
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 : ما 06  ا م  
    -1،  0،  0، �1،1رات سوداء مرقمة بـ :  5و  - 1، 0، �1،1،1رات بیضاء مرقمة بـ :  �5ینا:  

I. 1 (: حساب الإح�لات 
3لحالات الممك�ة هو : �دد ا

10 120C  
 ( سحب �رة بیضاء وا�دة و �رتين سوداو�ن ):إح�ل الحصول �لى �رة بیضاء وا�دة فقط حساب  -

 
1 2
5 5 5 10 5

120 120 12

C C
P A

 
    

( سحب �رة بیضاء وا�دة و�رتين سوداو�ن)   ٔ�و ( : الحصول �لى �رة بیضاء �لى أ�قل حساب إح�ل  -
 )بیضاء بیضاو�ن و �رة سوداء وا�دة ) ٔ�و ( سحب ثلاث �رات سحب �رتين

 
1 2 2 1 3
5 5 5 5 5 5 10 10 5 10 11

120 120 120 120 120 120 12

C C C C C
P B

   
        

ثلاث �رات من نفس ا�لون  ( سحب ثلاث �رات بیضاء) ٔ�و ( ثلاث �رات  الحصول حساب إح�ل -

سوداء) 
3 3
5 5 10 10 20 1

120 120 120 120 120 6

C C
P C      

 
  

  
0.25   
  
  
  
  
  

  

3 0.5  

ت��ان ٔ�نّ :  )2 
5

6
P D    ، 

31

120
P F    و 

7

120
P C F : 

D " ( سحب �رتين بیضاو�ن و�رة سوداء ) ٔ�و ( سحب �رة  : : " الحصول �لى ا�لونين أ�بیض و أ�سود
  سوداء و �رتين سوداو�ن )

 
2 1 1 2
5 5 5 5 5 10 5 10 100 5

120 120 120 120 120 6

C C C C
P D

   
       

F 0وع ٔ�رقام الكرات الثلاث المسحوبة �ساوي : " مجم "  
  )0) ٔ�و ( ثلاث �رات تحمل  -1و�رة تحمل  0و �رة تحمل  1یعني ( سحب �رة تحمل 

 
1 1 1 3
5 3 2 3 5 3 2 1 31

120 120 120 120 120

C C C C
P F

   
      

 C F  0: " الحصول �لى ثلاث �رات من نفس ا�لون و مجموع �رٔقا�ا �ساوي "  
 0و  1) ٔ�و ( سحب ثلاث �رات سوداء مرقمة بـ -1و  0و  1یضاء مرقمة بـ یعني  ( سحب ثلاث �رات ب 

  ) - 1و 

 
1 1 1 1 1 1
3 1 1 2 2 1 3 4 7

120 120 120 120

C C C C C C
P C F

    
      

3 0.5  

 :�0ساوي  امجموع ٔ�رقا��لما ٔ�نّ إح�ل ٔ�ن �كون الكرات الثلاث من نفس ا�لون  حساب )3

  حساب 
 
 

7
7120

31 31
120

F

P C F
P C

P F


  

  

0.75  

II.  نعتبر المتغير العشوائيX . ا�ي �رفق �كل مخرج مجموع ٔ�رقام الكرات الثلاث المسحوبة 
: هي  Xين قيم المتغير العشوائي یع ت  )1 2; 1;0;1;2;3  

  

0.5  
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 :Xتعریف قانون الإح�ل �لمتغير العشوائي  )2

  معرف �لجدول التالي :  Xقانون الإح�ل �لمتغير العشوائي
3  2  1  0  1 -  2 -  

ix  
10

120
  30

120
  35

120
  31

120
  11

120
  3

120
   iP X x  

  
�لاتالإح  الحالات الملائمة  Xقيم 

 
 iP X x  

2X     0، -1،-�1رات مرقمة بـ  3سحب   
2 1
2 3 3

2
120 120

C C
P X


     

1X   
   0،0، -�1رات مرقمة بـ  3سحب 

  1، - 1،  -�1رات مرقمة بـ  3 سحبٔ�و  
1 2 2 1
2 3 2 5 11

1
120 120 120

C C C C
P X

 
     

0X  
  1، 0،  -�1رات مرقمة بـ  3سحب 

  �0،0،0رات مرقمة بـ  3ٔ�و سحب  
1 1 1 3
2 3 5 3 31

0
120 120 120

C C C C
P X

 
    

1X  
   1، 0، �0رات مرقمة بـ  3سحب

  1، 1، -�1رات مرقمة بـ  3ٔ�وسحب  
2 1 2 1
3 5 5 2 35

1
120 120 120

C C C C
P X

 
    

2X   1، 1،  �0رات مرقمة بـ  3سحب   
2 1
5 3 30

2
120 120

C C
P X


   

3X   1،1،1سحب ثلاث �رات مرقمة بـ   
3
5 10

3
120 120

C
P X    

  حساب أ�مل الر�ضیاتي :

   
3 11 31 35 30 10 9

2 1 0 1 2 3
120 120 120 120 120 120 10

E X                 

  
  
  
  
01  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
0.5  

  

: ا 08  ا م  

�ینا :    2 1 1xg x x e      

  اء اول :
ت��ان ٔ�نّ المعاد�  )1  0g x   والحل ا�خٓرتق�ل �لين ٔ��دهما معدوم 0.7 ،ح�ث 0.75 :  

�ینا :    2 00 0 1 1 1 1 0g e               ل �لمعاد�  0وم�ه�  0g x .  
مس�تمرة ورت��ة تماما �لى ا�ال  دا� gو�ینا :  0.7;0.75   و

   0.7 0.75 0.03 0.07 0.0021 0g g         
حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعاد� وم�ه   0g x  تق�ل �لا وح�دا   0.7ح�ث 0.75   

المعاد� و�لتالي   0g x   والحل ا�خٓرتق�ل �لين �ٔ�دهما معدوم 0.7 ،ح�ث 0.75   

0.75  

ج إشارة  اإس�ت�� )2 g xعندما یتغيرx   في: 
�دول إشارة  g x:  

  

0.5  
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: مء اا  
 �ینا :   

2
1 xf x x x e    معرفة �لى fD    

  

  : وعند عندfنهایتي ا�ا� ٔ�) حساب  )1

�ینا :      2 2lim lim 1 lim 2x x x x

x x x
f x x x e x x e xe e

  

         
    ّٔ�ن

2lim 0

lim 0

lim 0

x

x

x

x

x

x

x e

xe

e













  

و    
2

lim lim 1 x

x x
f x x x e

 

     
 

ٔ�نّ          
 

 

2

2

lim 1

lim

lim 1

x

x

x

x

x

x

e

x e







  

 

  

  

  

2 0.25  

  فإنّ  xت��ان ٔ�نهّ من ٔ��ل كل �دد حق�قي  ) ب   'f x g x: 

  �ینا : xمن ٔ��ل 

       
2 2

' 1 2 1 1 1 2 2 1x x xf x x e x e x x e          
 

  

       2 2' 1 2 2 2 1 1 1x xf x x x x e x e g x              ٔ�ي   'f x g x  

0.5  

 :fإس�ت��اج إتجاه تغير ا�ا�  -
إشارة المش�تقة  'f x   نفس إشارة g x  

                                                          0                                  x  
                               +0        -          0             +   'f x  
  كل من ا�الينمتزایدة تماما �لى fإذن ا�ا�  ;0  و ;   

م�ناقصة تماما �لى ا�ال fو 0;  

0.25  

 :�fدول تغيرات ا�ا�  -
 

  
  
  

  

0.5  

 تحقق من ٔ�نّ :ال  )2 
2 1

1
f










 : 

�ینا :    
2

1f e      

و�ینا :   0g        وم�ه 21 1 0e         و�لتالي
2

1

1
e


 


  

 
 
 
 
 
 
 

 f x



 8 ~ا ~  9 
 

إذن :    2

2

1
1

1
f   



 
     

 
ٔ�ي       

 
2 3 2

2 2

1 2 1

1 1
f

    
 

 

    
  

 
  

و�لتالي  
   
  

  
  

223 2

2

1 11 11

1 1 1 11
f

     


   

     
  

   
  

وم�ه  
2 1

1
f









  

 
 
 
 

0.5  

 ين حصرا لـ یع ت  - f : 
0.7:  �ینا  0.75      وم�ه   

2 220.7 1 1 0.75 1      0.7و 1 1 0.75 1      

إذن    
2 220.7 1 0.75 11

0.75 1 1 0.7 1





 
 

  
  و�لتالي    0.85 0.92f    

0.5  

معاد� د�كارتیة �لمماس كتابة  ٔ�)  )3 T  لمنحني� fC في النقطة 1;1A: 

       ' 1 1 1 1 1 1 1 1y f x f g x x x                 
إذن         :T y x 

0.5  

ت��ان ٔ�نّ المماس   ) ب T  هو مس�تقيم مقارب مائل �لمنحني fC  بجوار: 
�ینا : 

       2 2 2lim lim 1 lim 1 lim 2 0x x x x x

x x x x
f x x x x e x x e x e xe e

   

               
  

 ٔ�نّ 

2lim 0

lim 0

lim 0

x

x

x

x

x

x

x e

xe

e












  

وم�ه 

 

المماس  T  هو مس�تقيم مقارب مائل �لمنحني fC  بجوار  

0.5  

�لمنحني دراسة الوضع ال�س�بي  fC ل�س�بة إلى المماس� T: 
ندرس إشارة الفرق   f x y   

     
2 2

1 1x xf x y x x e x x e        

  

 
  
  
  

  
  

0.5  

ت��ان ٔ�نّ المنحني  fC  یق�ل مماسا 'Tیوازي T  في نقطةB:  
�ینا :     'T T           معامل توج�ه المماس یعني 'T  �1ساوي   

 ٔ�ي  0' 1f x                   م�ه  02
01 1 1xx e    

و�لتالي :                02
0 1 0xx e   

0.5  
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2وم�ه   
0 1 0x            0إما 1x       0ٔ�و 1x   

 إذن  fC  یق�ل مماسا 'Tیوازي T  1ذات الفاص�  نقطة ال في -   
  

�لمماس كتابة معاد�  'T:  
�ینا :  11; 1 4B e    

إذن :         1 1' 1 1 1 1 1 1 4 4y f x f x e x e              

  1' : 4T y x e   

0.5 
  

  الرسم : )4
  
  
  
  
  
  
  
  
  

01  

 حتى تق�ل المعاد� mالحق�قي ين قيم الوس�یط یع ت  )5 E  ثلاثة �لول: 
ینا : � E     كا��     

2
1 1xx e m    

      �كا�                 
2

1 1xx x e x m      
    �كا�                    1f x x m    

�لول المعاد� E  بیانیا هي فواصل النقط المشتركة بين المنحني fC والمس�تقيم ذي المعاد� 
1y x m    الموازي لكل من المماسين 'Tو T.  

 المعاد� E 10یعني       تق�ل ثلاثة �لول 1 4m e     : 11و�لتالي 4 1m e     

0.5  


