
ة ع ال ة ا ق ال ة ائ ال ة ر ه ال
ان غل ة لا ل ة ال ة ی م ار-القلعة- م ساجي ة ثان
*2020--2019 ة راس ال ة *ال ات اض ال مادة في الأول ل الف ار إخ

ات اض ال 3 : ال

ساعات 03: ة ال ات اض ال : مادة في ار إخ

( نق 5) الأول: ــ ـ ال
u0 = 7

un+1 =
vn + 2un

3

و


v0 = 1

vn+1 =
2vn + un

3

ایلي: ك ف مع دی ع ال م (un)n∈N و (vn)n∈N ل

Ln = un − vn : (Ln) ة د الع ة ال ال ف نع ، n عي د ع كل أجل م .1

. الأول ها ح و أساسها عّ و ة س ه (Ln) ة ال ال أن أث أ)
؟ قارة م (Ln) ة ال ال .هل n لالة ب Ln العام ال ارة ع أوج ب)

. (un) و (vn) ال ال تغ اه إت أدرس .2

ℓ بـ: لها م ن ى ال ة ها ال نف ا له و اورتان م (un) و (vn) ال ال أنّ بّ .3

أن: ا عل S′′
n = S′

n + Sn بـ: ف ع ال Sn ع ال ارة ع n لالة ب ج إس .4
S′′

n = u0
2 − u0v0 + u1

2 − u1v1 + · · ·+ un
2 − unvn و S′

n = v0u0 − v0
2 + v1u1 − v1

2 + · · ·+ vnun − vn
2

wn = un + vn : (wn) ة د الع ة ال ال ف نع . n عي د ع كل أجل م .5
ℓ ة ق ج إس ث ة، ثاب (wn) أن أث

( نق 5) اني: ال ــ ـ ال
ال في اني ال لها ت (C f

) و . f (x) = −x +
√

x2 + 8 بـ: R على فة ع ال x قي ق ال غ ال ذات f ة د الع الة ال )نع
O;

−→
i ,

−→
j
)

ان ال عام ال عل ال إلى ب ال
ع ال عة م اف أ ع f الة ال ات نها أح .1

R م x قي حق د ع كل أجل م x −
√

x2 + 8 < 0 أن ب .2

f ات تغ ول ج ل ش ث ، إشارتها ج إس و f الة لل قة ال الة ال أح .3(
C f

) ى لل مقارب y = −2x عادلة ال ذ (∆) ق ال أنّ بّ .4

(∆) إلى ة ال (
C f

) ى لل ي ال ضع ال أدرس .5(
C f

) و (∆) ئ أن ث ، f (0) أح .6

. اب ال عل ال إلى ب م م في اني ال لها ت (Cg
) ول g(x) = −x −

√
x2 + 8 بـ: R على فة مع دالة g .7(

Cg
) ئ أن ث ، أ لل ة ال ان ا م (

C f
) و (

Cg
) أن بّ

جيدا 2ركز م 1 ة بالتوفيقصف



( نق 10) : ال ال ــ ـ ال
fm(x) = x − 1 + xemx بـ: R على فة ع ال fm الة ال نع اما، ت ج م قي حق د ع m(

O;
−→
i ,

−→
j
)

ان ال عام ال عل ال إلى ب ال ال في fm الة لل ل ال ى لل (C fm

) بـ م ن
gm(x) = 1 + (1 + mx)emx بـ: R على فة ع ال gm الة ال نع (I

إشارتها أدرس ث ، gm الة لل g′m قة ال الة ال أح .1

gm(x) > 0 :x قي حق د ع كل أجل م أنه ج إس ث ، gm الة ال الة ال ات تغ ول ج ل ش .2

(II. ها اث إح تعّ ل I ة ثاب ة ق ب ت (C fm

) ات ال ع ج أنّ بّ أ) .1
lim

x→+∞
fm(x) و lim

x→−∞
fm(x) : أح ب)

−∞ ار (
C fm

) ى لل مائل مقارب ق م y = x − 1 ه معادل ال (D) ق ال أن بّ )ج)
C fm

) و (D) لـ ي ال ضع ال أدرس د)

. اتها تغ ول ج ل ش ،ث fm الة ال تغ اه إت أدرس .2

−1 ها ت ت ي ال ة ق ال ع (
C fm

) ى لل (∆) اس ال معادلة عّ أ) .3
.(C fm

) ى لل اف إنع ة نق . Am

(
− 2

m
;− 2

m
(1 + e−2)− 1

)
ة ق ال أنّ بّ ب)

0 < αm < 1 ح αm ا وح حلا ل تق fm(x) = 0 عادلة ال أن بّ .4(
C f−m

) و (
C fm

) لـ ة ال ج ت ماذا . fm(x) + f−m(−x) = −2 : x قي حق د ع كل أجل م أنه بّ أ) .5
f−m(−x) بـ: فة ع ال الة لل ل م ى م (

C f−m

) ح
( f1(2) ≈ 16 ، α1 ≈ 0, 4 أن ل (نق (

C f1

) م لاقا إن (C f−1

) ئ أن .ث (
C f1

) و (D)، (∆) م كلا ئ أن ب)
.F(x) = f1(x2) بـ R على فة ع ال F الة ال نع (III

اب ال عل ال إلى ب ال ال في اني ال لها ت (CF)

(F الة لل قة ال الة ال اب ح (دون F الة ال تغ اه إت ج إس .1

R على (CF) ئ أن ث x ∈ [0;+∞[ أجل م (CF) و (
C f1

) لـ ي ال ضع ال أدرس .2

eF(x) = m : عادلة ال ل حل د ع m اما ت ج ال قي ق ال د الع ق ح ناق .3

م ال

′(أنا)

أنا

2019 س 2020 ان ج

+

BACBAC

اح احال ال

اك ه أن ق ت أن رة لل ف ك
؟ داخلها أة م ة ض ة ش

اخل ب د ج م ه ع ت ما

جيدا 2ركز م 2 ة بالتوفيقصف



التنقيط النموذجية الإجابة

الأول التمرن

ندسية (Ln) المتتالية أن إثبات ¶

Ln+1 = un+1 − vn+1 =
vn + 2un

3
− 2vn − un

3
=

un − vn

3
=

1
3

Ln ومنھ Ln = un − vn لدينا:

L0 = u0 − v0 = 6 الأول ا حد و q =
1
3
ا أساس ندسية متتالية (Ln) إذن

Ln العام د ا عبارة

متقارة (Ln) بالتا و lim
n→+∞

Ln = 0 : فإن q ∈ ]−1;1[ بماأن: و Ln = 6
(

1
3

)n
ومنھ Ln = L0 × qn : لدينا

(vn) و (un) ن المتتاليت غ إتجاه دراسة ·

vn+1 − vn =
2vn + un

3
− vn =

un − vn

3
=

1
3

Ln و un+1 − un =
vn + 2un

3
− un =

vn − un

3
= −1

3
Ln

تماما. متناقصة (un) المتتالية إذن ، un+1 − un < 0 فإن Ln > 0 أن -بما
تماما. ايدة م (vn) المتتالية إذن ، vn+1 − vn < 0 فإن Ln > 0 أن -بما

متجاورتان (un) و (vn) ن المتتاليت أنّ إثبات ¸

lim
n→+∞

(un − vn) = lim
n→+∞

Ln = 0 و تماما ايدة م متتالية (vn) و تماما متناقصة متتالية (un)

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

vn و متجاورتان (un) و (vn) ن المتتاليت ومنھ
Sn موع ا n بدلالة حساب ¹

ا ت S′′
n = S′

n + Sn لدينا:
Sn = S′′

n − S′
n =

(
u0

2 − u0v0 + · · ·+ un
2 − unvn

)
−
(
v0u0 − v0

2 + · · ·+ vnun − vn
2)

Sn = (u0 − v0)
2 + · · ·+ (un − vn)2 ا ت Sn = u2

0 + v2
0 − 2u0v0 + · · ·+ u2

n + v2
n − 2unvn : ا ت

Sn = L2
0 + · · ·+ L2

n = L0
2

(
1 −

(
q2)n

1 − q2

)
= 36


1 −

(
1
9

)n

1 − 1
9

 =
81
2
(1 − 1

9n ) : ا ت

ثابتة (wn) أن إثبات º

ثابتة (wn) wn+1ومنھ = un+1 + vn+1 =
vn + 2un

3
+

2vn + un

3
=

3vn + 3un

3
= vn + un = wn لدينا:

ℓ = 4 ومنھ 8 = 2ℓ ا ت 8 = lim
n→+∞

un + lim
n→+∞

vn إذن un + vn = 8 wnومنھ = w0 = 8

ي الثا التمرن

ايات ال حساب ¶

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(−x +
√

x2 + 8) + ∞

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(−x +
√

x2 + 8) = lim
x→+∞

8√
x2 + 8 + x

= 0

Rمن x حقيقي عدد ل أجل من x −
√

x2 + 8 < 0 أن إثبات ·
√

x2 + 8 > 0 و x < 0 لأن x ∈ ]−∞;0[ أجل من يحة x <
√

x2 + 8 ا ت x −
√

x2 + 8 < 0

x −
√

x2 + 8 < 0 ومنھ (تناقض) 0 > 8 ا ت x2 > x2 + 8 ا ت x −
√

x2 + 8 > 0 نفرضأن : x ∈ [0;+∞[ أجل من
x −

√
x2 + 8 < 0 :Rمن x حقيقي عدد ل أجل من ومنھ

f الدالة ات غ دراسة ¸

f ′(x) = −1 +
x√

x2 + 8
=

x −
√

x2 + 8√
x2 + 8

: حيث f ′ المشتقة ا دال Rو ع للإشتقاق ثابلة f الدالة

f ′(x) < 0 :Rمن x حقيقي عدد ل أجل من إذن x −
√

x2 + 8 نفسإشارة من f ′(x) إشارة
R ع تماما متناقصة f الدالة ومن

1



f الدالة ات غ جدول

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

−
+∞+∞

00

0

√
8

(
C f
)

للمنح ئل ما مقارب y = −2x المعادلة ذي (∆) المستقيم أنّ إثبات ¹

lim
x→−∞

[ f (x)− (−2x)] = lim
x→−∞

(
√

x2 + 8 + x) = lim
x→−∞

8√
x2 + 8 − x

= 0

−∞ بجوار
(
C f
)

للمنح مايل مقارب y = −2x المعادلة ذي المستقيم إذن
(∆) إ سبة بال

(
C f
)

للمنح س ال الوضع دراسة º

[ f (x)− (−2x)] =
√

x2 + 8 + x √لدينا:
x2 + 8 + x > 0 : x ∈ [0;+∞[ أجل من

x ∈]− ∞;0[ أجل √من
x2 + 8 + x > 0 ومنھ (تناقض) 8 < 0 ا ت x2 + 8 < x2 ا ت

√
x2 + 8 < −x ا ت x +

√
x2 + 8 < نفرض0

(∆) فوق يقع
(
C f
)
:Rمن x حقيقي عدد ل أجل من )إذن

Cg
)
و
(
C f
)
، (∆) شاء إ »

−8 −6 −4 −2 2 4 6 8 10 12

−8

−6

−4

−2

2

4

6

8

(
C f
)

(
Cg
)

(∆)

O

A1

المبدأ إ سبو بال متناظران
(
Cg
)
و
(
C f
)
أن إثبات ¼

−x ∈ R فإن x ∈ R أجل من لدينا:
f (−x) = −(−x) +

√
(−x)2 + 8 = x +

√
x2 + 8 = −(−x −

√
x2 + 8) = −g(x) : إذن

المبدأ إ سبو بال متناظران
(
Cg
)
و
(
C f
)
ومنھ

2



الثالث التمرن
(I

حيث g′m المشتقة ا Rودال ع للإشتقاق قابلة gm ¶الدالة
g′m(x) = memx + memx(1 + mx) = memx(2 + mx)

memx > 0 لأن (2 + mx) نفسإشارة من g′m(x) إشارة

x

g′m(x)

−∞ − 2
m +∞

− 0 +

ايات ال حساب ·

lim
x→−∞

emx = 0 و lim
x→−∞

mxemx = lim
X→−∞

XeX = 0 لأن lim
x→−∞

gm(x) = 1

gm الدالة ات غ جدول

x

g′m(x)

gm(x)

−∞ − 2
m +∞

− 0 +

11

1 − e−21 − e−2

+∞+∞

gm(x) > 0 أن x حقيقي عدد ل أجل من تاج الإست
gm(x) > 1 − e−2 > 0 : x حقيقي عدد ل أجل من أي gm للدالة صغرى حدية قيمة 1 − e−2 > 0 لدينا

(II
I ثابتة بنقطة تمر

(
C fm

)
المنحنيات جميع أنّ إثبات ¶

m عن مستقلة ثابتة نقطة I حيث
(
C fm

)
∩
(

C f ′m

)
= I mلدينا: , m′بحيثm,m′ ∈ R ل أجل من

fm(x0)− f ′m(x0) = 0 المعادلة نحل I (x0;y0) النقطة إحداثيات لإيجاد إذن
x0(emx0 − em′x0) = أي0 x0emx0 − x0em′x0 = 0 ومنھ x0 − 1 + x0emx0 − (x0 − 1 + x0em′x0) = أي0

m , m′ لأن x0 = 0 أن ع ذا و x0(m − m′) = mx0أي0 − m′x0 = 0 ع emx0 − em′x0 = 0 أو x0 = 0 ع
I(0,−1) ومنھ y0 = fm(x0) = fm(0) = −1 و

ايات ال حساب
lim

x→−∞
fm(x) = lim

x→−∞
(x − 1 + xemx) = −∞ ، lim

x→+∞
fm(x) = lim

x→+∞
(x − 1 + xemx) = +∞

lim
x→−∞

xemx = lim
x→−∞

1
m

× mxemx =
1
m

× 0 = 0 و lim
x→−∞

(x − 1) = −∞ : لأن

−∞ بجوار
(
C fm

)
للمنح مائل مقارب مستقيم y = x − 1 معادلتھ الذي (D) المستقيم أن )إثبات

C f
)

للمنح مائل مقارب y = x − 1 المعادلة ذي المستقيم ومنھ lim
x→−∞

[ f (x)− y] = lim
x→−∞

xemx = 0

−∞ )بجوار
C fm

)
و (D) لـ س ال الوضع دراسة

x

f (x)− y

الوضعية

−∞ 0 +∞

− 0 +

(D)تحت (C fm) (D) فوق (C fm)
يقطع (C fm)

النقطة (D)

Ω(0;−1)

3



fm الدالة غ إتجاه دراسة ·

f ′m(x) = 1+ mxemx + emx = 1+ (1+ mx)emx = gm(x) : حيث f ′m المشتقة ا Rودال للإشتقاقع قابلة fm الدالة
R ع تماما ايدة م fm الدالة ومنھ gm(x) > 0 :Rمنx حقيقي عدد ل أجل من لدينا

fm الدالة ات غ جدول

x

f ′m(x)

fm(x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

0

−1

−1 ا ب ترت ال النقطة عند
(
C fm

)
للمنح المماس(∆) معادلة ن ّ ع ¸

x = 0 ا ت x(1 + emx = 0 ا ت x − 1 + xemx = −1 ا ت fm(x) = −1

y = f ′m(0)(x − 0) + f (0) = 2x − 1

.
(
C fm

)
للمنح عطاف إ نقطة . Am

(
− 2

m
;− 2

m
(1 + e−2)− 1

)
النقطة أنّ يان ت

النقطة منھ و الموجب إ السالب من ا إشار غ و x = − 2
m
أجل من تنعدم f ′′m(x) = g′m(x) لدينا

Am

(
− 2

m
;− 2

m
(1 + e−2)− 1

)
أي
(
C f
)

للمنح عطاف إ نقطة Am

(
− 2

m
; fm

(
− 2

m

))
0 < αm < حيث1 αm وحيدا حلا تقبل fm(x) = 0 المعادلة أن إثبات ¹

[0;1] ال ا ع تماما ية رتي و مستمرة Rف ع تماما بة رت و مستمرة fm لدينا
المعادلة أن تج ست الرتابة شرط و المتوسطة القيم نة م إذنحسب fm(0)× fm(1) = (−1)× em < 0 لدينا و

0 < αn < 1 ال ا αn وحيدا حلا تقبل fm(x) = 0

fm(x) + f−m(−x) = −2 : x حقيقي عدد ل أجل من أنھ إثبات º

ن المنحني أن تج ست إذن ، fm(x) + f−m(−x) = x − 1 + xemx +
(
−x − 1 − xe−m(−x)

)
= −2

y = −1 المعادلة ذي المستقيم إ سبة بال متناظران
(
C f−m

)
و
(
C fm

)(
C f1

)
للمنح عطاف إ نقطة A1

(
−2;−3 − 2e−2)

)
النقطة :

(
C f−1

)
أ و
(
C f1

)
، (D)، (∆) من كلا شاء إ

−8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

7

8

(
C f1

)
(
C f−1

)

(D)

(∆)

y = −1

O

A1

4



(III
F الدالة غ إتجاه تاج إست ¶

نفس من و F الدالة غ إتجاه Rومنھ ع تماما ايدة م f1 الدالة لدينا و x 7→ x2 و x 7→ f1(x) ن الدالت مركب F الدالة
x ∈ [0;+∞[ أجل من تماما ايدة وم x ∈]− ∞;0] أجل من تماما متناقصة F الدالة إذن ، x 7→ x2 الدالة غ إتجاه

x ∈ [0;+∞[ أجل من (CF) و
(
C f1

)
لـ س ال أدرسالوضع ·

ن النقطت (CF) يقطع
(
C f1

)
إذن f1(x2) = f1(x) منھ و x2 = x فإن x = 1 أو x = 0 أجل من لدينا

B (1,1) و A (0,−1)

x ∈]0;1[ أجل من
(
C f1

)
المنح تحت يقع (CF) ومنھ f1(x2) < f1(x) ومنھ x2 < x : x ∈]0;1[ أجل من لدينا

x ∈]1;+∞[ أجل من
(
C f1

)
المنح فوق يقع (CF) ومنھ f1(x) < f1(x2) ومنھ x < x2 : x ∈]1;+∞[ أجل من لدينا

(CF) شاء إ ¸

ب ات ال محور حامل إ سبة بال متناظر ي البيا ا منحنا منھ و زوجية دالة F الدالة لدينا

−3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

7

8

(
C f1

)
(CF)

O

eF(x) = m : المعادلة حلول mعدد تماما الموجب قيقي ا العدد قيم حسب مناقشة
(CF) المن تقاطع نقط فواصل F(x) = ln(m) المعادلة حلول إذن F(x) = ln(m) ا ت eF(x) = m

Dm : y = ln(m)المستقيمات عائلة مع
حل يوجد mلا ∈]0; e−1[ أي ln(m) ∈]− ∞;−1[ أجل من

x0 = 0 حل mيوجد = e−1 أي ln(m) = −1 أجل من
الإشارة ن مختلف متمايزن ن حل mيوجد ∈]e−1;+∞[ أي ln(m) ∈]− 1;+∞[
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