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2:لnنلالراجعلأنٔهلم̬لأج̣ٔلللعǳܱلطبيع̺لارهالأٔ(ل (4 5n na b : 

نس̫̺ل P nله̳ܲلا߭اصيܑل.ل
0nم̬لأٔج̣ل .1 0دينال:لل 02 2 3 1 5a b    أٔيللل P n0لحيحܑلم̬لأٔج̣لn .ل



نǺܳ̚لحܑلل .2 P nلأٔنَل:لǺܳ̚2لأٔيلن 5n na b لونره̬لعࠄلحܑلل 1P nأٔيلنره̬لأٔنَل:ل

1 12 5n na b  . 

دينال:ل   1 1 22 1 32 2 4 2 2 3n n n nn na ab b a b       ل
وم̲هل 1 12 2 2 5 2 5 5 5nnn nba a b        2أٔيلل 5n na b لوم̲هلل 1P nلحيحܑل.ل

نَل .3 حسبلمبܱأٔلاس تܱاللالراجعلفا  P nلطبيع̺لǳܱلحيحܑلم̬لأٔج̣لللعn. 

2دينالللnأٔيلم̬لأٔج̣لللعǳܱلطبيع̺ل 5n na b  

Ǭلااس تنܘ (لǭǵلعباǰnbبܱاةللn:لل
2دينال:للnم̬لأٔج̣لللعǳܱلطبيع̺لللل 5n na b وم̲هلل

 1 1 22 5 2 2 1 5 2 2 2 5 2 3n n n

n nb a             ل
22أٔيل 3n

nb  ل
َلالقملامܑ̢̫̲للـليعلتلǰ(ل ;n nPGCD a b: 

لي̢̬لللل ;n nd PGCD a bلللل

Ǵنلللللل /ا 

/

n

n

d a

d b





وم̲هلل / 2 n nd a bأٔيلل/ 5dوالتاࠅلل 1;5d.لل

ل:لحيܙلي̸̢نللǳn(لتعيَلقملالعǳܱلال̄بيع̺للللل ; 5n nPGCD a b :  

لللللل ; 5n nPGCD a b يعيلل 
 

0 5

0 5

n

n

a

b

 



أٔيلل 

 
0 5

2 5 0 5

n

n

a

a

 


 
وم̲هلل 

 
0 5

2 0 5

n

n

a

a

 



ل

والتاࠅللللللل 0 5na ل 

لللل 0 5na يعيلل 12 1 0 5n  وم̲هللل 2 2 1 5n  
 

للأٔيلللللل 2 2 4 5n وم̲هلل 2 2 5n ل
والتاࠅل:لل 4 1n k k  ل

 ي̬ܳلالثالܙل:تصحيحل ي̬ܳل  الم ىلنܽلالم ع̸لا  جܳ لال
دينال:ل       2 2: 2cos . 3 4sin 0S OM OM i j k         ل

ع̸ܑليعلتلأٔ(ل (1 َلمعاǳةلǳياǵتيܑللل̫ج̫ S: 

دينال:ل
x

OM y

z

 
 
 
 
 

،للللل
1

0

0

i

 
 
 
 
 

،لل
0

1

0

j

 
 
 
 
 

ولل
0

0

1

k

 
 
 
 
 

ل

2والتاࠅل:ل ² ² ²OM x y z  وللللل . . . .OM i j k OM i OM j OM k x y z       ل
أٔيلدينال:ل    2² ² ² 2cos 3 4sin 0x y z x y z        ل



وم̲هل:ل       2² ² ² 2 cos 2 cos 2 cos 3 4sin 0x y z x y z          ل
أٔيلل

                2 2 22 2 2 2cos cos cos cos cos cos 3 4sin 0x y z                ل
وم̲هل:ل            2 2 2 2 2cos cos cos 3cos 3 4sin 0x y z            ل

والتاࠅل:ل             2 2 2 2 2cos cos cos 3 1 sin 3 4sin 0x y z             ل
أٔيل            2 2 2 2 2cos cos cos 3 3sin 3 4sin 0x y z             ل

وم̲هل          2 2 2 2cos cos cos sin 0x y z         ع̸ܑلل معاǳةللل̫ج̫ S 

Ǭع̸ܑللابيتل (ل نلأٔنَلا߽̫ Sلǭܳ ل:يلس̄حلك
دينال:ل          2 2 2 2cos cos cos sin 0x y z         ل
وم̲هل:ل          2 2 2 2cos cos cos sinx y z        ل

ومالأٔنهَلم̬لأٔج̣ل 0; نَلل فا  sin 0 ل 

نلَ فا  Sلǭܳ كܳزهاللللس̄حلك م      cos ;cos ;cosI   هܳالل ونصفللق̄ sinR .ل
ع̸ܑلالنق̂لااس تنܘ (1 ا߽الللعنܱمالمسحلالعǳܱلا߬قيق̺للǰIلم 0,:ل

:لدينال      cos ;cos ;cosI   لل

وم̲هل:لل
 
 
 

cos

cos

cos

x

y

z











 

ل

ن́عل:ل cos t وم̲هللللل  ; 1;1

x t

y t t

z t


   
 

لٔنهَلم̬لأٔج̣للل 0, فا نللل

   cos 1,1  ل
ع̸ܑلالنق̂لل ا߽الللعنܱمالمسحلالعǳܱلا߬قيق̺للIوالتاࠅلم 0,ح̸ܑل ليلالق̄عܑلامس تقمܑلام̚ܘ ABلللحيܙلل
ل 1; 1; 1A   ولل 1;1;1B.ل

اǮܳليعلتلأٔ(ل (2 َلسǱ̸̄لال̢ Sمܳلم̬لامبܱأٔللاليلO: 

 O Sيعيلل          2 2 2 20 cos 0 cos 0 cos sin 0         ل
أٔيل   2 23cos sin 0  وم̲هللللللل    2 23cos 1 cos 0   ل

لوالتاࠅل:ل   2 23cos 1 cos 0   ل

وم̲هلل:ل 24cos 1 0  أٔيللللللللللل 2 1
cos

4
  



مالللوالتاࠅلللللل ا   1
cos

2
 أٔولل  1

cos
2

  لل

وم̲هلل:لللللللللل
3

 2أٔولل

3

  

أٔيللللللل
3

S

 
 
 

2ولل

3

S 

 
 
 

اܳنلم̬لامبܱأٔلل ل.Oم

Ǭتبيانلأٔنَلالنقܑ̄ل (لOيلم̲تصفلالق̄عܑلل I I  ل:ل
حܱاثياǮلم̲تصفلالق̄عܑل دينال:لا  I I  يلل

           cos cos cos cos cos cos
; ;

2 2 2

              
 
 

ل

ودينال:ل   cos cos    ل
حܱاثياǮلم̲تصفلالق̄عܑل وم̲هلا  I I  ليلامبܱأٔلل 0;0;0Oل

تَܳللاس تنܘاǰل ىلس̄ح̺لال̢ النس بܑلا  Sو S :ل
دينال:ل sinR ولل   sin sinR       ل

Rأٔيل R   م̲تصفلالق̄عܑلكܲكلولدينالل I I  ليلامبܱأٔلل 0;0;0Oل
نس تنܘجلأٔنَل Sو S ىلامبܱأٔلل تَܳلالنس بܑلا  لمܘناظ 0;0;0O. 

:للدينا (3  : 0P x y z   

حܱاثياǮلالنقܑ̄ل (لألٔ ǳ̸يلللنقܑ̄للHتعيَلا  عࠄلامس ت̸يللIامسق̂لالع̫ P: 

مثي̣لوس ي̺̄للل̫س تقملللللل لم̬لǵاماIيلعࠄلامس ت̸يللǳ̸ والع̫ Pل:ل

 
 
 
 

 
cos

: cos ;

cos

x

y

z

 

  

 

 


   
  

ل

حܱاثياǮلالنقܑ̄ل يلح̣لللج̫ةللHا 
 
 
 

cos

cos

cos

0

x

y

z

x y z

 

 

 

 


 


 
   

ل

وم̲هل     cos cos cos 0          أٔيلل 3 3cos 0  ل
وم̲هل cos  ل

حܱاثياǮلالنقܑ̄ل Ǵنلا  يلHا 
   
   
   

cos cos 0

cos cos 0

cos cos 0

x

y

z

 

 

 

   


   
    

أئلل 0;0;0Hل



Ǭاسܑلتقاطعل (لǵǳامس ت̸يل Pللǭܳ وس̄حلال̢ S: 

امس ت̸يللIحساǬلامسافܑلبَلالنقܑ̄للللللل Pلأٔيلللل:لل    ; 3 cosd I P  
 

ǭܳل نصفلق̄ܳلس̄حلال̢ Sه̸لل sinR لل
 Pمسللǭܳ لس̄حلال̢ Sليعيل  ;R d I P   

وم̲هلل   3 cos sin  يائلللل   3 cos sin  أٔولل    3 cos sin   ل
أٔيل   3 cos sin 0   أٔولل   3 cos sin 0    ل

والتاࠅل:ل   3 1
cos sin 0

2 2
   أٔوللل   3 1

cos sin 0
2 2

   ل

cosوم̲هلل 0
6

   
 

cosأٔولل 0
6

   
 

ل

أٔيل
6 2

   أٔولل
6 2

   ل

وم̲هلل
3

 2أٔولل

3

 ل

                                      
2

3


                                  

3


ل0                                       ل

ل
ل               0                 لللللللللللللل0لللللللللللللللللللللللللل

شاǭǵلل ا 
  ;d I P R 

ل
لال̸ضعلالنس يل:

Ǵالانلل - ا 
3

 2أٔولل

3

 نَلل فا  Pلس̄حلمسǭܳ لال̢ SٔليلامبܱألO.ل

Ǵالانل - 2ا 
0; ;

3 3

           
لالتقاطعلخالل.ل

Ǵالانل - 2ا 
;

3 3

     
نَلل فا  Pيق̄علل Sكܳزهال ǭܳلم لوف̛لǳائ 0;0Oهܳالل ونصفلق̄

     2 2 2sin 3cos 1 4cosr       

 اܳبع:ل ي̬ܳلال ي̬ܳلتصحيحلالم ىلنܽلالم ع̸لا  جܳ لال
ل:لدينال   

1

1 ln
f x

x x



فܑܳلعࠄللل مع   0; ;fD e e  ل

I. 1لل)Ǭحسا lim
x e

x e
f x




ولل lim
x e

x e
f x




 ملالت̚سرلالهنܱيلللنتيجتَ: 

دينال:ل   
1

lim lim
1 lnx e x e

x e x e
f x

x x 
 

  


لٔنلل lim 1 ln 0
x e

x e
x






  



ول   
1

lim lim
1 lnx e x e

x e x e
f x

x x 
 

  


لٔنلل lim 1 ln 0
x e

x e
x






  

xالت̚سرلالهنܱيل:ل e يللل̫نحيلǳ̸ مس تقملمقاǬǵلم fCلالراتيبل.لǵ̸يلحǶ̸ا لي
حساǬل (2 lim

x
f x


 ملت̚سرلالنتيجܑلهنܱس يال:ل

دينال:ل   
1

lim lim 0
1 lnx x

f x
x x 

 


لٔنلل   lim lim 1 ln
x x

f x x x
 

   ل

0yلالت̚سرلالهنܱيلللنتيجܑل:  لأٔفق̺للل̫نحيلǬǵمس تقملمقا fCعنܱلل.ل
تبيانلأٔنَل:ل (3 

0
0

lim
x

x
f x




   :مَلالت̚سرلالهنܱيلللنتيجܑل 

دينال:ل   0 0 0
0 0 0

1 1
lim lim lim

1 ln lnx x x
x x x

f x
x x x x x  

  
   

 
 

لٔنل
 

 
0

0

0

0

lim ln 0

lim ln 0

x

x

x

x

x x

x x x















 

 

0xالت̚سرلالهنܱيل:ل  يللل̫نحيلǳ̸ مس تقملمقاǬǵلم fCلالراتيبل.لǵ̸يلحǶ̸ا لي
fxتبيانلأنٔهلم̬لأٔج̣للل (4 D دينال:ل 

 22

ln
'

1 ln

x
f x

x x



جا̳لتغرلاداةل  س تنܘاǰلا  لfملا 

 وت̢ܼي̣لجܱوللتغراها:

م̬لأٔج̣ل   0; ;x e e   دينال:ل

 
 

     2 2 22 2

1
1 1 ln

1 ln 1 ln
'

1 ln 1 ln1 ln

x x
x xx

f x
x x x xx x

             
   

 

ل:لfاس تنܘاǰلاجا̳لتغرلاداةل
شاǭǵل شاǭǵلامܼ تقܑل:لا  ǵǳاسܑلا  'f xللǭǵشا lnم̬لن̚سلا  xلٔنلل 22 1 ln 0x x  

شاǭǵل جܱوللا  'f x:ل

لللللللللللللللللللللeلل0لللللللللللللل1للللللللللل x 

للللللللل0للللللل
ln xل

للللللللل0للللللل 'f x 

ل:fجܱوللتغراǮلاداةل

لللللللللللللللللللللللeلل0للل         1لللللللللللل x 

للللللللل0لللللللل 'f x 

ل
ل

 

للللللللللللللل
ل

ل1

ل
 f x 

II. لدينال:ل   21 1 lng x x x  فܑܳلعࠄلل امع 0;gD  . 



أٔ(لحܱيܱلبيانيالحل̸للامعاǳةلل (1  0g x : 

امنحيل gC ةلǳا̸ص̣ليلنق̄تَلمايزتَلوالتاࠅلامعا يق̄علحام̣لحǵ̸لال̚  0g x تقب̣لحلَلل
لمايزي̬.

بيانلأٔنَلامعاǳةلǬ(لتل  0g x والخٓܳلل1تقب̣لحلَلأٔحܱهال2.2حيܙلل 2.3 :ل
دينال:ل   1 1 1² 1 ln1 1 1 0g        للǳܱةلل1أٔيلالعǳح̣للل̫عا  0g x .ل

ǭܳلومزايǭܱلمامالعࠄلا߽الللgودينال:لاداةل مس م 2.2;2.3 للل
ودينالكܲكل:لل   2.2 2.3 0.22 0.12 0g g     

حسبلمرهنܑلالقملامت̸سܑ̄لامعاǳةل  0g x تقب̣لحالوحيܱالل2.2حيܙلل 2.3 .ل

fxحق̛لأنٔهلم̬لأٔج̣لأٔ(ل (2 Dل:   
 1 ln

g x
f x x

x x
 


 

م̬لأٔج̣ل   0; ;x e e  دينال:لل   
 

 
 

 

21 1 ln1

1 ln 1 ln 1 ln

x x g x
f x x x

x x x x x x

 
    

  
 

Ǭاسܑلال̸ضعلالنس يللل̫نحيل(لǵǳ fCىلامس تقمل النس بܑلا  ةلǳيلامعاǴy x:ل
 لǭǵشا جܱوللا  g x:لل

ل
ل
ل

 لǭǵشا جܱوللا    
 1 ln

g x
f x x

x x
 


: 

ل
لل

ل
ل
ل
ل

ال̸ضعلالنس يللل̫نحيللللللل fCىلامس تقملل النس بܑلا  :ل

Ǵالانل - ا    0 1x ; ;e  نَلل فا  fCف̸قلل . 

Ǵالانل - ا    1x ; e;   نَل فا  fCحܒلل . 

Ǵالانل - 1xا   أٔولx e نَل فا  fCيق̄علل .ل
ǵمل (3 ولل fC: 

ل

للللللللللللللللللللل0ل              1للللللللللل x 

لللللللللل0لللللللل0لللللللللللل          g xل



III. تبيانلأٔنَل:لأٔ(ل
 1

1
ln 2

1 ln

e

dx
x x


 لل: 

لدينال:ل

   
111 1 1

1 1

1
ln 1 ln ln 1 ln

1 ln 1 ln 1 ln

e e e e ex xdx dx dx x x
x x x x

                  

x;1لٔنهلم̬لأٔج̣لل e   1ديناللل ln 0x     1أٔيلل ln 1 lnx x  ل

أٔيل
     

1

1 1 1
ln 1 ln ln 1 ln1 ln 1 ln ln 2

1 ln 2 2

e

dx e
x x

                     

والتاࠅل
 1

1
ln 2

1 ln

e

dx
x x


ل

Ǭلحسا)Ǭ  ساحܑاملA لامنحيلǳܱللحزلامس ت̸يلا߾ fCوامس تقمل لتها:لǳلوامس تقمَلا߳ي̬لمعا
1x  لوللx e:ل

x;1م̬لأٔج̣ل e  امس تقمللل يقعلف̸قلل fCلوالتاࠅلامساحܑل  
1

e

A x f x dx ل

Ǵنل:ل ا      2

1 1 1
1

1
ln 2

2

e
e e e

A x f x dx x dx f x dx x
           

1أٔيل 1
ln 2 . 0.17 ²

2 2
A e u s cm

     
 

ل

يܳيلالٔول ع̸لالتج نهى̹لتصحيحلام̸ض لا 
اܳهملالتنس̸ا ب لالٔس تاǴلابܒلا 

ا̸دلخالܽلادعاءلل ل.الٔه̣وللي̬ل
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