
  الǵل2017التح́رلا߫يܱلللبالو 
 ل(ملǵل02اموضوعل)ل 

 ي̬ܳلالٔولل  لمܼاهǭܱلا̣߬ نقاǻ(لل04):لالم

 لا߽هوللل2نعترليلا߽̫وعܑلǮاǴةللǳامعا x; yالتاليܑل:لل  21 17 8E ... x y .ل
أٔ(لعنلالثنائيܑل (1 0 0

x ; yةللǳح̣للل̫عا E. 

امعاǳةللǬ2(لح̣ليل E.ل
ل.yوللǰx(لعنلالقملامܑ̢̫̲لللقاملامܼركلالٔكرلللعǳܱي̬ل

9بوايلالقسܑ̫لاقليܱيܑلللعǳܱللnأٔ(لأǷǵǳٔلحسبلقملالعǳܱلالطبيعيل (2
nللǳܱ13عࠄلالع. 

Ǵالانܒلالثنائيܑل Ǭ(لبنلأٔنهلا  ; ةللǳحاللل̫عا Eنَل:لل فا  34 20 21
3 9 2 0 13

    .ل
Ǵالانܒلالثنائيܑل (3 أٔ(لبنلأٔنهلا  x; yةللǳحاللل̫عا Eوانللxللǳܱنَلل4م́اعفلللع :لفا  0 4y . 

Ǭ(لعنلمي̈لالثنائياǮل x; yةللǳحلولللامعا Eحيܙلي̢ونل:لل  4PGCD x; y .ل

 ي̬ܳلالثاي  مܼاهǭܱلا̣߬نقاǻ(لل05)ل:لالم

 ىلامعملامتعامܱلوامتجانسليل ال́̚اءلمنسوǬلا  O,i, j,k.نعترلالنق̂لل   3 2 1 1 2 2B ; ; ,A ; ولل;
 1 3 3C ; ;. 

بنلأٔنَلمثي̣لوس يطيللل̫س تقمل (1 ABهول:لل 
3 2

2

1

x

y ;

z






 
  
  

. 

 تعنلمس توال.لCوللB,Aبنلأٔنَلالنق̂ل (2

أٔ(لبنلأٔنَلالܼعاعل (3 1 2 2n ; ;اظ̫يللل̫س تويلل ABC. 

Ǭ(لأٔكتبلمعاǳةلǳياǵتيܑللل̫س تويل ABC.ل
لي̢̬ل (4 PةللǳيلامعاǴ3امس تويل 2 2 0x y z   . 

بنلأٔنَلامس توينل (لألٔ ABCولل Pيتقاطعانلوف̛لمس تقملل يܼ̫̣لالنقطܑللC. 

Ǭبنلأٔنلَ (ل 2 0 1u ; ;شعاعلتوجيهللل̫س تقملل عنلمثيالوس يطياللل̫س تقملمَل . 

لت̢̬ل (5 1 2 3 3M t; ; t حيܙtنقطܑلم̬لامس تقمللل . 

 .uموǳيلعࠄلالܼعاعللAMلالܼعاعلحيܙلي̢ونلحىلtعنلقمܑلالعǳܱلا߬قيقيل (ألٔل

حܱاثياǮلالنقطܑل (Ǭل عࠄلامس تقملAامسق̂لالع̫وǳيلللنقطܑلل'Aلأٔحسبلا  . 

ولامس تقمللAأٔحسبلامسافܑلبنلالنقطܑل (ǰل . 

ن́̈ل:ل (6  2f t AMلل 

أٔحسبل (لألٔ f tبܱاةللtىܳلل߲اةللل  .fملعنلالقمܑلاܱ߬يܑلالܿغ

Ǭلاس تنܘجلامسافܑلبنلالنقطܑل (لAولامس تقملل . 

 



 ي̬ܳلالثالܙ  لمܼاهǭܱلالتܿحيحنقاǻ(لل04)ل:لالم

ىلامعملامتعامܱلوامتجانسلامبارل كܳبلامنسوǬلا  يلامس تويلام O,u,v.ل
اليللواحقهالعࠄلالرتيبل:للDولC,B,Aنعترلالنق̂ل 2 3 2 3 3 4 1C B Az i , z i , z      ول
 2 3 2 3Dz i     

لالنقطܑللrادوǵانللBأٔ(لبنلأٔنَلصوǭǵلالنقطܑل (1 كܳز̳ 2وǶاويتهللAا߳يلم

3

يلالنقطܑللD. 

س تنܘجلأٔنَلالنقطتنلل (ǳل ǭܳللDوللBا  ىلن̚سلادائ تتنميانلا  هܳال.ل كܳزهالونܿفلقط  يطلبلتعينلم

لالنقطܑللhالتحايللAصوǭǵلالنقطܑللFلت̢̬لالنقطܑل (2 كܳز̳ 3ونسبܘهللBا߳يلم

2
. 

2FzيللFبنلأٔنَلاحقܑلالنقطܑل (ألٔل i . 

يلم̲تܿفلالقطعܑللFبنلأٔنَلل (Ǭل CD. 

3بنلأٔنَل (ǰل
C F

A F

z z
i

z z


 


Cمَلأٔكتبلالعǳܱلل F

A F

z z

z z




 عࠄلالܼللالٔيل.ل

اس تنܘجلأٔنَلامس تقمل (ǳل AFلالقطعܑللǵهولحو CD. 

 .DولC,F,B,Aأٔنܼئلالنق̂ل (هل

اܳب̈ ي̬ܳلال للمܼاهǭܱلا̣߬ نقاǻ(لل07)ل:لالم

 يܑللǳܱنعترلاداةلالعgفܑܳلعࠄلا߽اللل امع 0;بـ:ل  1 2g x x xln x  . 

 .gأǷǵǳٔلتغراǮلاداةل (1

شاǭǵل (2 س تنܘجلا  ا  g xعࠄلا߽اللل 0;. 

I. fفܑܳلعࠄلل اداةلالعǳܱيܑلامع   0 1 1fD ; ; مالييل:لل 
 2

1

1

ln x
f x

x





 

 fCمثيلهالالبيايليلامعملامتعامܱلوامتجانسلل O;i, jل.ل
أٔحسبل (1 

0
0

x
x

lim f x



ولل 

1x
lim f x


لالنتاجلهنܱس يال.ل ََ  مَلف

fxبنلأٔنهلم̬لأٔج̣لللعǳܱلحقيقيلل (2 Dدينال:لل 
 2

1

1

x ln x
f x

x xx

    
مَلأٔحسبلل 

x
lim f x


لالنتيجܑلهنܱس يال ََ  وف

أٔ(لبنلأٔنَل:ل (3     
 4

1

1

x g x
f ' x

x x

 



fxم̬لأٔج̣لللعǳܱلحقيقيلل D. 

Ǭلل (لǭǵشا أǷǵǳٔلا  f ' xواس تنܘجلاجا̳لتغرلاداةللf. 

ǰلاداةل (لǮشللجܱوللتغراf. 

1أٔحسبل (4 1

2
f , f

e

   
   
   

مَلأǵٔملل fC. 

نعترلالتاملنلالتالينل:ل (5
 

3

2

1

1
I dx

x x


وللل 
3

2

J f x dx . 

حق̛لأٔنَل:ل (لألٔ
 

1 1 1

1 1x x x x
 

 
2مَلبنلأٔنَلل 2 3I ln ln . 



Ǭس تعاللامامةلالتجزئܑلبنلأٔنَل:ل (ل 3ا  1
3 2 3

2 2
J ln ln  . 

ǰأٔحسب (لAبـللcm²لامنحيلمساحܑللǳܱا߬زلامس تويلا߾ fCاهالǳلاليلمعاǮ2للوامس تقا 0x , y  

3xو  . 

 

التوفي̛لللǱوالنجايلالباكللل2017للل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل



 تܿحيحلاموضوعلالثايل 

 ي̬ܳلالٔول ىلنܽل:للتܿحيحلالم جܳوعلا  ي̬ܳال  الم

التاليܑل:لللامعاǳةللǴاǮلا߽هوللل2يلا߽̫وعܑللدينال  21 17 8E ... x y .ل
نلالثنائيܑليعلتلأٔ(ل (1 0 0

x ; yةللǳح̣للل̫عا E: 

دينال:ل   21 1 17 1 4 والتاࠅللل   21 2 17 2 8 أٔيلللل   0 0
2 2x ; y ;ةللǳللل̫عاǹح̣لخا E

ل.
Ǭةلل2̣ليلا߬ (لǳامعا E:ل

21دينال:ل 17 21 2 17 2x y    وم̲هلل     21 2 17 2x y ... *  ل
ودينال:ل 17 21 2/ xنَلل21أٔوࠅلم̈لل17ولل حسبلمرهنܑلغوǹلفا  17 2/ xل

2وم̲هل 17x k ل
أٔيلل 17 2x k k N  ل

التعوي݀ليلامعاǳةل *جܱل:لل 21 2y k k N  ل
حلوللامعاǳةليل  17 2 21 2S k ; k ;k N   ل

ǰي̬ليعلتل (لǳܱنلالقملامܑ̢̫̲لللقاملامܼركلالٔكرلللعxوللy:ل
ن́̈ل d PGCD x; yلل

dدينال:ل / xوللd / yوم̲هلل 21 17d / x y8أٔيللd والتاࠅلل/ 8
1 2 4 8d D ; ; ; ل

9بوايلالقسܑ̫لاقليܱيܑلللعǳܱللǵǳاسܑأٔ(ل (2
nللǳܱ13عࠄلالع: 

 دينال:ل

 0
9 1 13ل 1

9 9 13ل 2
9 3 13ل 3

9 1 13ل
9العǳܱلوم̲هلبوايلقسܑ̫ل

nللǳܱهالل13عࠄلالعǵوǳيܑلǵوǳ3تܼللمܘتاليܑلp ل
لدينال:لkم̬لأٔج̣لللعǳܱلطبيعيل

3 2n k 3ل 1n k 3لn kلnل
9ايلقسܑ̫لل1ل9ل3

nل13لعࠄل
Ǭالالَابيتل (لǴ نܒلالثنائيܑلنلأنٔهلا  ; ةللǳحاللل̫عا Eنَل:لل فا  34 20 21

3 9 2 0 13
    :ل

دينال:ل   17 10
34 20 2

3 3 13
  وم̲هلل 34 20 17 10

3 9 13
  أٔيلل 34 20 17 8 2

3 9 13
   ل

والتاࠅ:ل 34 20 21 2
3 9 13

  للل
الثنائيܑلنَل:لللٔ ; ةللǳحاللل̫عا E21لليعيل 17 8  21وم̲هلل 17 8  ل

أٔيلأٔنَ:ل 34 20 21 2
3 9 9 13

   لل

Ǵنل:ل ا  34 20
3 1 3 13

  لٔنَل:لل
 
 
 

21

2

21

9 1 13

9 3 13

9 1 13


 
 
 

ل



وأٔخرال:ل 34 20 21
3 9 2 3 1 2 13

      وم̲هللل 34 20 21
3 9 2 0 13

    ل
Ǵالانܒلالثنائيܑلابيتلأٔ(ل (3 نلأٔنهلا  x; yةللǳحاللل̫عا Eوانللxللǳܱنَل:لل4م́اعفلللع فا  0 4y : 

الثنائيܑل x; yةللǳحاللل̫عا E21يعيلل 17 8x y .ل
يعيلل4م́اعفلللعǳܱللxولانل 4x m m N لل

وم̲هل 21 4 17 8m y أٔيللل 17 21 4 8y m والتاࠅل   17 21 4 8 4y m ل
أٔيل 17 0 4y والتاࠅلل 0 4y . 

Ǭلنعيتل (لǮلمي̈لالثنائيا x; yةللǳحلولللامعا Eحيܙلي̢ونل:لل  4PGCD x; y :ل

  4PGCD x; y يعيلل 
 

0 4

0 4

x

y

 



وم̲هلل 

 
17 2 0 4

21 2 0 4

k

k

  


 
وم̲هلل 2 4k  أٔيلل 2 4k ل

والتاࠅل 4 2k N   ل
وم̲هل 17 4 2 2 68 36x      وللل 21 4 2 2 84 44y      ل

لموعܑلالثنائياǮلاليلحق̛ليللوالتاࠅ    68 36 84 44
x;y

S ; , N      

 ي̬ܳلالثاي ي̬ܳ:للتܿحيحلالم ىلنܽلالم جܳوعلا   لال

 لالنق̂للدينا:   3 2 1 1 2 2B ; ; ,A ; ولل; 1 3 3C ; ;. 

نلأٔنَلمثي̣لوس يطيللل̫س تقملابيتل (1 ABهول:لل 
3 2

2

1

x

y ;

z






 
  
  

: 

حܱاثياǮلالنقطܑل جܱل:للAنعوǺلا 
1 3 2

2 2

2 1





 
 
  

1وم̲هلل

1



 

  
حܱاثياǮلالنقطܑللأٔيلل حق̛للAوحيܱلأٔيلا 

لامةل.

حܱاثياǮلالنقطܑل جܱل:للBنعوǺلا 
3 3 2

2 2

1 1





 
 
  

0وم̲هلل

0





 
حܱاثياǮلالنقطܑللأٔيلل حق̛لامةللBوحيܱلأٔيلا 

ل.

والتاࠅلامةل 
3 2

2

1

x

y ;

z






 
  
  

مثي̣لوس يطيللل̫س تقملل AB. 

 :تعنلمس تواللCوللB,Aنلأٔنَلالنق̂لابيتل (2

حܱاثياǮلالنقطܑل يلامةلجܱل:للCنعوǺلا 
1 3 2

3 2

3 1





 
 
  

اتنميلاىللCفهييلاحق̛لامةلوالتاࠅلالنقطܑلل

امس تقمل ABلأٔيلالنق̂لB,AوللCس تقاميܑلفهييلتعنلمس توالل ليسܒليلا  ABC. 

نلأٔنَلالܼعاعلابيتلأٔ(ل (3 1 2 2n ; ;اظ̫يللل̫س تويلل ABC: 



دينال:لللل
2

0

1

AB

 
 
 
  

و  
0

1

1

AC

 
 
 
 
 

      

ودينال:ل   
 

2 1 0 2 1 2 2 2 0

0 1 1 2 1 2 2 2 0

AB.n

AC.n

           


         
وم̲هلالܼعاعلل 1 2 2n ; ;يلعࠄلللم̬لǳلمو

Ǵنلاظ̫يللل̫س تويللACوللABالܼعاعن فهولا  ABC. 

Ǭتيܑللل̫س تويللكتابܑ (لǵياǳةلǳمعا ABC: 

 1 2 2n ; ;لاظ̫يللل̫س تويل ABCلتهلم̬لالܼلل:للǳ2ليعيلمعا 2 0x y z d   ل
ل A ABCيعيلل   1 2 2 2 2 0d   1وم̲هلللللd  ل

معاǳةللل̫س تويل ABC2ليل:ل 2 1 0x y z   ل
لدينا (4 PةللǳيلامعاǴ3امس تويل 2 2 0x y z   . 

نلأٔنَلامس توينلابيتل (لأٔل ABCولل Pيتقاطعانلوف̛لمس تقملل يܼ̫̣لالنقطܑللC: 

لشعاعلاظ̫يللل̫س تويللل ABCللهول 1 2 2n ; ;لل
لشعاعلاظ̫يللل̫س توي Pلهول   1 3 2

P
n ; ;ل

ǵǳاسܑلتواǶيلالم̬لالܼعاعنل 1 2 2n ; ;لول   1 3 2
P

n ; ;:ل
1دينال:ل 2 2

1 3 2


 


حيܙل:للkأٔيلايوجܱلعǳܱلحقيقيللل P
n knلللل

وم̲هلالܼعاعانل 1 2 2n ; ;لول   1 3 2
P

n ; ;تܳبطنلخطيالأٔيلامس توينلل غرلم ABCولل Pيتقاطعانلوف̛لل
مس تقمل .ل

تبيانلأٔنَلامس تقمل لمܳلم̬لالنقطܑلC:ل
ىلالم̬لامس توينلCأٔيلنبنلأٔنَلالنقطܑل لتنميلا  ABCولل Pل

حܱاثياǮل ليلمعاǳةلامس تويلCنعوǺلا  Pلجܱل:ل   1 3 3 2 3 2 0   حققܑلوم̲هلل C P.ل
ودينالكܲكل C ABCلل

ىللCوالتاࠅل امس تقمللتقاط̈لامس توينمس تقملتنميلا  . 

Ǭنلأٔنلَلابيتل (ل 2 0 1u ; ;شعاعلتوجيهللل̫س تقملل نلمثيالوس يطياللل̫س تقمليعلتلمَل : 

 2 0 1u ; ;شعاعلتوجيهللل̫س تقملل ليعيلأٔنَلالܼعاعuيلعࠄلللم̬لǳالܼعاعنللموnولل P
nلل

دينال:ل   

     
1 2 2 0 2 1 2 2 0

1 2 3 0 2 1 2 2 0
P

n.u

n .u

           


          
ل

والتاࠅل 2 0 1u ; ;شعاعلتوجيهللل̫س تقملل .ل
كتابܑلمثي̣لوس يطيللل̫س تقمل ل:لل

   M x; y;z  يعيللCM tuأٔيللل
1 2

3 0

3

x t

y t

z t

 
   
   

ل



امةل:لوم̲هل 
1 2

3

3

x t

y ; t

z t

 
  
  

مثي̣لوس يطيللل̫س تقمللل .ل

 

لدينال:ل (5 1 2 3 3M t; ; t حيܙtنقطܑلم̬لامس تقمللل . 

 :uموǳيلعࠄلالܼعاعللAMحىلحيܙلي̢ونلالܼعاعللtنلقمܑلالعǳܱلا߬قيقيليعلتل (أٔلل

:لدينال
1 2 1 2

3 2 1

3 2 1

t t

AM

t t

    
       
        

ل

AMيلعࠄلالܼعاعللǳموu0يعيلللAM .u أٔيلل  2 2 0 1 1 1 0t t      ل
4وم̲هل 1 0t t  5أٔيللل 1t 1والتاࠅلل

5
t  

حܱاثياǮلالنقطܑللحساǬل (Ǭل عࠄلامس تقملAامسق̂لالع̫وǳيلللنقطܑلل'Aا  : 

1م̬لأٔج̣ل

5
t ليلمةلالمثي̣لالوس يطيللل̫س تقملللǺنعو لجܱل:ل

1
1 2

5

3

1
3

5

x

y

z

        

  


أي  

7

5

3

14

5

x

y

z

 




 


 

ومنه 
7 14

3
5 5

A' ; ;
 
 
 

 

ولامس تقمللAامسافܑلبنلالنقطܑللحساǰ) Ǭل : 

    
2 2

27 14 4 16
1 3 2 2 1

5 5 25 25
d A; AA'

                
   

ل

   45 9 9 3 3 5

25 5 55 5
d A;      أٔيلللللللل   3 5

5
d A;   

ن́̈ل:ل (6  2f t AMلل 

لحساǬ (لأٔل f tبܱاةللtل: 

دينال:ل       2 2 22 2 2
1 2 1 3 2 3 2 4 1 1 2f t AM t t t t t             ل

وم̲هل  2
5 2 2f t t t   

ىܳلل߲اةللتعينلل -  :fالقمܑلاܱ߬يܑلالܿغ

حساǬلامܼ تقܑلل f ' tل:ل
  10 2f ' t t ل

جܱوللتغراǮلاداةل
f:لل
ل
ل
ل

                                    
1

5
                                                   ل tل

ل                    0                     للللللللللللللل f ' tل
ل

1لللللللللللللللللللللللللللل 9

5 5
f
   
 

ل f tل



Ǭلامسافܑلبنلالنقطܑلااس تنܘ (لǰلAولامس تقملل : 

ولامس تقمللAامسافܑلبنلالنقطܑل ليل
1 9 3 5

5 5 5
f
    
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ي̬ܳلالثالܙ ي̬ܳ:للتܿحيحلالم ىلنܽلالم جܳوعلا   لال

اليللواحقهالعࠄلالرتيبل:للDولC,B,Aلدينالالنق̂ 2 3 2 3 3 4 1C B Az i , z i , z      ول
 2 3 2 3Dz i     

لالنقطܑللrادوǵانللBنلأٔنَلصوǭǵلالنقطܑلابيتلأٔ(ل (1 كܳز̳ 2وǶاويتهللAا߳يلم

3

يلالنقطܑللD: 

كܳبܑلل߲وǵانل ل:لrالعباǭǵلام

 
2

3
i

A Az' z e z z


  أٔيللل 2 2
1 1

3 3
z' cos i sin z

      
 

ل

وم̲هل:ل 1 3
1 1

2 2
z' i z

 
      
 

والتاࠅلل

1 3 1 3 1 3 3 3
1

2 2 2 2 2 2 2 2
z' i z i i z i

   
                
   

ل

Ǵنل:ل 1ا  3 3 3

2 2 2 2
z' i z i

 
      
 

ل

ل.لrادوǵانللBصوǭǵلالنقطܑلل'Bلت̢̬لالنقطܑل

دينال:ل r B B'وم̲هلل 1 3 3 3 3 3 3 3 3
3 4 2 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2
B'z i i i i i i

 
              
 

ل

أٔيل 3 3 3
2 2 3 2 3 2 3

2 2
B'z i i i i         

 

وم̲هل:ل 2 3 2 3B' Dz i z     ل
Ǵنلصوǭǵلالنقطܑل  .DيلالنقطܑلللrادوǵانللBا 



س تنܘل (Ǭل ǭܳللDوللǰBلأٔنَلالنقطتنلاا  ىلن̚سلادائ تتنميانلا  ل: 

 r B Dيعيلل   2
2

3

AD AB

AB; AD
 







ǭܳللDوللBالنقطتنلوم̲هلل ىلن̚سلادائ تتنميانلا  كܳزهالل م

هܳالAالنقطܑل 3للللونܿفلقط 4 1 2 4 20 2 5B AR AB z z i i          

لالنقطܑللhالتحايللAصوǭǵلالنقطܑللFالنقطܑلدينال (2 كܳز̳ 3ونسبܘهللBا߳يلم

2
 

2FzيللFنلأٔنَلاحقܑلالنقطܑلابيتل (أٔلل i : 

دينال:ل h A F3يعيللل

2
BF BAل

وم̲هل:ل 3

2
F B A Bz z z z  أٔيلل 3 3 3 3 1

2 2 2 2 2
F A B B A B B A Bz z z z z z z z z       ل

والتاࠅل 3 1 3 3
1 3 4 2 2

2 2 2 2
Fz i i i        2أٔيلللFz i  

يلم̲تܿفلالقطعܑللFنلأٔنَلابيتلل (Ǭل CD: 

دينال:ل
    2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3 4
2

2 2 2 2

C D
i iz z i i i i i

i
             

     

2وم̲هل
2

C D
F

z z
i z


  أٔيلللFيلم̲تܿفلالقطعܑلل CDل

3نلأٔنَلابيتل (ǰل
C F

A F

z z
i

z z


 


 :ل

2دينال:ل 3 2 3 2 2 3 3 1 2 2 3 3 4 3 2 3

1 2 1 2 1 2 5

C F

A F

z z i i i i i i i

z z i i i

        
   

   
ل

5وم̲هل 3
3

5

C F

A F

z z i
i

z z

 
  


 

Cالعǳܱللكتابܑ - F

A F

z z

z z




 عࠄلالܼللالٔيل:ل

2دينال:ل
3

i
C F

A F

z z
e

z z

  
 




 

ǰلأٔنَلامس تقملااس تنܘل (ǳل AFلالقطعܑللǵهولحو CD: 

2دينال:ل
3

i
C F

A F

z z
e

z z

  
 




وم̲هللل   2
2

FA,FC
  ل

وم̲هل FAيلعࠄللǳمو FCل
يلم̲تܿفلالقطعܑللFودينال:ل CDل

امس تقمللوالتاࠅ AFلالقطعܑللǵهولحو CD 

نܼاء (هل  :DولC,F,B,Aالنق̂للا 

نܳملالنقطتنل   3 4 1B i , Aلل
كܳزل ǭܳللǴاǮلام لAمَلنܳملادائ

Rونܿفلالقطܳل ABل



ǭܳلالنقطܑل لDنعنلعࠄلادائ

حيܙلل   2
2

3
AB; AD

 لل

لحيܙل:لFمَلنعنلالنقطܑل
3

2
BF BAلل

لن̇رǭلالنقطܑللCمَلنܳملالنقطܑل
Dىلل ل.Fالنس بܑلا 

 ̈اܳب ي̬ܳلال ي̬ܳ:للتܿحيحلالم ىلنܽلالم جܳوعلا   لال

 :لدينال  1 2g x x xln x  فܑܳلعࠄلا߽اللل مع 0; 

 :gتغراǮلاداةللǵǳاسܑ (1

 :حساǬلالهااǮل (لأٔل

   
0 0

1 2 1
x x

lim g x lim x xln x
  

   لٔنللل
 

 
0

0

1 1

2 0

x

x

lim x

lim xln x









 



ل

   1 2
x x
lim g x lim x xln x
 

    لٔنلل
 
 

1
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x

x

lim x

lim x ln x





  


 
ل

Ǭلامܼ تقܑل: (لǬحسا 

م̬لأٔج̣ل 0x ; دينالل:لل  1
1 2 2 3 2g' x ln x x ln x

x
     ل

أٔيل  3 2g' x ln x ل
ل:للgجܱوللتغراǮلاداة

                                        
3

2e


ل                            0                           xل
لل                    0            للللللللللللللللللل

3 2ln xل
لل                   0            للللللللللللللللللل g' xل

                                                                   1ل
ل
ل

لللللللللللللللللللللللل
3

2 0 55g e .
 

 
 

لل

ل

 g x 

 

س تنܘ (2 شاǭǵلاا  ǰلا  g xعࠄلا߽اللل 0;: 

م̬لأٔج̣ل 0x ; دينال:لل  0g x  

II. fفܑܳلعࠄلل اداةلالعǳܱيܑلامع   0 1 1fD ; ; مالييل:لل 
 2

1

1

ln x
f x

x





 



1) Ǭلحسا 
0

0
x

x
lim f x




ولل 
1x

lim f x


 :النتاجلهنܱس ياللت̚سرمَلل
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للالت̚سرلالهنܱيل:
0x 1وللx انللل̫نحيللǳانلموǵمس تقانلمقا fC.ل

fxأنٔهلم̬لأٔج̣لللعǳܱلحقيقيلللتبيان (2 Dدينال:لل 
 2

1

1

x ln x
f x

x xx

    
ل:

دينال:لللللللل 
     2 2 2

1 1 1

1 1 1

ln x x ln x x ln x
f x

x xx x x

           
ل

وم̲هل 
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1

1

x ln x
f x

x xx

    
ل

Ǭلحسا 
x
lim f x


ل:النتيجܑلهنܱس ياللوت̚سر
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1
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1x x

x ln x
lim f x lim

x xx 

         
لنَٓل 2
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1
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x

x

x
lim
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ل

0yللالت̚سرلالهنܱيل: لأٔفقيللل̫نحيللǬǵمس تقملمقا fCلǵلجوا. 

نلأٔنَل:لابيتلأٔ(ل (3     
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1
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x g x
f ' x

x x

 



fxم̬لأٔج̣لللعǳܱلحقيقيلل D: 

دينال:ل 
    

 
    

 

2
2

4 4

1
1 2 1 1

1 2 1 1

1 1

x x ln x x x x ln xxf ' x
x x x
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أٔيلل

       
 

  
 

  
 4 4 4

1 1 2 1 1 1 2 2 1 1 2

1 1 1

x x x ln x x x x x ln x x x x ln x
f ' x

x x x x x x

               
  

ل

وم̲هل    
 

   
 4 4

1 1 2 1

1 1

x x xln x x g x
f ' x

x x x x
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شاǭǵللǵǳاسܑل (Ǭل ا  f ' xل: 



شاǭǵل ا  f ' xلللǭǵشا م̬لن̚سلا  1 xلٔنهلم̬لأٔج̣للfx Dللدينال:ل  0g x   و 4

1 0x x ل
 لللللللل

ل
ل
 

ل:ǰfلاجا̳لتغرلاداةلااس تنܘ
لمزايǭܱلمامالعࠄلا߽اللfاداةل 0 ومܘناقܑܿلمامالعࠄلا߽اللل;1 1;.ل

 

ǰل̢تل (ل  :f̣لجܱوللتغراǮلاداةليܼ

 

 

 

 

 

4) Ǭ1لحسا 1
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f , f

e
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1
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ل

لǵم fC: 

ل
لل

ل
ل
ل
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نعترلالتاملنلالتالينل:ل (5
 

3

2

1

1
I dx
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وللل 
3

2

J f x dx . 

أٔنَل:للم̬للتحق̛الل (لأٔل
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ل

2نلأٔنَلابيتل 2 3I ln ln :ل
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xل
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للل f ' xل
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3 3
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2 2

2 2

1 1 1
1
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I dx dx ln x ln x

x x x x

                   

3وم̲هل 1 2 1 3 2 2 2 3I ln ln ln ln ln ln       ل
2والتاࠅل 2 3I ln ln ل

Ǭس تعاللامامةلالتجزئܑ (ل أٔنَل:للتبيانا  1
3 2 1 3 3

2
J ln ln  : 

 
     

3 3 3 3

2 2 2

2 2 2 2

1 1 1

1 1 1

ln x
J f x dx dx dx ln x dx

x x x


    

      

حساǬل
 

3

2

2

1

1

dx
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2
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1 1 1 1
1

1 2 21

dx
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        ل

حساǬل
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2

2

1

1

ln x dx
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ل

ن́̈ل:ل 
 2

1

1

u' x
x




وم̲هلل  1

1
u x

x
 


ل

ول v x ln xوم̲هللل  1
v' x

x
لل

Ǵنل ا 
   

3 33 3 3

2

2 22 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 11

ln x dx ln x dx ln x dx
x x x x x xx

                             ل

وم̲هل
 

3

2

2

1 1 3
3 2 2 2 3 3 2 3

2 21

ln x dx ln ln ln ln ln ln
x

       
ل

3والتاࠅل 1
3 2 3

2 2
J ln ln   

Ǳل) ǬحساAلامنحيلمساحܑلللǳܱا߬زلامس تويلا߾ fCاهالǳلاليلمعاǮ2للوامس تقا 0x , y ولل
3x . 

لموجبܑلعࠄلا߽اللfمالأٔنل 2 نَ:للل;3 فا  
3

2

3 1
3 2 3

2 2
A f x dx ln ln cm²

     
  ل

0 93A . cm² 
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