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7حيܙ ي̢ون ،  nعن قم  (5 15n   Ǯم اس تنܘܠ الثنائيا ;a b. 
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 .BECم اس تنܘܠ طبيعܑ امثلܙ  

Ǭ ) انǵوǳ ܱبن أأنه يوجR  ܑ̝̄كܳز̳ الن  . ي̄لب تعين Ƕاويته .Cاى النܑ̝̄  Eوحول النܑ̝̄ Bم
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 وعنار̳ ام̫زS. ǭعن طبيعܑ  (أأ  

 Ǭ)  ܑعن طبيع E ̝̂موعܑ النM  ܑ̝الاح ǮاǴ م̬ امس تويz  : ̛̝3و الي ح 2 3 iz e  
 عǳܱ ح̝ي̝ي . حيܙ 

ǰ )  ܑعن طبيع 'E  ǭǵصو E  ̣التحويS . ܑوعنارها الهنܱس ي 
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  ي̬ܳ الثالܙ : ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ن̝اǻ( 04ـــــــــــــــــــــ)  مܼاهǭܱ ا̣߬الم

نعتر امتتاليܑ العǳܱيܑ  n
u طبيعي ǳܱفܑܳ م̬ أأج̣ ل ع 0بـ : nامع
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أأ( اس تعال امنحي  (1 f
C  ام̫ث̣ ل߲اةf                                                                       ܑ̝ܳف ام

امتتاليܑ n
u  ǭǵفܑܳ العبا وامع  2 2f x x   

yو امنصف اول Ǵي امعاǳة  xǳمܟ̣ اܱ߬و ، 
  3 2 1 0, , ,u u u u . ̣ال̚واص ǵعࠄ حو  

Ǭ( ما هو خ̫ين̞ اجا̳ تغر امتتاليܑ  n
u  ؟ 

ه̬ܳ الراج̈ أأنه م̬ أأج̣ ل عǳܱ طبيعي  (2  ،nب

 3 11
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u . 

 ،nح̛̝ أأنه م̬ أأج̣ ل عǳܱ طبيعي  (3

  1
2 1 2

n n n n
u u u u     . 

بن أأنَ امتتاليܑ  (4 n
u  ܑاس تنܘܠ ما س ب̛ أأن امتتاليܑ ،مܘناقص n

u . بܑ و عن هايهاǵمܘ̝ا 

n ،أأ( بن أأنه م̬ أأج̣ ل عǳܱ طبيعي  (5 1

1
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Ǭ1( اس تنܘܠ أأن 

1
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، م عن هايܑ امتتاليܑ nم̬ أأج̣ ل عǳܱ طبيعي    n
u. 

  اܳب̈ :ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ي̬ܳ ال  ن̝اǻ(  07) مܼاهǭܱ ا߬لـــــــــــــــــــــــــالم

I. ܑيǳܱنعتر اداة الع g فܑܳ عࠄ ا߽ال   امع 0;  : ما يي   1g x x xln x   

 .gأأǷǵǳ تغراǮ اداة  (1

شاǭǵ ا   (2 س تنܘܠ ا  g x  عࠄ ا߽ال 0;. 

II.  ̢̬لتf  يܑ اداةǳܱفܑܳ عࠄ ا߽ال  الع   امع 0;  : ما يي   
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 مَ فر النتيجتن هنܱس يا .

أأنه م̬ أأج̣ ل عǳܱ ح̝ي̝ي بن  أأ(  (2 0x ;   : دينا   
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Ǭ )   اس تنܘܠ اجا̳ تغر اداةf . وشل جܱول تغراها 

 امس ت̝اǮ ام̝اǵبܑ و أأǵم (3 fC.  

 بن أأنَ : أأ(   (4 
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 Ǭ)   أأحسب  بـcm²  ܑامساحA   امنحي ǳܱللحز امس توي ا߾ fC   وامس ت̝م  3: y   



1xت̝من ̫ وامس  e;x  . 
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Ƕوجيܑ مَ بن أأنه م̬ أأج̣ hبن أأنَ اداة  (1 0x ;  : دينا    h x f x  . 

أأǵم امنحي  (2 hC . ̛ي ن̚س امعم الساب   
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 تصحيح  اموضوع ̈الساب   

  : ي̬ܳ الأول ي̬ܳح̣ الم ى نܽ الم جܳوع ا    ال
1)  ǳܱاسܑ بواي ال̝سܑ̫ اقليܱيܑ للعǵǳ2n  ǳܱ5عࠄ الع: 

 دينا :  -
Ǵن بواي  ǳ4pوǵها تܼل مܘتاليܑ ǳوǵيܑ  5عࠄ الع2n  ǳܱال̝سܑ̫ اقليܱيܑ للعǳܱا   . 

 دينا :  kم̬ أأج̣ ل عǳܱ طبيعي 

4 3k  4 2k  4 1k  4k n 

3 4 2 1 
 ǳܱ2اي قسܑ̫ العn 

 5عࠄ 
2)  ǳܱتعين اي ال̝سܑ̫ اقليܱيܑ للع 4 3 8 2 12017 2 2016 2014n n n    5عࠄ: 

دينا :  - 4 3 4 32017 2 5n n      أأي 4 32017 3 5n  

 ودينا : - 8 82016 1 5n n    أأي 82016 1 5n  

و  - 2 1 2 12014 4 5n n   أأي   2 1
2 1 22014 2 5

n
n

   وم̲ه  2 1 4 22014 2 5n n  

والتاࠅ         2 12014 4 5n   

Ǵن  - ا  4 3 8 2 12017 2 2016 2014 3 2 1 4 5n n n        

أأي  4 3 8 2 12017 2 2016 2014 5 5n n n     

وم̲ه         4 3 8 2 12017 2 2016 2014 0 5n n n     
 ǳܱأأي اي ال̝سܑ̫ اقليܱيܑ للع 4 3 8 2 12017 2 2016 2014n n n     0هو 5عࠄ 

3)  ǳܱأأوࠅ :131تبيان أأن الع 

131دينا :  11.45 
ودينا :          131 10 11 ,131 5 7 ,131 1 5 ,131 2 3 ,131 1 2     

وي 11تساوي  أأو ا ي̝ب̣ ال̝سܑ̫ عࠄ أأي عǳܱ م̬ اعܱاǳ الأوليܑ الأصغܳ م̬  131لعǳܱ ا
 2;3;5;7;11     

 ǳܱأأوࠅ 131وم̲ه الع 

3الي ح̛̝ :  nتعين الأعܱاǳ ال̄بيعܑ  (4 7 2 48
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5دينا   'a a 5ab m      وديناab md       5وم̲هd  

5 ن́̈ : 'a a  5و 'b b  ̈م' ' 1a b  ('a  ̈أأوࠅ م'b) 

Ǵن  5abا  m  5يعي ' 5 ' 5a b m     5أأي ' 'm a b 
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موعܑ حلول امعاǳة  3, 3, 3 2 3, 3 2 3S i i i i    
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2أأي  3A B C D     
,الن̝̂ والتاࠅ  ,C B A وD  ǭܳ تنمي اى ن̚س ادائ C  كܳزها Ǵ3zاǮ الاحܑ̝  الي م  

هܳا 2 ونصف ق̄ 3r  
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1وم̲ه : 
BC

BE
    أيBC BE      و   2

3
BE,BC

   

 مܘ̝ايس الأضاع BECوالتاࠅ امثلܙ 
Ǭ )  انابيتǵوǳ ܱن أأنه يوجR  ܑ̝̄كܳز̳ الن  :Cاى النܑ̝̄  Eوحول النܑ̝̄ Bم
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كܳز̳ النܑ̝̄   Ƕاويته Cاى النܑ̝̄  E وحول النܑ̝̄  Bوالتاࠅ يوجܱ ǳوǵان م
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كܳز̳ النܑ̝̄  Rيوجܱ ǳوǵان  Ƕاويته Cاى النܑ̝̄  Eوحول النܑ̝̄ Bم
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ف̛ܳ بل نܑ̝̄  Sالتحوي̣ الن̝̄ي  دينا (4 حيܙ Ǵ'zاǮ الاحܑ̝ M'النܑ̝̄ ǴzاǮ الاحܑ̝ Mا߳ي ي
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 :وعنار̳ ام̫زS ǭن طبيعܑ يع ت  (أأ  
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2k هو تܼابه مس توي مبار نسبܘه Sالن̝̄ي وم̲ه طبيعܑ التحوي̣    ܑ̝̄كܳز̳ الن        Bوم
وǶاويته

3

   

 Ǭ)  ن طبيعܑ يع ت E ̝̂موعܑ الن M z  : ̛̝3م̬ امس توي الي ح 2 3 iz e  : 

3: دينا  2 3 iz e    3  وم̲ه 2 3 iz e       3والتاࠅ 2 3z   2  يعي 3OM  

 



ا߽̫وعܑ E ي  ǭܳ ادائ C  كܳزها Ǵ3zاǮ الاحܑ̝  الي م  هܳا 2 ونصف ق̄ 3r  

   E C 
 ǰ)  ن طبيعܑ يع ت 'E  ǭǵصو E  ̣التحويS  ܑوعنارها الهنܱس ي: 

 ǭǵصو E  ǭܳ ي ǳائ 'Cكܳزها   :اح̝ها حيܙ  Sالتحوي̣  صو  ǭǵ' م

 3
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2 3 3
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1 3
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2 2
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أأي   '

1 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 6 3 3z i i i i i i i            
'

6 3 3z i         هܳا 'ونصف ق̄ 2 2 3 4 3r k r     

ǭܳ صوǭǵ ادائ C ̣التحوي  S  كܳزها ǭܳ م ي ǳائ ' 6 3 3i  هܳا 'ونصف ق̄ 4 3r    
أأي   ' 'E C 

 

 

 

 

 

 
 
 

  : ي̬ܳ الثالܙ ى نܽ تصحيح الم جܳوع ا  ي̬ܳال   الم
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u  ܑيǳܱطبيعي امتتاليܑ الع ǳܱفܑܳ م̬ أأج̣ ل ع 0 بـ :nامع
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مثي̣ اܱ߬وǳ  أأ(  (1

3 2 1 0, , ,u u u u: 

 
 
 
 
 
 
 



التخ̫ن حول اجا̳ تغر امتتاليܑ  ( ب n
u: 

0ناح̅ أأن   1 2 3u u u u     ܑوم̲ه امتتالي n
u . ܑمܘناقص 

n ،3الرهان الراج̈ أأنه م̬  ل عǳܱ طبيعي  (2 11
n

u : 

نس̫ي  P n. ܑه̳ܲ ا߭اصي 
0nم̬ أأج̣  (1  : دينا 

0 11u    نǴ 03ا  11u   ̣0وم̲ه ا߭اصيܑ حܑ̝̝ م̬ أأجn . 
نǺܳ̚ حܑ  (2 P n  أأن Ǻܳ̚3أأي ن 11

n
u    ܑونره̬ عࠄ ح 1P n   أأي نره̬ أأن

13 11
n

u   

3دينا :  11
n

u    3وم̲ه 2 2 11 2
n

u         1أأي 2 9
n

u   

Ǵن   1ا  2 2 2 3 2
n

u           13والتاࠅ 5
n

u   
13دينا  5

n
u     5و 11    13أأي 11

n
u    وم̲ه 1P n . ܑحيح 

نه  م̬ أأج̣ ل عǳܱ طبيعي  n ،3حسب مبܱأأ اس تܱال الراج̈ فا  11
n

u  
n ،التح̛̝ أأنه م̬ أأج̣ ل عǳܱ طبيعي  (3 1

2 1 2
n n n n

u u u u     : 

دينا :  1
2 2 2 2

n n n n n n
u u u u u u          

أأي         2

1 2 2 2 1 2n n n n n nu u u u u u          

وم̲ه  1
2 1 2

n n n n
u u u u      

 

تبيان أأنَ امتتاليܑ  (4 n
u :ܑمܘناقص 

3دينا :  11
n

u       1وم̲ه 2 3
n

u   

3وم̲ه :  2 1
n

u              2أأي 1 2 0
n

u     

والتاࠅ دينا :  2 1 2 0
n n

u u    

1وم̲ه  0
n n

u u    ܑأأي امتتالي n
u . ܑمܘناقص 

اس تنܘاǰ ما س ب̛ أأن امتتاليܑ  (5 n
u : ܑبǵمܘ̝ا 

 n
u  ǳܱم̬ الأس̣̚ الع ǭǳبܑ .3مܘتاليܑ حܱوǵوي مܘناقصܑ  فهيي مܘ̝ا 

1limن́̈ :   تعين هايها : limn n
n n

u u L 
  

Ǵن دينا :      2ا  2L L      2وم̲ه 2L L   
  والتاࠅ   2

2 2L L           أأي   2
2 2 0L L    



وم̲ه       2 2 1 0L L       أأي  2 3 0L L   
3Lوالتاࠅ : امعاǳة ت̝ب̣ حلن ها       2أأوL  

limوالتاࠅ  3n
n

u


   َ3 لأن 11
n

u  
n ،أأ( تبيان أأنه م̬ أأج̣ ل عǳܱ طبيعي  (6 1

1
0 3 3

2
n n

u u   : 

13دينا :   11
n

u    10وم̲ه 3 8
n

u             أأي  1
1 ...0 3

n
u   

1ودينا :  
3 2 2 3 2 1

n n n
u u u         

أأي   
1

2 1 2 1 2 1 3
3

2 1 2 1 2 1

n n
n n

n

n n n

u u u u
u

u u u


      
   

     
 

3ودينا : 
n

u   1وم̲ه 2
n

u    2أأي 2 1
n

u   

1والتاࠅ :  1

22 1
n

u


 
  

وم̲ه    3 1
2 ... 3

22 1

n
n

n

u
u

u


 

 
 

م̬  1  و 2  : نس تنܘܠ أأن 1

1
0 3 3

2
n n

u u    

Ǭ ) : أأن ǰ1اس تنܘا
0 3 8

2

n

n
u

     
 

 :nم̬ أأج̣ ل عǳܱ طبيعي  

 : دينا

 

 

 

 

1 0

2 1

3 2

1

1
3 3

2

1
3 3

2

1
3 3

2

.

.

.

1
3 3

2
n n

u u

u u

u u

u u 

  

  

  

  

  

 وم̲ه :
 1 3u   2 3u   3 3u   1... 3nu        10

1
3 3

1

2 2
3nu u u     1

1
...

2
3nu    

وم̲ه          0

1
3 3

2

n

n
u u

    
 

 



Ǵن :  1ا 
0 3 8

2

n

n
u

     
  

  ܑتعين هايܑ امتتالي n
u: 

1دينا : 
0 3 8

2

n

n
u

     
 

 

1ودينا : 
lim 8 0

2

n

n

     
   

وم̲ه             lim 3 0
n

n
u


  

limأأي  3n
n

u


 

 : ̈اܳب ي̬ܳ ال ى نܽ  تصحيح الم جܳوع ا  ي̬ܳال   الم
I. : يܑ ديناǳܱاداة الع g فܑܳ عࠄ ا߽ال   امع 0;  : ما يي   1g x x xln x   

 :gتغراǮ اداة  ǵǳاسܑ (1

: Ǯالهاا Ǭحسا  

   
0 0

0 0
1 1

x x
x x

lim g x lim x xln x
 

 
       َلأن

 

 
0

0

0

0

0

1 1

x

x

x

x

lim x ln x

lim x









  

 
 

     1
1 1

x x x
lim g x lim x x ln x lim x ln x

x  

             
ن لأ    1

1
x
lim ln x

x

      
 

Ǵن  ا  
0

0
1

x
x

lim g x



     و 

x
lim g x


  

 حساǬ امܼ تܑ̝ :
دينا :         1

1g' x ln x x ln x
x

      

شاǭǵ امܼ تܑ̝ :    ǵǳاسܑ ا 
 ǭǵشا شاǭǵ امܼ تܑ̝ م̬ ا  ا  ln x 

        
                                    1                  0   

x 
                        +               0           -     g' x ln x 

 

Ǵن   مܘناقصܑ عࠄ ا߽ال gا  0  ومزايǭܱ عࠄ ا߽ال ;1 1; 
 
 
 

 :gجܱول تغراǮ اداة  



                                    1                  0   
x 

                        +               0           -   g' x 
                                                    1 

                                        0 
 

 g x 

2) ǭǵشا س تنܘاǰ ا   ا  g x عࠄ ا߽ال  0; : 

م̬ ا߽ال  x م̬ أأج̣ ل عǳܱ ح̝ي̝ي 0; : دينا    0g x  

II. f   يܑاداةǳܱفܑܳ عࠄ ا߽ال  الع   امع 0;  : ما يي   
2

21
3

ln x
f x

xx
   

1) Ǭحسا  
0x

lim f x


   ، 
x
lim f x


 : النتيجتن هنܱس يا ر̚ست مَ 

دينا :      2

2 2
0 0 0

2 3 1 21
3

x x x

ln x x xln x
lim f x lim lim

xx x    

  
      

 
 

:  لأن    
  

 

2

0

0

3 1 2 1

0

x

x

lim x x ln x

lim xln x









   


 

و    
2

21
3 3

x x

ln x
lim f x lim

xx 

 
    

 
  لأنَ         

2

1
3 3

0

x

x

lim
x

ln x
lim

x





   
 
 

 
 

 

Ǵن :  ا  
0x

lim f x


      و  3
x
lim f x


 
0xالت̚سر الهنܱي للنتيجتن :    ي لل̫نحيǳمو Ǭǵمس ت̝م م̝ا fC 3 وy   أأف̝ي Ǭǵمس ت̝م م̝ا

لل̫نحي  fC ܱعن 

ن أأنه م̬ أأج̣ ل عǳܱ ح̝ي̝ي ابيت  أأ(  (2 0x ;   : دينا   
3

2g x
f ' x

x
: 

م̬ أأج̣  0x ;   : دينا  
 

3 2 3

1

2 2 2 2
2

x ln x
x xlnxf ' x

x x x

   
    

أأي         
3 3 3

2 12 2 2 2x xln xx xln x g x
f ' x

x x x

  
   

م̬ أأج̣ وم̲ه  0x ;   : دينا     
3

2g x
f ' x

x
 

ǰ )  اجا̳ تغر اداة ااس تنܘ ǰf  ت و ̢  ̣ جܱول تغراها :يܼ

م̬ أأج̣ 0x ;    : دينا   
3

2g x
f ' x

x
    والتاࠅ  0f ' x  

لأنَ   0g x    3و 0x   

م̬ أأج̣ 0x ;    : دينا  0f ' x   وم̲هf ماما عࠄ ا߽ال ǭܱمزاي 0; 
 



 :fجܱول تغراǮ اداة 
                                    1                  0   

x 
                        +               0         +   f ' x 

                                                     
                                                        

 
 f x 

 
 

ǵم (3 fC: 

 
 
 
 
 
 

 أأنَ :  أأ( تبيان (4 
1

2
1

e ln x
dx

x
: 

دينا :           2 2 2

1
1 1

2 1
2 1 1

e e eln x
dx ln x dx ln x lne ln

x x
                

Ǵن  ا  
1

2
1

e ln x
dx

x
 

 ǰ) Ǭامساحܑ  حساA   امنحي ǳܱللحز امس توي ا߾ fC   وامس ت̝م  3: y   

1xت̝من ̫ وامس  e;x  : 

م̬ أأج̣  1x : e  امنحي fC ي̝̈ حܒ امس ت̝م   3: y : وم̲ه 
1

3

e

A f x dx     

أأي  
1

21
3 3

e ln x
A dx

x² x

 
    

 
 

وم̲ه    
11 1

2 21 1 1
1 1

ee eln x ln x
A dx dx

x² x x x e

                     
  

1أأي 
2A cm²

e

   
 

 
1

2 1 63A cm² . cm²
e

    
  

III. يܑ  ديناǳܱاداة العh  فܑܳ عࠄ   ما يي : امع 
 2

2

1
3

ln x
h x

xx
   . 

 :Ƕوجيܑ  hن أأنَ اداة ابيت  (1



xم̬ أأج̣    َن فا  x    أأيhD  ى ǭܳ النس بܑ ا   .0مܘناظ

ودينا :  
 

    
 

2 2

2 2

1 1
3 3

ln x ln x
h x h x

x xxx


       


 

hD  ى ǭܳ النس بܑ ا  و  0مܘناظ   h x h x   وم̲هh  اةǳܑوجيǶ 

أأنه م̬ أأج̣ تبيان  0x ;  : دينا    h x f x  : 
م̬ أأج̣  0x ;   : دينا     

2 2

2 21 1
3 3

ln x ln x
h x f x

x xx x
       

م̬ أأج̣  0x ;  : دينا    h x f x 
2) ǵ م امنحي hC  ̛ي ن̚س امعم الساب: 

  
 

 

 

 

 

اܳهماتنسوا  ب  بܱعاء خالܽ لوادي وأأهي وࠅ الأس تاǴ ابܒ ا 


