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��Ϟ˷ϛ�ϲϓ�ϲϠϳ�Ύϣ���ΰϣήϳfDϒϳήόΗ�ΔϋϮϤΠϣ�ϰϟ·��ΔϟΩfΎϣ˷ˬ���

fCΰϣήϴϓ�ϴϨΤϨϣ�ϰϟ·�ΎϬβϧΎΠΘϣ�ϭ�ΪϣΎόΘϣ�ϢϠόϣ�ϲϓ� , ,O i j
 

���

ΔψΣϼϣ��ΎϨΒΘϛ�Ϋ·��ΪμϘϨϓ�ϭ����

��ϱΩϮϤόϟ�ΏέΎϘϤϟ�ϢϴϘΘδϤϟ���

�ϥΎϛ�Ϋ·lim ( )
x a

f x


 ϲϧΎϴΒϟ�ΎϫήϴδϔΗ�ϥ˷Έϓ���ϲγΪϨϬϟ�ϭ��Ϯϫ���

ϲϨΤϨϤϟ�fCϪΘϟΩΎόϣ�Ύϳ˷ΩϮϤϋ�ΎΑέΎϘϣ�ΎϤϴϘΘδϣ�ϞΒϘϳ��x a���

��ϲϘϓϷ�ΏέΎϘϤϟ�ϢϴϘΘδϤϟ���

ϥΎϛ�Ϋ·lim ( )
x

f x b


ϲϧΎϴΒϟ�ΎϫήϴδϔΗ�ϥ˷Έϓ���ϲγΪϨϬϟ�ϭ��Ϯϫ���

fC�ϪΘϟΩΎόϣ�Ύϴ˷Ϙϓ�ΎΑέΎϘϣ�ΎϤϴϘΘδϣ�ϞΒϘϳ�y bέϮΠΑ�ϚϟΫϭˬ����
��ϞΎϤϟ�ΏέΎϘϤϟ�ϢϴϘΘδϤϟ���

��ϢϴϘΘδϤϟ�ϥ˷�ΕΎΒΛϹy ax b   :˰ϟ�ϞΎϣ�ΏέΎϘϣ�fC��

�έϮΠΑ�ˬ��ϥ˷�ΖΒΜϧ�ϥ˸�ϲϔϜϳ��lim( ( ) ( )) 0
x

f x ax b


  ���

˰Α��ΔϟΩΎόϣ�ΎϨϟ�ςό˸Η˵�Ϣϟ�Ϋ·�ϞΎϤϟ�ΏέΎϘϤϟ�ϢϴϘΘδϤϟ�ϣ�ΐϠ˶σ˵�ϭ�ˬΎϨ˷��

�ϰϟ·�ήψϨϧ�ˬϪϨϴϴόΗ����ΓέΎΒϋ( )f xϲϟΎΘϟ�ϞϜθϟ�Ϧϣ�ΖϧΎϛ�ϥ˸Έϓ�ˬ���

�����   f x ax b x  ��ϊϣ� lim 0
x

x


���
ϓ��ϢϴϘΘδϤϟΎΫϭΔϟΩΎόϤϟ�y ax b ˰ϟ�ϞΎϣ�ΏέΎϘϣ�fC�ΪϨϋ����

�Ϋ·�ϞΎϤϟ�ΏέΎϘϤϟ�ϢϴϘΘδϤϟ�Ϧϴ˷όϧ�ˬΔϘΑΎδϟ�ΔψΣϼϤϟ�ήϓ˷ϮΘΗ�Ϣϟ��

ΔϴϟΎΘϟ�ΔϘϳήτϟΎΑ���ΐδΤϧ
 

lim
x

f x

x
�Ύϴ˷ϘϴϘΣ�ΩΪϋ�ΪΠϨϓ�ˬ�a��

ΐδΤϧ�ϢΛ�ˬϡϭΪόϣήϴϏ� lim
x

f x ax

  ˬ�Ύϴ˷ϘϴϘΣ�ΩΪϋ�ΪΠϨϓb��

ϥϮϜΗ�ϭ�ϲϫ�ϞΎϤϟ�ΏέΎϘϤϟ�ϢϴϘΘδϤϟ�ΔϟΩΎόϣ���y ax b ���

��Δϴ˷Οϭΰϟ�ΔϟΪϟ���

fΚϴΣ�ΔϟΩ�fDΔΒδϨϟΎΑ�ΓήχΎϨΘϣ��ϰϟ·�ήϔμϟ��ϥ˷�ΕΎΒΛϹf���

Ϟϛ�ϞΟ�ϦϣˬϦϫήΒϧ�ˬΔϴ˷ΟϭίxϦϣ�fDˬϥ˷��( ) ( )f x f x ��

Δϣ˷Ύϫ�ΔψΣϼϣ���ΖϧΎϛ�Ϋ·fϦϣ�ϢδϘϟ�˯Ύθϧ·�ϦϜ˶Ϥ˸ϴ˵ϓ�ˬΔϴ˷Οϭί�fC��

�ΐΟϮϤϟ�˯ΰΠϟ�ϰϠϋ���ΐϟΎδϟ�ϭ���ϦϣfDϞϤϜϧ˵�ϢΛ�ˬ�fC��

���ΔΒδϨϟΎΑ�ήχΎϨΘϟΎΑ·ϟ�ϰΐϴΗήΘϟ�έϮΤϣ���

��Δϳ˷Ωήϔϟ�ΔϟΪϟ���

fΚϴΣ�ΔϟΩ�fDΔΒδϨϟΎΑ�ΓήχΎϨΘϣ�ϰϟ·��ήϔμϟ��ϥ˷�ΕΎΒΛϹf�����
�Ϟϛ�ϞΟ�ϦϣˬϦϫήΒϧ�ˬΔϳ˷ΩήϓxϦϣ�fDϥ˷�ˬ�( ) ( )f x f x  ��

ϭ��( ) ( ) 0f x f x  ����

Δϣ˷Ύϫ�ΔψΣϼϣ���ΖϧΎϛ�Ϋ·fϦϣ�ϢδϘϟ�˯Ύθϧ·�ϦϜ˶Ϥ˸ϴ˵ϓ�ˬΔϳ˷Ωήϓ�fC��

�ΐΟϮϤϟ�˯ΰΠϟ�ϰϠϋ����ΐϟΎδϟ�ϭ��ϦϣfDϞϤϜϧ˵�ϢΛ�ˬ�fC��

���ΔΒδϨϟΎΑ�ήχΎϨΘϟΎΑ·ϟ�ϰϣ·ΪΒϟ�ϢϠόϤ���

��Δϳ˷έϭΪϟ�ΔϟΪϟ���

fϭ�ˬΔϟΩ�pΚϴΤΑ�ˬϡϭΪόϣ�ήϴϏ�ϲϘϴϘΣ�ΩΪϋ��Ϟϛ�ϞΟ�Ϧϣ��

xϦϣ�fDˬx pϰϟ·�ϲϤΘϨϳ�fD��ϥ˷�ΕΎΒΛϹpΔϟΪϠϟ�έ˲ϭ˸Ω˴�f��

Ϟϛ�ϞΟ�Ϧϣ�ˬϦϫήΒϧ�xϦϣ�fD�ϥ˷�ˬ��( ) ( )f x p f x ���

�ΔψΣϼϣ�����έϭ˸Ϊ˷ϟPΔϟΪϠϟ�fϲϘϴϘΣ��ΩΪϋ�ήϐλ�Ϯϫ���

��ϼόϟ�ϖϘΤϳ�ΎϣΎϤΗ�ΐΟϮϣϗ�ΔϘΑΎδϟ�Δ���� �ΔψΣϼϣ����ΖϧΎϛ�Ϋ·f���˯ΰΟ�˯ΎθϧΈΑ�˯ΎϔΘϛϻ�ϦϜ˶Ϥ˸ϴ˵ϓ�ˬΔϳ˷έϭΩ�

ϦϣfCέϭΪϟ��ϪϟϮσ�ϝΎΠϣ��ϰϠϋ�P���
���ήχΎϨΘϟ�ΰϛήϣ��� �ϭ��ϲϘϴϘΣ�ΩΪϋ�fΚϴΣ�ˬΔϟΩ�fD˰ϟ�ΔΒδϨϟΎΑ�ΓήχΎϨΘϣ����

��ΔτϘϨϟ�ϥ˷�ΕΎΒΛϹ�( , )  ϲϨΤϨϤϠ˰ϟ�ήχΎϨΗ�ΰϛήϣ�fCˬ���

����ˬΖΒΜϧ�ϥ˸�ϲϔϜϳ�Ϟϛ�ϞΟ�ϦϣxϦϣ�fD�ϥ˷��ˬ��

(2 ) ( ) 2f x f x   ϭ�( ) ( ) 2f x f x     ���

���ήχΎϨΘϟ�έϮΤϣ��� �ϭ��ϲϘϴϘΣ�ΩΪϋ�fΚϴΣ�ˬΔϟΩ�fD˰ϟ�ΔΒδϨϟΎΑ�ΓήχΎϨΘϣ����
��ϢϴϘΘδϤϟ�ϥ˷�ΕΎΒΛϹ( ) :D x ϲϨΤϨϤϠ˰ϟ�ήχΎϨΗ�έϮΤϣ�fCˬ���

ˬΖΒΜϧ�ϥ˸�ϲϔϜϳ�����Ϟϛ�ϞΟ�ϦϣxϦϣ�fD�ϥ˷��ˬ��

(2 ) ( )f x f x  ��ϭ( ) ( )f x f x   ��� ���ϑΎτόϧϻ�ΔτϘϧ���
���ϤΑ�ϡϮϘϧ�ˬϑΎτόϧϻ�ΔτϘϧ�ϦϴϴόΘϟ�ˬΔϣ˷Ύϋ�ΔϔμΑϲϠϳ�Ύ���

��ϲϧΎΜϟ�ϖΘθϤϟ�ΐδΤϧ( )f x�ΎϧΪΟϭ�ΫΈϓ�ˬ�ϪΗέΎη·�αέΪϧ�ϭ�ˬ�

( )f xΔϤϴϗ�ΪϨϋ�ϡΪόϧ�0x�ϦϣfD�ˬϪΗέΎη·�˱ήϴ˷ϐϣ˵��ϥϮϜΗ�ˬ�

ΔϠλΎϔϟ�ΕΫ�ΔτϘϨϟ0xϧ�˰ϟ�ϑΎτόϧ�ΔτϘfC���

�Δλ˷ΎΧ�ΔϟΎΣ��ϑΎτόϧϻ�ΔτϘϧ�ϦϴϴόΗ�ϦϜϤϳ�ˬΕϻΎΤϟ�ξόΑ�ϲϓ��

ϲϧΎΜϟ�ϖΘθϤϟ�ϰϟ·�˯ϮΠϠϟ�ϥϭΩ�( )f xϖΘθϤϟ�ϡΪόϧ�Ϋ·�ϚϟΫϭ�ˬ��

ϝϭ˷Ϸ�( )f x�ΔϤϴϗ�ΪϨϋ0x�ϦϣfD�ˬϭϢ˸ϟϪΗέΎη·�ήϴ˷ϐϳ��ˬ����ϥϮϜΘϓ

ΔϠλΎϔϟ�ΕΫ�ΔτϘϨϟ0x˰ϟ�ϑΎτόϧ�ΔτϘϧ�fC���

��ΔϟΎΣϯήΧ���ΖϧΎϛ�Ϋ·
0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x


 


��

��ϭ
0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x


 


ΎϨϫ�ϲγΪϨϬϟ�ήϴδϔΘϟΎϓ�˭�ϥ˷�Ϯϫ���

τϘϨϟ�ΔϠλΎϔϟ�ΕΫ�Δ0x˰ϟ�ϑΎτόϧ�ΔτϘϧ�ϲϫ�fC��ΓΪΎϓ��ϥϮϜϳ��

ΐϴΗήΘϟ�έϮΤϤϟ�ΎϳίϮϣ�ΔτϘϨϟ�ϩάϫ�ΪϨϋ�αΎϤϤϟ����� �ΔψΣϼϣ�ϳ˴�ˬΕϻΎΤϟ�ξόΑ�ϲϓ��ν˵ήϔϦϳήϤΘϟ�ϕΎϴγ�ΎϨϴ˸Ϡϋ���

�ΔϴϟΎΘϟ�Δϴ˷ϔϴϜϟΎΑ�ϑΎτόϧϻ�ΔτϘϧ�Ϧϴ˷όϧ�ϥ����

�ΎϨ˷ϣ�ΐϠτϳ˵��ϲϨΤϨϤϟ�Δϴ˷όοϭ�αέΪϧ�ϥ˸�fCϰϟ·�ΔΒδϨϟΎΑ���

ΔϠλΎϔϟ�ΕΫ�ΔτϘϨϟ�ΪϨϋ�αΎϤϤϟ��0x�ˬ�ϥ˷�ΎϧΪΟϭ�ΫΈϓ��

fCαΎϤϤϟ�ϰϟ·�ΔΒδϨϟΎΑ�ϪΘϴ˷όοϭ�ήϴ˷Ϗ�Θ˷ϟ�ΔτϘϧ�Ϊό˸Α�ϭ�ϞΒ˸ϗαΎϤ���

ϥ˷�ΞΘϨΘδϧ��ΔϠλΎϔϟ�ΕΫ�ΔτϘϨϟ0x˰ϟ�ϑΎτόϧ�ΔτϘϧ�ϲϫ�fC����

����ϊσΎϘΗfC�ϊϣ��ϞϣΎΣϞλϮϔϟ�έϮΤϣ����

�ϊσΎϘΗ�ςϘϧ�ϦϴϴόΘϟfCϊϣ��ϞλϮϔϟ�έϮΤϣ�ϞϣΎΣΔϟΩΎόϤϟ�Ϟ˷Τϧ�ˬ��

�( ) 0f x ΚϴΣ��fx D����ϞΤϠϟ�ΔϠΑΎϗ�ΖϧΎϛ�Ϋ·�ˬΎ˱όΒ˸σ!���
����ϊσΎϘΗfCΐϴΗήΘϟ�έϮΤϣ�ϞϣΎΣ�ϊϣ����

�fΚϴΣ�ΔϟΩ�0 fD�ϊσΎϘΗ�ΔτϘϧ�ϦϴϴόΘϟfCϊϣ���έϮΤϣ�ϞϣΎΣ�

ϟνϮ˷όϧ�ˬΐϴΗήΘxΓέΎΒϋ�ϲϓ�ήϔμϟΎΑ( )f x����ϊΒΘϳ�������
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  جباليحمّد م: إعداد الأستاذ                            مختصراللیل دّتابع لل                        ثانویّة عبد العزیز الشّریف 
  2010/2011:السنة الدراسیّة                             )الصفحة الثانیة   (                                                  الوادي    

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :المماس)12

   تبقى لطرح سؤال المماس، لكنْ-با تقری-ُ  صِیَغ ھناك سِتّ
   على أيٍّ ھي المفتاح للإجابة0xمعرفة فاصلة نقطة التّماس 

  . منھا كما سنرى
   للمنحنياكتب معادلة المماس : ) العادیّة (الصّیغة الأولى/1 
  fC0 عند النقطة ذات الفاصلةx.  
0: نكتب الدستور  :الإجابة  0 0( ).( ) ( )y f x x x f x′= − +  
  . المعطاة بقیمتھا0xحیث نُعوّض    
 عند  fC اكتب معادلة المماس للمنحني:الصّیغة الثانیة/2 

  .0yترتیبالنقطة ذات ال
0نحلّ المعادلة : ابةالإج  0( )f x y= 0 ، وعند تعیین قیمةx   

  . نكون قد عُدنا إلى الحالة الأولى
  fCللمنحني -أكثر أوْ -بیّن أنّھ یوجد مماس :ةلثالصّیغة الثا/3 
  . aیساوي)  توجیھھ أوْ معامل( میْلُھ  
)0نحلّ المعادلة : الإجابة  )f x a′   )أوْ قِیَم( ، وعند تعیین قیمة=

   0xُحالة الأولىى اللإكذلك دنا  نكون قد ع.  
  .عدد الحلول یدلّ على عدد المماسات : ملاحظة

   fCللمنحني -أوْ أكثر -بیّن أنّھ یوجد مماس :ةرابعالصّیغة ال/4 
yیوازي المستقیم ذا المعادلة   ax b= +.  
)0المعادلة  نحل: الإجابة  )f x a′   .)ثانیةالحالة العُدنا إلى ( =
   fC للمنحني-أكثرأوْ -بیّن أنّھ یوجد مماس:ةخامسالصّیغة ال/5 
yیُعامد المستقیم ذا المعادلة   ax b= +.   
.0المعادلة  نحل :الإجابة  ( ) 1a f x′ = −.   
   fC للمنحني-أوْ أكثر-بیّن أنّھ یوجد مماس:ةسادسالصّیغة ال/6 
) ذات الإحداثیّيْیشمل  النقطة   , )α β.  
0 نحلّ المعادلة: الإجابة  0 0( ).( ) ( )f x x f xβ α′= − +  

 . نكون قد عُدنا إلى الحالة الأولى0x)أوْ قِیَم(  عند تعیین قیمة 
  :   إذا كان:النقطة الزّاویّة)13

  
0

0
1

0

( ) ( )lim
x x

f x f x l
x x→

−
=

−≺
 و 

0

0
2

0

( ) ( )lim
x x

f x f x l
x x→

−
=

−f
.  

1  عددان حقیقیّان2l و1l حیث 2( )l l≠ھو، فالتفسیر الھندسي   
  .fCللمنحني نقطة زاویّة: 0xأنّ النقطة ذات الفاصلة 
   :لى الشكل التالي  قد تُكتب النھایتان السابقتان ع :1ملاحظة 

0 0
1

0

( ) ( )lim
h

f x h f x l
h→

+ −
=

≺
0وَ 0

2
0

( ) ( )lim
h

f x h f x l
h→

+ −
=

f
  

  : النقطة الزاویّة ھماعند  نصفيْ المماسیْنمعادلتا :2ملاحظة 
0 0 0

0

( ).( ) ( )dy f x x x f x
x x

 ′= − +


≥
0 وَ  0 0

0

( ).( ) ( )gy f x x x f x
x x

 ′= − +


≤
  

0: عِلما أنّ    1( )gf x l′ 0     وَ      = 2( )df x l′ =.   
   موجودة حتّى لو كانت إحدى  تبقى النقطة الزاویّة:تـنـبـیـھ 

  .∞− أو ∞+  وَ الأخرىl النھایتیْن السابقتیْن عددا حقیقیّا 

  :استنتاج تمثیل بیاني من آخر)14 
  -مثلا -hCقد یُطلَب منّا أنْ نستنتج منحنیاً آخر ،fCاءبعْد إنش 

    :یأتي؛ و یكون الاستنتاج حسب صیغة السؤال كما سhدالةل
) : حیثh منحنيhCاستنتج: الصّیغة الأولى/1 ) ( )h x f x=  
) على المجالات التي تكون فیھا)1  :الإجابة     ) 0f x ≥  

  ) على محور الفواصل أو فـوْقـھfC أي یكون فیھا(   
)نحصل على     ) ( )h x f x=ومنھ ،hCینطبق على fC.  

)على المجالات التي تكون فیھا  )2    ) 0f x ≺  
  ) الفواصلتحت محور fCأي یكون فیھا(     
)نحصل على     ) ( )h x f x=   fC نظیرhC، ومنھ یكون−
  . الفواصل إلى محور بالنسبة   
):  حیثh منحنيhCاستنتج :الصّیغة الثانیة/2 )( )h x f x=  

  .جیّة زوh أنّأنْ نثبتب منّا أوّلاً طل یُ ما غالباً:ملاحظة  
0xإذا كان)1:الإجابة   fx و≤ D∈) الموجب منالجزءfD(  
)نحصل على   ) ( )h x f x=ومنھ ،hCینطبق على fC.  
   بالتناظر بالنسبة إلى محور hCبقي مننكمل الجزء المت)2    
  . زوجیّةh التراتیب لأنّ  

):حیثh منحنيhCاستنتج: لثةالصّیغة الثا/3 )( )h x f x= −  

  . زوجیّةhمنّا أوّلاً أنْ نثبت أنّغالباً ما یُطلب : ملاحظة  
0xإذا كان)1:الإجابة   fx و≥ D∈) الجزء السالب منfD(  
)نحصل على   ) ( )h x f x=ومنھ ،hCق على ینطبfC.  

   بالتناظر بالنسبة إلى محور hCنكمل الجزء المتبقي من)2     
  . زوجیّةh التراتیب لأنّ  

):ثحیh منحنيhCاستنتج :ةرابعالصّیغة ال/4 )( )h x f x= −  

  . بالنسبة إلى محور الفواصل fC ھو نظیرhC :الإجابة  
):حیثh منحنيhCاستنتج:ةخامسالصّیغة ال/5 )( )h x f x= −     

  . بالنسبة إلى محور التراتیب fC ھو نظیرhC :ابةالإج  
:       التي تحقق hالدالة  منحنيhCاستنتج :ةسادسالصّیغة ال/6

( )( )h x f x= − −.   
                 . بالنسبة إلى مبدأ المعلم fC ھو نظیرhC :الإجابة  

  : التي تحقق hالدالة  منحنيhCاستنتج :سابعةالصّیغة ال/7
    ( )( )h x f x a b= +    عددان حقیقیّانbو aحیث    ؛ +

a بالانسحاب ذي الشعاعfC منhCنستنتج: الإجابة  
V

b

→ − 
 + 

.  

  : التي تحقق hالدالة  منحنيhCاستنتج :ةثامنالصّیغة ال/8
     ( )( ) .h x k f x=   ؛ k ∗∈¡.  

) بالتآلف fC منhCنستنتج: الإجابة   , , )A x x y y k′ ′.  
  .د إلیھا ، وغیرھا شبیھ بھا أو یعو أبرز الحالات ھذه:ملاحظة 

  ...)یُـتبـع(                                                                        

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com

