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  اΎΒΘΧر اϲΛϼΜϟ اϲϓ ϲϧΎΜϟ اΎϴοΎϳήϟت
  

  .ΎΘن ϋΎγ: اΪϤϟة                                                                    .ϮϠϋم ΔϴϧΎΜϟΔϴΒϳήΠΗ اΔϨδϟ ا: اϮΘδϤϟى
  

  

 . اΔΌσΎΧ  ϊϣήϳήΒΘϟأم  ΔΤϴΤλذآή إن آΖϧΎ آϦϣ ΔϠϤΟ Ϟ اϞϤΠϟ اΔϴΗϵ أ: اϦϳήϤΘϟ اϷول
 

1(   ϲΘϟا ΔϬΟϮϤϟا ΔϳاوΰϠϟ ϲδϴήϟا βϴϘϟا
ିଶହଷగଷ    Ϯه ΎϬϟ βϴϗ

గଷ  . 

20اΪόϟدان اΎϴϘϴϘΤϟن   )2
4
π    ،206

3
π 

− 
 

   ΔϬΟϮϤϟا Δϳاوΰϟا βϔϨϟ نΎδϴϗ. 

3( x   ϲϘϴϘΣ دΪϋ  :4 4 2 2cos sin cos sinx x x x− = −. 

4(  ǅǄƶǆ ǑƼƨǂƧǆǃƒ ƘƒƦ ƖƧƑƒƥǃƒ ƗǃƥƓƶǆ Ü ƩǈƓƞƙǆǍ ƥǆƓƶƙǆ  ƧƱǀǃƒ ƻƮǈǍ2  Ǒǋ2 2 2 4 1 0x y x y+ − − + = 

5( Ǒǀǒǀơ ƥƥƵ ýǂ ýƞƊ Ǉǆ ǇƓǂ ƒƦƍ ƩǈƓƞƙǆǍ ƥǆƓƶƙǆ ǅǄƶǆ ǑƼθ  Ý
sin

cos
u

θ

θ

 
  
 

  ǇƎƼ :|| || | cos 2 |u θ= 

ΎΜϟا ϦϳήϤΘϟاΚϟ:  f ΔϋϮϤΠϤϟا ϰϠϋ ΔϓήόϤϟا ΔϟاΪϟܴا െ ሼെ1ሽ   ϲϠϳ ΎϤآ:
 

1( )
1

f x a x b
x

= + +
+  

 ΚϴΣa، b   ΛنΎΘΑΎ نΎϴϘϴϘΣ .
 

( )fCϟا Ϯه ϲϧΎϴΒϟا ϞϴΜϤΘΔϟاΪϠϟfβϧΎΠΘϣ و ΪϣΎόΘϣ ϢϠόϣ ϲϓ

( ; ; )O i j.( )0;3A،( )2; 1B − −Ϧϣ نΎΘτϘϧ( )fC

  .( )∆  ϰϨΤϨϤϠϟ سΎϤϤϟا Ϯه( )fC  ΔτϘϨϟا ΪϨϋA و

( ')∆ ϰϨΤϨϤϠϟ سΎϤϤϟا Ϯه( )fC ΔτϘϨϟا ΪϨϋB.  

1(  ϰϠϋ داΎϤΘϋا( )fC: 

)،    f ،'(0)f(0): اΐδΣ آϦϣ ϼ -أ 2)f −  

)'و  2)f ؛ إΎηرة   Ϧϴϋx ؛  Ϣϴϗ ΐδΣ  -ب.−

( )f x  . 

)'إΎηرة ؛   Ϧϴϋx ؛  Ϣϴϗ ΐδΣ -ج )f x)  .'f ΔϟاΪϟا ϲه

 ΔϟاΪϠϟ ΔϘΘθϤϟاf  ( 

)Ϧϴϋ اΎϤϴϘΘδϤϟت اΎϘϤϟرϰϨΤϨϤϠϟ ΔΑ - د )fC       .  

  .ΪΟ ϞϜηfول ήϴϐΗات اΪϟاΔϟ -هـ

}Ϊϋx   Ϧϣد  ϦϴΑ أϪϧ  ؛  Ϧϣ أϞΟ آϞ -أ )2 }1− :  ؛  ϮϜϳن −
1( ) 2

1
f x x

x
= + +

+
. 

)ΪϨϋ اΪόϟد ΔϳΎϬϧf اΪϟاΔϟاΐδΣ -ب 1)−  ϦϴϤϴϟا Ϧϣ )ήΒأآ ϢϴϘΑ ( رΎδϴϟا Ϧϣ و)ήϐλأ ϢϴϘΑ. ( ΎϴγΪϨه ΔΠϴΘϨϟا ήδϓ. 

( )1;2A



 Ϫϟ ΔϟدΎόϣ ءΎτϋإ ΐϠτϳ ϼ.  

 Ϧϣ  ΔϤϗή1  ϰϟ6إ. 

ήδΨϳ100DA Ϣϗήϟا ήϬχ 6أو  2إذا . 

  

( fC   ϞΒϘϳ ؛  ΪϨϋ−∞  ΪϨϋ ؛ ∞+وϼΎϣ ΎΑرΎϘϣ ΎϤϴϘΘδϣ

(Ω −   ϰϨΤϨϤϠϟ ήχΎϨΗ ΰآήϣ( )fC .  

أوΐϋϼϟ6 ήϣ ϪΟ اάϟي ϲϣήϳ  زهήة ήϧد Δϔϳΰϣ ήϴϏ  ذات 

 Ϣϗήϟب   4ا  (ήδΨϳ10DA دي     جήϓ Ϣϗر ήϬχ إذا  (ϳ

 ΔΒόϠϟا ϲϓ ϞϤΘΤϤϟا Αήϟا ΔϤϴϗ  ϲτόϳ يάϟا ϲ  

 ήϴϐΘϤϠX.  

 ήϴϐΘϤϠϟ X. 

 ήϴϐΘϤϠϟ ϲοX. 

m    راΎϨϳد , ΔϤϴϗ ϲه Ύϣm ؟  ΔϟدΎϋ ΔΒόϠϟن اϮϜΗ ϰΘΣ 

m  , Ϟه ) μϨΗ(   ؟ ΔرآΎθϤϟΎΑ ΐϋϼϟا)ϞϴϠόΘϟا ϊϣ . (  

  

ϖـϴϓϮΘϟΎΑ  

ϦϴΑ)f أن اϰϨΤϨϤϟ -ج

3(   ΔτϘϨϟأن ا ϦϴΑ1;1)
  

ϲϧΎΜϟا ϦϳήϤΘϟا :  

1  ( -    ΔϴϟΎΘϟا ΔΒόϠϟح اήΘϘϧ :ϟا

إذا ήϬχ ا Αήϳ400DA )  أ

2(-   ϦϜϴϟX اϮθόϟا ήϴϐΘϤϟا

       1  (ϤϠϟ ΔϨϜϤϤϟا ϢϴϘϟا Ϧϴϋ

ϮϧΎϗ Ϧϴϋن اΎϤΘΣϻل)  2

       3 (οΎϳήϟا ϞϣϷا ΐδΣا

-  ϊϓΪϳ ΐϋϼϟض أن اήΘϔϧm

=30DA: إذا آΎن    -

 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ςϘϨΘϟا ϢϠγ ) ϲϧΎΜϟا ϲΛϼΜϟر اΎΒΘΧت  - اΎϴοΎϳر-  ΔϨδϟا ΔϴϧΎΜϟي اϮϧΎΛهـ .  Ϊϣ +ت .ع(  
 اΎμΘΧΎΑ ϞΣ  Δϣϼόϟر اΎμΘΧΎΑ ϞΣ  Δϣϼόϟر

  )ن  08: ( اϦϳήϤΘϟ اϷول
(0)- أ) 1 3f =.'(0) 0f =.  

( 2) 1f − = −.'( 2) 0f − =   .  
- Ϟآ ϞΟأ Ϧϣx Ϧϣ] [; 1−∞ ): Έϓن− ) 0f x < . 

Ϟآ ϞΟأ Ϧϣx Ϧϣ] [1;− ): Έϓن∞+ ) 0f x > .  
)'إΎηرة   -ج )f xϲϟΎΘϟول اΪΠϟا ϲϓ:  

+∞ 0 1− 2− −∞x

  +     0ــ        ــ     0+  
  

'( )f x
  

)ϰϨΤϨϤϠϟ - د )fC نΎΑرΎϘϣ نΎϤϴϘΘδϣ1x = −،2y x= +

 ΎϤϬϟ نΎΘϟدΎόϣ.  
  : هΪΟfϮول ήϴϐΗات اΪϟاΔϟ -هـ

+∞ 0 1− 2− −∞x

  +     0ــ        ــ    0+ 
  

'( )f x
  

+∞ +∞    
3

1−    
−∞ −∞

( )f x
  

}Ϧϣx   Ϧϣ أϞΟ آΪϋ Ϟد  - أ) 2 }1−   ؛    −
1( )

1
f x ax b

x
= + +

+
.  

 ΎϨϳΪϟ :(0) 3f 1: أي= 3b + 2b:أي= =.  
ΎϨϳΪϟ و :( 2) 1f − = 2:أي− 1 1a b− + − = :أي−

2 0a b− + =ϦϜϟ :2b 1a:إذن=   : و أήϴΧا       .=
}Ϧϣx   Ϧϣ أϞΟ آΪϋ Ϟد  }1−   : ؛  ϮϜϳن −

1( ) 2
1

f x x
x

= + +
+

.  

ΎϤϟ1x  *  -ب
<
: Έϓن    −→

( 2) 1
1

1

x

x

+ →



→ −∞ +

   ϪϨϣو:  

1
lim ( )

x
f x

<
→−

= −∞ .  

  ΎϤϟ1x
>
: Έϓن    −→

( 2) 1
1

1

x

x

+ →



→ +∞ +

      ϪϨϣو:  

1
lim ( )

x
f x

>
→−

= +∞ .  

1xاϢϴϘΘδϤϟ اάϟي *  = − ΑرΎϘϣ ϢϴϘΘδϣ Ϫϟ ΔϟدΎόϣϰϨΤϨϤϠϠ  
( )fC.  

}Ϧϣx   Ϧϣ أϞΟ آΪϋ Ϟد  -ج }1−   : Έϓن −

( ) 2 ( )f x x g x= + +ΚϴΣ :1( )
1

g x
x

=
+  

ϦϜϟ:lim ( ) 0
x

g x
→+∞

2yاϢϴϘΘδϤϟ اάϟي : إذن= x= + 

ΑرΎϘϣ ϢϴϘΘδϣ Ϫϟ ΔϟدΎόϣϠΎϣ ربΎϘϤ ϰϨΤϨϤϠϠ( )fC  ΪϨϋ
−∞  ΪϨϋ و+∞.  

  
0.25 

x 
4 

0.25 
X 
2 

 

 
01 
 

0.50 
 
 
 

 
0.50 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

01 
 
 
 
 
 
 

0.75 
 
 
 
 

0.75 
 
 

0.25 
 
 
 
 
 

0.75  

3 (12
1

y x
x

= + +
+

ϢϠόϤϟا ϲϓ ϰϨΤϨϤϠϟ ΔϟدΎόϣ

( ); ;O i j .   ϊπϧ  :
1
1

x X
y Y
= −


= +

  :ΪϨϋهϮϜϳ Ύن  

2 1XY
X
+

=   ϰϨΤϨϤϠϟ ΔϟدΎόϣ ϲو ه( )fC ϲϓ

ϢϠόϤϟا( ); ;i jΩ .  

ϊπϧ  :
2 1( ) Xh X
X
+

  .ήϓدh Δϳو ϦϴΒϧ أن=

 ϒϳήόΗ ΔϋϮϤΠϣh     ϲهhD ΚϴΣ:*
hD =.  

 Ϟآ ϞΟأ ϦϣXϦϣhDنΈϓ:
  

( ) hX D− و∋
2( ) 1( ) Xh X

X
− +

− =
−

:أي
  

( ) ( )h X h X− =   : و ήϓ    .ϪϨϣدh Δϳ: إذن .−
ΔτϘϨϟا( 1;1)Ω − ϰϨΤϨϤϠϟ ήχΎϨΗ ΰآήϣ( )fC .  

  
ϟا ϦϳήϤΘϟاϲϧΎΜ ) :07  ن(  

1 .1 03 2U U= 1:  أي       − 5U = −.  

2 13 2U U= 1:  أي       − 17U = −.  

  
2.  
  .Ϊϋد n ϲόϴΒσ -أ

1 1 1n nV U+ += 1: أي− 3 2 1nnV U+ = − −  
1:أي 3( 1)nnV U+ = 1:  أي− 3 nnV V+ =.  

ϪϨϣ و : ΔϴϟΎΘΘϤϟا( )nV   ΎϬγΎγأ ΔϴγΪϨهq ΚϴΣ

3q 0VΚϴΣ  :0و ΪΣهΎ اϷول = 0 1V U= −
  

0: أي 2V = −.  
  
  .Ϊϋد n ϲόϴΒσ -ب

  *0.
n

nV V q=أي:( 2).3n
nV = −.  

 *1n nU V= ):أي+ 2).3 1n
nU = − +.  

  

lim -ج lim ( 2).3 1
x x

n
nU

→+∞ →+∞
 = − +   

ϦϜϟ:( )lim 3
x

n
→+∞

= Ϸ:3ن∞+ 1>  

lim:إذن
x nU
→+∞

= −∞.ϪϨϣو :  

    ΔϴϟΎΘΘϤϟا( )nU   ةΪϋΎΒΘϣ.  
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 اΎμΘΧΎΑ ϞΣ  Δϣϼόϟر اΎμΘΧΎΑ ϞΣ  Δϣϼόϟر
3.n ϲόϴΒσ دΪϋ.  
*1

1 ( 2).3 1 ( 2).3 1n n
nnU U +

+    − = − + − − +    

1:أي
1 ( 2).3 ( 2).3n n

nnU U +
+ − = − − −  

1:أي
1 ( 2) 3 3n n

nnU U +
+  − = − −   

]:أي ]1 ( 2).3 . 3 1n
nnU U+ − = − −  

1:أي ( 4).3n
nnU U+ − = −.  

 *ΎϨϳΪϟ:( 4) 0− 3و > 0n 1:إذن< 0nnU U+ − <
  

ϪϨϣ و : ΔϴϟΎΘΘϤϟا( )nU ΎϣΎϤΗ ΔμϗΎϨΘϣ.  

4 .n ϲόϴΒσ دΪϋ.  

          *
1

0 1 0
1... .

1

n

n
qV V V V

q

+−
+ + + =

−  

:أي
1

0 1
1 3... ( 2).

1 3

n

nV V V
+−

+ + + = −
−  

1: أي
0 1 ... 1 3n

nV V V ++ + + = −.  

*( ) ( ) ( )0 1 0 1... 1 1 ... 1n nU U U V V V+ + + = + + + + + + 

:أي

( ) ( )0 1 0 1 ...... 1 1 ... 1n nU U U V V V++ + + = + + + + + +

1:أي 
0 1 ... 1 3 1n

nU U U n++ + + = − + +  

1:أي
0 1 ... 2 3n

nU U U n ++ + + = + − .  

  )ن  βϣΎΨϟ ) :05اϦϳήϤΘϟ ا
1 (599 2

4
kπ

π π π
−

− < + ≤ΚϴΣ:( )k ∈
  

ϩΎϨόϣ :5991 2 1
4

k−
− < + ≤  

599:        أي 5991 2 1
4 4

k− + < ≤ +
  

599:        أي  5991 2 1
4 4

k− + < ≤ +  

595:        أي 603
8 8

k< 75k:أي≥ =.  

599اβϴϘϟ اΰϠϟ ϲδϴήϟاوΔϳ اΔϬΟϮϤϟ اϲΘϟ : إذن
4
π− 

 
 

  

  Ϯه ΎϬϟ βϴϗ599 2(75)
4
π

π
−

+Ϯأي ه  :
4
π.  

ϪϨϣ و : ΔϠϤΠϟ1ا (ΔΤϴΤλ .  
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01  

2 (206 20 221
3 4 3
π π π− − = − 

 
 

φΣϼϧ :221 أن 2 ; ( )
3

k kπ
π− ≠ :إذن∋

  

20اΪόϟدان اΎϴϘϴϘΤϟن
4
π    ،206

3
π − 

 

δϴϗΎδϴϟϴϨΔϬΟϮϤϟا Δϳاوΰϟا βϔϨϠ .  

ϪϨϣ و : ΔϠϤΠϟ2ا (ΔΌσΎΧ .  

  

3 (x دΪϋϲϘϴϘΣ .  

( )( )4 4 2 2 2 2cos sin cos sin cos sinx x x x x x− = − +  

):أي )4 4 2 2 1cos sin cos sinx x x x ×− = −  

4:أي 4 2 2cos sin cos sinx x x x− = − .  

ϪϨϣ و : ΔϠϤΠϟ3ا (ΔΤϴΤλ .  

  

4 (( );U V ϦϴϋΎόθϟ ΔϬΟϮϣ Δϳن.زاوΎإذا آ

( );
3

U V π
= ):Έϓن − );

3
V U π

=ϪϨϣ و :

( )2 ; 3
3

V U π
π− = +

  

):أي ) 42 ; 3
3

V U π
− =. 

ϪϨϣ و: ΔϠϤΠϟ4ا (ΔΌσΎΧ .  

  

:  Έϓ ΎΜϠΜϣن ABCإذا آΎن ) 5

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ; ; ; ; ;ABAC CACB BCBA ABAC ACBC BCBA+ + = + +

): أي ) ( ) ( ) ( ); ; ; ;AB AC CACB BC BA AB BA+ + =  

):       أي ) ( ) ( ); ; ;AB AC CACB BC BA π+ + = .  

ϪϨϣ و: ΔϠϤΠϟ5ا (ΔΤϴΤλ .  
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