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   ع.ت. 2 المستوى:                       المثلثات. الزوايا الموجهة و حساب لوحدة التعليمية:ا

 روبة هاجر. الأستاذة:                                        .الزاوية الموجهة لشعاعين الموضوع:

 

 .210صفحة  02نشاط رقم :  تقويم تشخيصي

I. : الزواية الموجهة 

 الزاوية الموجهة لشعاعين غير معدومين: .1

 توجيها مباشر )موجب( و يسمى الاتجاه الأخر الاتجاه الغير المباشر ) السالب( يوجه المستوي  ➢

 .اصطلاحا نختار الاتجاه المباشر المعاكس لاتجاه عقارب الساعة ➢

 تعريف:       

 

 

 

 قيس زاوية موجهة  .2

   𝑂دائرة مثلثية مركزها  (𝐶)شعاعين غير معدومين و ليكن   𝑣 و    𝑢⃗ليكن

 النقطتين من المستوي حيث :  𝑁;𝑀و لتكن

𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣  ; 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑢⃗    

قيس   𝐵في  (𝐶)يقطع  (𝑂𝑁)و المستقيم  𝐴في  (𝐶)يقطع  (𝑂𝑀)المستقيم

;  𝑢⃗) الزاوية  بالراديان  𝑣  ) = (OM⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; ON⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)  

 :مثال

 𝐴𝐵𝐶𝐷 مربع 

AB⃗⃗⃗⃗)الزوايا كل من أقياس ❖  ⃗; CA⃗⃗⃗⃗  ⃗); (AD⃗⃗⃗⃗  ⃗; AB⃗⃗⃗⃗  ⃗) ; (AB⃗⃗⃗⃗  ⃗; AD⃗⃗⃗⃗  ⃗) : 

 تعريف :     

 

 

 خ

 

  .شعاعين غير معدومين   𝑣 و    𝑢⃗ليكن 

;  𝑢⃗)الثنائية 𝑣  )   تسمى زاوية موجهة للشعاعين𝑢⃗    و 𝑣 . 

 

 𝑣⃗⃗⃗   

 𝑢⃗⃗⃗   

 

 

;  𝑢⃗ليكن  𝑣    شعاعين غير معدومين 

;  𝑢⃗)قيسا للزاوية الموجهة  𝑥إذا كان       𝑣  )  فان كل الأعداد من الشكل𝑥 + 2𝑘𝜋  

;  𝑢⃗)هي أقياس للزاوية  𝑣  )  مع𝑘 ∈ 𝑍  . 

 



 

 

 

 

 

 

 

 نتائج:

 :تطبيق

;  𝑢⃗)قيس الزاوية الموجهة    𝑣  )  هو(𝑢⃗  ;  𝑣  ) = 2011𝑟𝑑 

 أوجد القيس الرئيسي لهذه الزاوية. •

 الحل:

2011 2k     2011 2 2011k      

2011 2011

2 2
k

 

 

  
 320,56 319,56k   320k  

 ,u v2011 ( 320 2 ) 0,38rad    

 

 

; 𝑢⃗من اجل كل شعاعين غير معدومين 𝑣    لدينا 

 (𝑣 ; 𝑢⃗ ) = −(𝑢⃗ ; 𝑣 )  

 (𝑢⃗ ; −𝑣 ) = (𝑢⃗ ; 𝑣 ) + 𝜋 

 (−𝑢⃗ ; 𝑣 ) = (𝑢⃗ ; 𝑣 ) + 𝜋 

 (𝑣 ; 𝑢⃗ ) = (−𝑢⃗ ; −𝑣 )  
 

 نتائج : 

;  𝑢⃗)القيس الرئيسي للزاوية المعدومة    𝑢⃗  ) 0هو 

;  𝑢⃗)القيس الرئيسي للزاوية المستقيمة  − 𝑢⃗  )   هو𝜋 

−و ه القيس الرئيسي للزاوية القائمة الغير المباشرة 
𝜋

2
  

القيس الرئيسي للزاوية القائمة المباشرة هو 
𝜋

2
   

;  𝑢⃗)اذا كان القيس الرئيسي للزاوية الموجهة   𝑢⃗  )  فان|𝑥|  مكونة من لهو قيس الزاوية الهندسية ا𝑣  ;  𝑢⃗  

;  𝑢⃗)الزوايا الموجهةمن بين أقياس   𝑣  )   يوجد قيس وحيد على

;𝜋−[المجال 𝜋]  يسمى القيس الرئيسي للزاوية الموجهة(𝑢⃗  ; 𝑣  ). 

 



 

 

 علاقة شال: .3

 مبرهنة:

 

 

 

 

 نتيجة:

 (−𝑢⃗ ; −𝑣 ) = (𝑢⃗ ; 𝑣 ) 

 

 تطبيق:

 .127ص  17تمرين رقم 

 تمرين منزلي

 .127ص  22تمرين رقم 

II.     خواص الزوايا الموجهة 

 

 الزوايا المتقايسة  .1

 خاصية 

 

 

 

 

 

 

 : ملاحظة

 𝑥′ = 𝑥 + 2𝑘𝜋 عناهم  𝑥′ − 𝑥 = 2𝑘𝜋 معناه أن ′ − 𝑥  2مضاعف لــ𝜋  

′𝑥 إذا كان  − 𝑥 = 2𝑘𝜋  أن نقول𝑥 و 𝑥′ قيسان لنفس الزاوية آو قيسان لزاويتين متقايستين. 

 .228ص  26رقم   تمرين

;  𝑤⃗⃗من اجل كل ثلاث أشعة غير معدومة 𝑣  ; 𝑢⃗   لدينا : 

(𝑢⃗ ; 𝑣 ) + (𝑣 ; 𝑤⃗⃗ ) = (𝑢⃗ ; 𝑤⃗⃗ ) + 2𝑘𝜋 

𝑣′⃗⃗⃗  ; 𝑢′⃗⃗  ⃗ ; 𝑣  ; 𝑢⃗  أشعة غير معدومة من المستوي 

; 𝑢⃗)قيسا للزاوية  𝑥ليكن 𝑣 )  و𝑥′ قيسا للزاوية(𝑢′⃗⃗  ⃗; 𝑣′⃗⃗⃗ يكون الزاويتان   ( 

(𝑢⃗ ; 𝑣 ) و(𝑢′⃗⃗  ⃗; 𝑣′⃗⃗⃗  متقايستسن  ( 

′𝑥عدد صحيح حيث  𝑘إذا وفقط إذا كان = 𝑥 + 2𝑘𝜋   

 



 

 

 الزاوية الموجهة و الارتباط الخطي لشعاعين  .2

 خاصية : 

 

 

 

 

 

 : ملاحظة

; 𝑢⃗)إذا كان 𝑣 ) = 2𝜋𝑘    يكون الشعاعان𝑣  و 𝑢⃗   .من نفس ااتجاه 

⃗⃗)إذا كان  ⃗; 𝑣 ) = 𝜋 + 2𝜋𝑘    يكون للشعاعين𝑣  و  𝑢⃗   .اتجاهين متعاكسين 

 خاصية

 

 

 

 

 

 .229ص  30تمرين رقم  -

 الزاوية المحيطية: -

; 𝐵 إذا كانت 𝐴 ;𝑀  ثلاث نقط متمايزة مثنى مثنى  من دائرة مثلثية(𝐶)  

 . 𝑂مركزها

- (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )

- (𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

 مبرهنة :

 

 

 

 البرهان: ..........

 𝑣⃗⃗⃗   ; 𝑢⃗  شعاعان غير معدومين من المستوي 

;  𝑣يكون الشعاعان 𝑢⃗   : مرتبطان خطيا اذا وفقط اذا كان 

(𝑢⃗ ; 𝑣 ) = 2𝜋𝑘    آو(𝑢⃗ ; 𝑣 ) = 𝜋 + 2 

 

𝑣  و 𝑢⃗⃗⃗  معدومين من المستوي. شعاعين غير 

 عددين حقيقيين غير معدومين  ′ و 𝑘ليكن

; 𝑘𝑢⃗)من نفس الإشارة فان ′𝑘 و 𝑘 إذا كان  𝑘′𝑣 ) = (𝑢⃗ ; 𝑣 )   

; 𝑘𝑢⃗)  من اشارتين مختلفتين فإن ′𝑘 و 𝑘 إذا كان  𝑘′𝑣 ) = 𝜋 + (𝑢⃗ ; 𝑣 ) 

 

𝑂𝐴⃗⃗)قيسا لزاوية الموجهة  𝛼إذا كان ⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)   

فان
𝛼

2
𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗)قيس لزاوية   ⃗⃗ ; 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )   

 



 

 

 .229ص   31و  30تمرين رقم طبيق :ت

III. : المثلثات 

  المعلم متعامد ومتجانس المباشر

 تعريف : 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 

 

 معلم متعامد ومتجانس غير مباشر معلم متعامد و متجانس مباشر 

 

 جيب تمام و جيب زاوية موجهة لشعاعين  .1

  نتائج :

   𝑥من أجل كل عدد حقيقي

 −1 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝑥 ≤ 1  

 −1 ≤ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ≤ 1  

 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1  

2



3



4



6


0x

1
3

2

2

2

1

2
0sin x

0
1

2

2

2

3

2
1cos x

 

 

; i)إذا كان  𝑗 ) =
π

2
 نقول ان المعلم متعامد ومتجانس من المستوي المباشر   

; i)إذا كان  𝑗 ) = −
π

2
 نقول أن المعلم متعامد والمتجانس من المستوي غير مباشر   
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  : تعريف

 

 

 

 .229ص  35تمرين رقم  -

 جيب تمام و جيب الزوايا المرافقة:

 ; ;o i j

 CM Cx

 C1M2M3M4M

x x x
2

x



Mcosx وsin x.

cos
2

x
 
 

 
sin

2
x

 
 

 

 تعريف:

 

 

 

;O)صورته على الدائرة المثلثية المرفقة بالمعلم المتعامد والمتجانس  𝑀و  𝑥 فيما يلي نأخذ عددا حقيقيا i ; 𝑗 )  

 مبرهنة: 

 

 

 

 

 

; 𝑢⃗)وجهةمجيب التمام زاوية   𝑣 )  هو جيب تمام لأحد أقياس بالراديان و نرمز له بالرمز𝑐𝑜𝑠(𝑢⃗ ; 𝑣 ). 

; 𝑢⃗)جيب زاوية موجهة  𝑣 )   هو جيب لأحد أقياس بالراديان و نرمز له بالرمز𝑠𝑖𝑛(𝑢⃗ ; 𝑣 ). 

 

 

قيس لها الزاوية الموجهة التي أحد أقياسها:   𝑥تسمى الزوايا المرفقة بزاوية موجهة

−
𝜋

2
− 𝑥 ; 

𝜋

2
+ 𝑥 ;  𝜋 + 𝑥 ;  𝜋 − 𝑥 ;  −𝑥  

 من اجل كل عدد حقيقي لدينا:

{
cos(𝜋 + 𝑥) = −𝑐𝑜𝑠𝑥
sin(𝜋 + 𝑥) = −𝑠𝑖𝑛𝑥

 

{
cos(−𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥  
sin(−𝑥) = −𝑠𝑖𝑛𝑥

 

{
cos(𝜋 − 𝑥) = −𝑐𝑜𝑠𝑥
sin(𝜋 − 𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥

 



 

 

 

 

 

 مبرهنة: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 لدينا: من أجل كل عدد حقيقي

 cos (
𝜋

2
+ 𝑥) = −𝑠𝑖𝑛𝑥    

 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
+ 𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 

 cos (
𝜋

2
− 𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

2
− 𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 



 

 

 .229ص  32تمرين رقم  -

 .229ص  40تطبيق : تمرين رقم  -

 .230ص  53تمرين رقم  -

 

 حل معادلات مثلثية: -1

 

 عددين حقيقيين لهما نفس جيب تمام و نفس الجيب -أ

ab.عددين حقيقيين

حسب مايلي أ :1
7

cos
6


,

3
sin

4



cosxsin x

cos( ) sin cos( ) sin( )
2

a x x x x


       

sin( ) sin cos( ) cos( )
2

b x x x x


       

cos cosa b
 

2

2

a b k

k أو

a b k





 





  

sin sina b 

2

2

a b k

k أو

a b k



 

 





  

cos cos
3

x


•  sin sin
3

x
 

•   
 



 

 

- 

 1a  1a 

 1 1a  ccosa c

- 

 1a  1a 

 1 1a  csina c

 

 

56230

57230

- 

x

cos sin 3
4 3

x x
    

     
   

- sincoscossin 

cos cosx c 

2

2

x c k

k أو

x c k





 





  

2
cos

2
x 

a sin x a

cos x aa

sin sinx c

3
sin

2
x 

 

2

2

x c k

k أو

x c k



 

 





  

.cos sinu v



 

 

cos sin
2

sin cos
2

x x

x x





  
   

  


      

                       و  أ                        

cos sin
2

sin cos
2

x x

x x





  
  

  


      

 

-k

2k

n


1nkn

- -

a

 0,2xcos x a 1a

1) 1a   1 0,2

2) 1a  0,2 1

3) 1 1a   0,2

cos cos a  M'M

M'M

             -a

- 1 0,2

cos x a1a  1a 

 0,2x

2cos 1x 2 cos3 2 0x 

cos sin 2
3

x x
 

  
 

cos x a



 

 

-b

 , xsin x b 1b

1) 1b   1 , 

2) 1b  ,  1

3) 1 1b   , sin sin b  

M'M

M'M

-b

- 1 , 

sin x b1b  1b 

 0,2x

1
sin

2
x  2 sin 4 1 0x 

 

 

sin x b


