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  القل-ا��ا�د محمد الصا�� غم��د متقن

   2017 ماي :دورة

  ونصف ساعات 04 المدة:  الر�ضيات :اختبار في مادة

  ع�� �ل م���� أن �عا�� موضوعا واحدا ع�� ا��يار

  الموضوع الأول 

  نقاط) 40( :ولالتمرین الأ
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ; ;O i j k

  
;3;6)لنقطتین:انعتبر  . 3)A  (2;1;3)وB  والمستوي  

 )p(  الذي یشملB 3)و 2 5)n ; ;


2: المعادلةذا  )p'(والمستوي  ،شعاع ناظمي لھ  0x y z    

1)و Bالذي یشمل  )d(أ) أكتب تمثیلا وسیطیا للمستقیم  )1 1 1)u ; ;


 شعاع توجیھ لھ. 

  . (d)متقاطعان وفق المستقیم  ('p)و (p)المستویین  أنّ ب) تحقق 
   .(p)على  Aھي المسقط العمودي للنقطة  Bج) أثبت أنّ 

:المعرّف بالتمثیل الوسیطي )q(لیكن المستوي  )2
2

2 2

3 2;   ( ; )

2

x t m

y t m t m

z t

  


   
  

 

  متوازیان. (q)و (p)بینّ أنّ المستویین ، ثمّ (q)عینّ شعاعي توجیھ للمستوي -أ
3تكافئ: یقبل معادلة  )q(تحقق أنّ المستوي -ب 2 5 20x y z    

واستنتج ماذا یمثل  (q)تنتمي إلى المستوي  E، وتحقق أنّ [AB]منتصف القطعة  Eعینّ إحداثیات النقطة -ج
  .[AB] بالنسبة للقطعة (q)المستوي

.من الفضاء بحیث: M مجموعة النقط )s(نعتبر  )3 0MA MB 
 

 
  .rونصف قطره  Ωإحداثیات مركزه ثمّ عین ھي سطح كرة  (s)بینّ أنّ -أ

  .)s(وسطح الكرة  )q(أدرس الوضع النسبي للمستوي -ب

 نقاط) 04(  : نيالتمرین الثا
 .7على  n3بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nحسب قیم العدد الطبیعي درس اأ)  )1

2017العدد: نّ أبینّ  )2 14381438 2017 2   7یقبل القسمة على. 

6:حتى یكون العدد nطبیعي م العدد العین قیّ  )3 5 6 3 21438 2017 15 1n n n     7یقبل القسمة على. 

:حتى یكون العدد nطبیعي العدد ال عینّ قیمّ )4 6 2 6 1(4 3) 3 4 0 7n nn       

  
  نقاط) 05( :ثالثالتمرین ال

المعادلة:المركبةنعتبر في مجموعة الاعداد   23 1 2 3 4 0.....(*)z z z        

 المعادلة (*). حل في )1

)في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس )2 ; ; )O u v
 

صورة العدد الحقیقي A. نعتبر النقطة 

3 1Az   والنقطتین ،B وC 3:صورتي العددین المركبینBz i  وC Bz z 
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 Aو B ،Cثمّ أنشئ ھندسیا النقط: ؛ Czو Az، Bzأكتب على الشكل الأسي كل من الأعداد:  )أ

الطبیعیة حتى یكون  nعینّ قیم العدد   )ب 
n

Bz.حقیقیا 

الطبیعیة حتى یكون  nعینّ قیم العدد   )ج 
n

Bz.تخیلیا صرفا 

أحسب   )د
2017 1439

2 2
B Bz z   

   
   

 

Bأكتب العدد  )3 A

C A

z z

z z




 .ABCاستنتج طبیعة المثلث و على الشكل الجبري ثمّ على الشكل الأسي.

 عینّ زاویة الدوران وأكتب عبارتھ المركبة. .Bإلى  Cویحوّل  Aالذي مركزه  fلیكن الدوران  )4
 بتناظر یطلب تعیینھ.  Cھي صورة  'B، بینّ أنّ fبالدوران  Bصورة  'B لتكن النقطة -

 ثمّ أنشئھا. 'Bلاحقة  Bz'أحسب -

  نقاط) 07( :التمرین الرابع

كما یلي: المعرّفة على fنعتبر الدالة 
4.

( )
1

x

x

e
f x x

e
 


   

)C( ـالمنحنى الممثل لf  1، وحدة الطولومتجانسفي معلم متعامدcm  

lim :أحسب )1 ( )
x

f x


 ،  lim ( )
x

f x


 

)'أحسب )2 )f x  واستنتج أنّ الدالةf متزایدة تماما على وشكل جدول تغیرات .f على. 

فإنّ: xھ من أجل كل عدد حقیقي بین أنّ أ)  )3
1

( ) 4
1 x

f x x
e 

  


:المعادلة اذ (∆) المستقیمواستنتج أنّ  

4y x   للمنحنىمقارب مائل (C) عند  ثمّ أدرس وضعیة(C)  بالنسبة للمستقیم(Δ). 

y:المعادلة اذ ∆)'( المستقیمأنّ ب) بینّ  x  مقارب مائل عند ثمّ أدرس وضعیة(C)  بالنسبة(Δ). 

 . 0في النقطة ذات الفاصلة  (C)للمنحنى  (T)أكتب معادلة للمماس أ)  )4
)بینّب)  ) ( ) 4f x f x    ماذا تستنتج؟ ،  

;0)بینّ أنّ جـ)  2) نقطة انعطاف للمنحنى)C(.   

): د) بینّ أنّ المعادلة ) 0f x  تقبل حلا وحیداα  :3.9حیث 4  

 .(C)والمنحنى  (T)، المماس ('∆) ،(∆) المقاربینالمستقیمین  رسمأ )5

للدالةدالة أصلیة عینّ أ)  )6
1

x

x

e
x

e 
 على . 

 والمستقیمین (Δ)والمستقیم  (C) المنحنىد بحیز المستوي المحدّ لل Aمساحة ال بالسنتمتر المربع، أحسبب) 

0x:الذین معادلتیھما  4وx .  ّعینّ مدوّرثمA 210إلى  

: یليكما  gالدالة  علىنعرّف  )7
4.

( )
1

x

x

e
g x x

e
 


   

  .)C(انطلاقا من  )gC(زوجیة وأرسم  gبینّ أنّ أ) 
)عدد وإشارة حلول المعادلة: mناقش بیانیا حسب قیم الوسیط الحقیقي  )ب )g x m   

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــ

  بالتوفيق                     ول انت�� الموضوع الأ 
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 الثا�يالموضوع 

  نقاط) 50( التمرین الأول:

حیث:  2zو 1zجد العددین المركبین -1
1 2

1 2

2 2 3

2 1 3

z z i

z z i

   


  
 على الترتیب. 2zو 1zمرافقا  2zو 1zحیث 

نعتبر في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس -2 ; ;O u v
 

لواحقھا على  Cو A ،Bالنقط:

2Az:الترتیب      ،1 3Bz i    1  و 3Cz i . 

  . Czو Az،Bzالأعداد: الأسيالمثلثي ثمّ أكتب على الشكل أ) 

7ب) أكتب على الشكل الجبري العدد: 7 1438 1438( ) ( )B C B Cz z z z    

  یطلب تعیین نصف قطرھا Oتنتمي إلى دائرة مركزھا  Cو A ،B) بینّ أنّ النقط: جـ
  .معینّ وأحسب مساحتھ OCAB) أثبت أنّ الرباعيّ د

  z'ذات اللاحقة 'Mالنقطة  zذات اللاحقة M یرفق بالنقطةالذي  Sتحویل نعتبر ال -3

'حیث:  (1 ) 2z i z i    

 وعناصره الممیزة. S، ثمّ عین طبیعة التحویل Sصامدة بالتحویل  Aبین أنّ أ) 
'حیث: 'O'C'ABماھي طبیعة ومساحة الرباعي ب)  ( )B S B، ' ( )C S C و' ( )O S O  

  نقاط) 04(: التمرین الثاني

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ; ;O i j k
  

;، (2(3;2;2) نعتبر النقط: . 1;3)A ، ( 3;1;2)B    

;1)و 2;0)C .  

 (p)نرمز لھ  ین مستویاتع C، وA ،Bبینّ أنّ النقط أ)  )1
;2;1)بینّ أن الشعاع ب)  1)n 


 .)p(تم استنتج معادلة لـ )p(ناظمي للمستوي 

 .(p)و Ωأحسب المسافة بینّ أ)  )2
 .(p)وتمسّ المستوي Ωالتي مركزھا  (s)دلة لسطح الكرة عینّ معاب) 

)الذي یشمل  (Δ)نعتبر المستقیم  )3 2; 1;8)E   2;3)والموجھ بالشعاع; 3)u 


 

  .(Δ)تمثیلا وسیطیا للمستقیم  tالوسیط الحقیقي أ) عینّ بدلالة 

Mمركبات الشعاع  t، عینّ بدلالة (Δ)نقطة من المستقیم  Mب) 


  
 .(Δ) والمستقیم Ω النقطة جـ) أحسب المسافة بینّ

  .(s)والسطح  (Δ)عین إحداثیات نقطتي تقاطع المستقیم  )4

  نقاط) 40( :لثالتمرین الثا

3الدالة المعرفة على المجال  f . تجانسمالمستوي منسوب إلى معلم متعامد و) 1
;

8

 
  

كما یلي:  
8 3

( )
2 1

x
f x

x





  

fC  وتمثیلھا البیاني(Δ) المستقیم ذو المعادلةy xأدناه كما ھو مبین في الشكل.  

3، استنتج أنھ من أجلf شكل جدول تغیرات الدالةأ) 
;

8
x

 
   

0فإنّ:  ( ) 4f x  

)المعادلة: يحلّ  ،)β> α( حیثβو αن العددین الحقیقین عیّ ب)  )f x x  واستنتج فاصلتي نقطتي تقاطعfC  والمستقیم

yالذي معادلتھ )∆( x ، ّن بیانیا وضعیةعیّ ثم fC و)∆(.  

تینعتبر المتتالین) 2 nu  و nvتین علىالمعرّف :كما یلي  
0

1

1

( )n n

u

u f u





و   

0

1

5

( )n n

v

v f v





 

 2vو 0v،1vوالحدود: 3uو0u،1u ،2uالحدود: لمحور الفواصل على مثّ ثمّ أعد رسم الشكل على ورقة الإجابة  )أ

 .)موضحا خطوط الإنشاء (دون حسابھا
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خمّن اتجاه تغیر وتقارب كل من المتتالیتین: )ب nu و nv.  

n:1كل عدد طبیعيأثبت بالتراجع أنھّ من أجل ) أ)  3 3nu     3و 5nv    

كل من المتتالیتینعین اتجاه تغیر) ب nu و nv . 

 :nأثبت أنھّ من أجل كل عدد طبیعي أ) ) 4

 1 1

14

(2 1)(2 1)
n n n n

n n

v u v u
v u

    
 

   

 :nمن أجل كل عدد طبیعي واستنتج أنھّ 

 1 1

2
0

3
n n n nv u v u      

: nبینّ أنھّ من أجل كل عدد طبیعي ) ب

2
0 4

3

n

n nv u
 

    
 

  

limأنّ: جـ) استنتج  0n n
n

v u


 أستنتج النھایة و

للمتتالیتینالمشتركة  nu و nv. 

  نقاط) 70( :التمرین الرابع

معرّفة على fالدالة  0; :كما یلي
1

( ) ln
x

f x x
x


  و(C) في معلم متعامد ومتجانس تمثیلھا البیاني( ; ; )O I J  

lim أحسب )1 ( )
x

f x


     ،  
0

lim ( )
x

f x


 وفسّر النتیجة.

)'حسبأ )2 )f x  ّوأستنتج أنf على المجال متزایدة تماما 0;.ثمّ شكل جدول تغیراتھا ، 

 .1عند النقطة ذات الفاصلة  (C)للمنحنى  (T)عینّ معادلة المماس أ)  )3

المعرّفة على g) أدرس تغیرات الدالة ب 0; :بـ( ) ( ) (2 2)g x f x x   تانحسب النھایتُ  (لا( 

)) شكل جدول تغیراتھا. واستنتج إشارةجـ )g x على المجال 0;  

  .(T)والمماس  (C)لمنحنى لالنسبیة وضعیة ال) استنتج د

)بینّ أنّ المعادلة:  )4 ) 2f x  تقبل في المجال 0; حلا وحیداα  ،:ّ3.59ثم تحقق أن 3.60  

 .(C)المنحنى و (T)أرسم المماس  )5

)عدد حلول المعادلة:  kناقش بیانیا حسب قیم العدد الحقیقي  )6 ) 2f x x k  

lnx.:بینّ أنّ الدالةأ)  )7 x x x ھي دالة أصلیة للدالةlnx x على المجال 0; 

المستقیمین اللذین ، محور الفواصل و (C)المنحنى د بمساحة الحیز المستوي المحدّ  Aأحسب المساحة ب) 
,   ھما:یمعادلت    1x x   حیثα  4في السؤال عرّفة القیمة المھي.(  

  .Aحصرا للعدد  عینّجـ) 
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  بالتوفيق                     انت�� الموضوع الثا�ي
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 الأستاذ: أحسن لقوي      8من  1الصفحة        2+م1متق�� ر�ا���  2017دورة  ب�الور�ا تجر��يةت��يح 

  القل-ا��ا�د محمد الصا�� غم��د متقن  تق�� ر�ا���  2017ت��يح ب�الور�ا تجر��ية 

  ونصف ساعات 04 المدة:  الر�ضيات :اختبار في مادة

  الموضوع الأول ت��يح 

  نقاط) 40( :ولالتمرین الأ
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ; ;O i j k

  
;6)لنقطتین:انعتبر  . 3; 3)A  1;3)و; 2)B  والمستوي)p(  الذي یشملB   

3)و 2 5)n ; ; 


2:المعادلةذا  )'p(والمستوي  ،شعاع ناظمي لھ  0x y z    

1)و Bالذي یشمل  )d(أ) أكتب تمثیلا وسیطیا للمستقیم  )1 1 1)u ; ;


:الحل لھ.شعاع توجیھ  
3

( ) : 1;    

2 2

x t

d y t t

z t

 


  
  

   

p(:3(للمستوي معادلة تنتج  الحل:  . )d(متقاطعان وفق المستقیم  )'p(و )p(المستویین  ب) تحقق أنّ  2 5 1 0x y z    

  .)d(متقاطعان وفق  فھما .)'p(معادلة كذلك یحقق و )p(یحقق معادلة  )d(التمثیل الوسیطي لـ  لدیناو

;2;3) الحل:   .)p(على  Aھي المسقط العمودي للنقطة  Bنّ ج) أثبت أ 5)AB 


;2;3)و 5)n 


AB.1ومنھ:  n
 

)وعلما أنّ   )B p

   .)p(على Aلـ العمودي ھي المسقط  B إذن:

: نثبت أنّ: طریقة أخرى ملاحظة:
1 8 6 1 5 1

( ; ) 3 8 9 4 2 5
9 4 2 5

d A p A B
  

     
 


  

2:المعرّف بالتمثیل الوسیطي )q(لیكن المستوي  )2

2 2

3 2;   ( ; )

2

x t m

y t m t m

z t

  


   
  

 

q( :(1;1;1)u(شعاعا توجیھ  الحل: متوازیان. )q(و )p(بیّن أنّ المستویین ، ثمّ )q(عیّن شعاعي توجیھ للمستوي -أ


;3;2)و  0)v


 

.وینتج:  3(1) 2(1) 2(1) 0n u    
 

.و  3(2) 2(3) 0 0n v    
 

  متوازیان. )q(و )p( إذن:

3تكافئ:یقبل معادلة  )q(تحقق أنّ المستوي -ب 2 5 20x y z    :بالتعویض من التمثیل الوسیطي لـ  الحل)q(  في

)3كما یلي: المعادلة 2 2) 2( 3 2) 5( 2) 20t m t m t         :20وتكافئ 20محققة.  

بالنسبة  )q(واستنتج ماذا یمثل المستوي )q(تنتمي إلى المستوي  E، وتحقق أنّ ]AB[منتصف القطعة  Eعیّن إحداثیات النقطة -ج

9 الحل:   .]AB[ للقطعة 1
; 2;

2 2
E

 
 
 

)ومنھ: )q(تحقق معادلة ھذه الاحداثیات و )E q 2;3):لدیناو; 5) 1.AB n 
 

 منھو 

(q) محوري لـ  ستويم[AB].  
.من الفضاء بحیث: M مجموعة النقط )s(نعتبر  )3 0M A M B 

 
 

   .rونصف قطره  Ωإحداثیات مركزه ثمّ عین ھي سطح كرة  )s(بیّن أنّ -أ

.من تعریف سطح كرة فإنّ  لحل:ا 0MA MB 
 

ومنھ: ]AB[ صفمنت Ωمركزھا  .]AB[ھي سطح كرة قطرھا 
9 1

;2;
2 2

E
 

   
 

 )Ω  ھيE (:ونصف قطرھا
2

A B
r   :8ومنھ 6

4
r   

 ]AB[قطره  )s(، وسطح الكرة ]AB[محوري لـي مستو )q( الحل: .)s(وسطح الكرة  )q(أدرس الوضع النسبي للمستوي -ب
  ).(s)مستوي قطري لـ (q)(أي  ABرھا الطول متقاطعان في دائرة قط (s)و (q)ینتج: 

 نقاط) 04(  : التمرین الثاني
  .7على  n3بواقي القسمة الاقلیدیة للعدد  nحسب قیم العدد الطبیعي درس اأ)  )1

  الحل:

  

2017العدد: نّ أبیّن  )2 14381438 2017 2   نفرض العدد المعطى ھو الحل: .7یقبل القسمة علىnA :لدینا

 1438 3 7 ; 2017 6 1k   و 2016 1 7:ومنھ 6 1 14383 1 2 7k
nA    :ومنھ 3 1 2 7nA    :[7]0أيnA    

6:حتى یكون العدد nطبیعي م العدد العین قیّ  )3 5 6 3 21438 2017 15 1n n n     نفرض العدد  الحل: .7یقبل القسمة على

لدینا: nBالمعطى ھو 0 7nB  كافئی: 6 5 6 3 23 1 15 1 0 7n n n     :ومنھ 25 1 1 0 7n    :ومنھ

 2 5 0 7n   فئ: یكاو 2 9 0 7n  منھ:و ( 3)( 3) 0 7n n    ّعدد أولي نجد: 7ولأن 3 0 7n   أو

 3 0 7n   :7وأخیرا ' 3;   7 ' 4n k n k    

 6k+5 6k+4 6k+3 6k+2 6k+1 6k n= 

[7] 5 4 6 2 3 1 3n   



 الأستاذ: أحسن لقوي      8من  2الصفحة        2+م1متق�� ر�ا���  2017دورة  ب�الور�ا تجر��يةت��يح 

:حتى یكون nطبیعي عیّن قیّم العدد ال )4 6 2 6 1(4 3) 3 4 0 7n nn      :طى ھونفرض العدد المع الحلnC  

لدینا: 0 7nC  كافئ:ی 6 2 6 1(4 3) 3 4 0 7n nn      :ومنھ 6 1(4 3) 2 ( 3) 0 7nn      :ومنھ 

 6 1 6 18 6 ( 1) 3 0 7n nn      :ومنھ 6 1 3 0 7n     :نجد 3 0 7n   :7وأخیرا 3n k   

  نقاط) 05( :ثالثالتمرین ال

المعادلة:نعتبر في مجموعة الاعداد المركبة  23 1 2 3 4 0.....(*)z z z        

0الحل: المعادلة (*). حل في )1 3 1z =   ،24 (2 )= i   ،1 3z = i،2 3z = i  

)في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس )2 ; ; )O u v
 

3صورة العدد الحقیقي A. نعتبر النقطة  1Az   ،

3Bz:صورتي العددین المركبین Cو Bوالنقطتین  i  وC Bz z 

 Aو B ،Cثمّ أنشئ ھندسیا النقط: ؛ Czو Az، Bzأكتب على الشكل الأسي كل من الأعداد:  )أ

الحل:  03 1 i
Az e     ،/62 i

Bz = e  62/و i
Cz = e   أنظر الرسمالإنشاء   

الطبیعیة حتى یكون nعیّن قیم   )ب 
n

Bz.الحل: حقیقیا arg( ) 0n
Bz   :یكافئ.

6
n k


:6ویكافئn k وk  

الطبیعیة حتى یكون  nعیّن قیم العدد   )ج 
n

Bz.الحل: تخیلیا صرفا arg( )
2

n
Bz


  :یكافئ.

6 2
n k

 
 

.ویكافئ: 3. 6n k    :6ویكافئ 3n k  وk  

أحسب  )د
2 0 1 7 1 4 3 9

2 2
B Bz z   

   
   

 :نضع الحل: 
2 0 1 7 1 4 3 9

2 2
B Bz z

A
   

    
   

 

4 5
2017 1438 (0 ) ( )

6 6 6 6 6 3 6 3
3 1 3 1

2 2

i i i i i i i i

A e e e e e e e e i
       

     
           

 
 

Bأكتب العدد  )3 A

C A

z z

z z




  .ABCاستنتج طبیعة المثلث و على الشكل الجبري ثمّ على الشكل الأسي.

3الحل: 3 1 1

13 3 1
B A

C A

z z i i
i

z z ii

    
  

   
2ومنھ: 

i
B A

C A

z z
e

z z





   

Aلدینا :ABC طبیعة المثلث C A B و ;
2

A C A B



 

  قائم متساوي الساقین. ABCومنھ:  

 عیّن زاویة الدوران وأكتب عبارتھ المركبة. .Bإلى  Cویحوّل  Aالذي مركزه  fلیكن الدوران  )4

) تنتج زاویة الدوران3من السؤال  الحل:
2

 2:ھي والعبارة' ( )
i

A Az z e z z


    :وتكافئ

' 3 1 ( 3 1)z i z      

بتناظر یطلب  Cھي صورة  'B، بیّن أنّ fبالدوران  Bصورة  'B لتكن النقطة -
 تعیینھ.

) لدینا: الحل: )B f Cو' ( )B f B ومنھ' ( ( ))B f f Cزاویة ، و

: علیھوالدورانین كل من ي ھي مجموع زاویتمركب دورانین 

 ; '
2 2

A C A B
 

  
 

  .Aبتناظر مركزه  Cھي صورة  B'إذن 

الحل: ثمّ أنشئھا. 'Bلاحقة  Bz'أحسب -
' 3 1 ( 3 1)B Bz i z     

وینتج:
' ( 3 3 1) 3 1Bz i i       :یكافئ' 3 2Bz i   

  نقاط) 07( :التمرین الرابع

)C(كما یلي: المعرّفة على fنعتبر الدالة 
4.

( )
1

x

x

e
f x x

e
 


  1cm، وحدة الطولومتجانسفي معلم متعامد  fـالمنحنى الممثل ل  
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lim:أحسب )1 ( )
x

f x


 ،  lim ( )
x

f x


limالحل:  ( )
x

f x


   ،lim ( )
x

f x


   

)'أحسب )2 )f x  واستنتج أنّ الدالةf متزایدة تماما على وشكل جدول تغیرات .f على  

الحل:
2

2

2 1
'( )

( 1)

x x

x

e e
f x

e

 



)'،  إشارتھا:  ) 0f x   :0یكافئx    و'( ) 0f x  :0یكافئx   

 : جدول التغیرات متزایدة تماما. fفإنّ الدالة  xمن أجل كل عدد حقیقي إذن: 

فإنّ: xھ من أجل كل عدد حقیقي بین أنّ أ)  )3
4

( ) 4
1 x

f x x
e

  


 المستقیمواستنتج أنّ  

4y:المعادلة اذ (∆) x   للمنحنىمقارب مائل )C( عند  ثمّ أدرس وضعیة)C( 

 .(Δ)بالنسبة للمستقیم 

4 الحل: . ( 1) 1 4
( ) 4 4

1 1 1

x x

x x x

e e
f x x x x

e e e

 
      

  
  

لدینا:  (Δ) استنتاج معادلة المقارب
4

lim ( ) ( 4) lim 0
1xx x

f x x
e 

   


  

: لدینا:(Δ)لمستقیم او )C(بین  الوضعیة النسبیة
4

( ) ( 4) 0
1x

f x x
e

   


xمن أجل (Δ)یقع فوق  )C(ومنھ:      

y:المعادلة اذ ∆)'( المستقیمأنّ ب) بیّن  x  مقارب مائل عند ثمّ أدرس وضعیة(C)  بالنسبة(Δ).  

لدینا:  ('Δ)معادلة المقارب  الحل:
4

lim ( ) lim 0
1

x

xx x

e
f x x

e  


  


  

: لدینا:Δ)'(للمستقیم و )C(بین  الوضعیة النسبیة
4

( ) 0
1

x

x

e
f x x

e


  


xمن أجل ('Δ)یقع تحت  )C(ومنھ:     

 

)(0)'الحل:. 0في النقطة ذات الفاصلة  (C)للمنحنى  )T(أكتب معادلة للمماس أ)  )4 1) (0)y f x f   :2ومنھy   

)بیّنب)  ) ( ) 4f x f x    ماذا تستنتج؟ ،  

الحل:
4 4 4 4 4( 1)

( ) ( ) 4
1 1 1 1 1

x x x x

x x x x x

e e e e
f x f x x x

e e e e e





 
           

    
  

)الاستنتاج:  0 ; 2 ) المنحنى  مركز تناظر)C(.   

)بیّن أنّ جـ)  0 ; 2 ) نقطة انعطاف للمنحنى)C(.  

لدینا: )C(ى والمنحن )T(ندرس وضعیة المماس الحل: 
4 2( 1)

( ) ( ) ( 2) 2
1 1

x x

x x

e e
d x f x

e e

 
     

 
  

)إذن: ) 0d x  :1یكافئx    و( ) 0d x  :1یكافئx   و( ) 0d x  :1یكافئx   

;0)منھو 0لبیان في النقطة ذات الفاصلة یخترق ا )T(المماس  :الخلاصة 2) .نقطة انعطاف   

)''مكن دراسة إشارة المشتقة الثانیةی :-طریقة أخرى- ملاحظة )f x  

): د) بیّن أنّ المعادلة ) 0f x  تقبل حلا وحیداα  :3.9حیث 4   

]و مستمرة ومتزایدة تماما على f الحل: (3.9) 0.02] [ (4) 0.07] 0f f     تنتج أن  توسطةمبرھنة القیم الحسب م

)المعادلة: ) 0f x   تقبلα :3.9حلا وحیدا لھا حیث 4  

 أدناه أنظر الرسم .)C(منحنى وال )T(، المماس ∆)'( ،(∆) المقاربینالمستقیمین  رسمأ )5

للدالةدالة أصلیة عیّن أ)  )6
1

x

x

e
x

e 
 على . 

 الحل:
'

l n l n ( 1 )
1

x
x

x

e u
d x d x u e

e u
   

  

:ماالذین معادلتیھ والمستقیمین (Δ)والمستقیم  )C( المنحنىد بحیز المستوي المحدّ لل Aمساحة ال بالسنتمتر المربع، أحسبب) 
0x  4وx .  ّعیّن مدوّرثمA 210إلى    

الحل: 
4 4

4

0
0 0

( ) ( 4 ) 4 4 4 4 ln ( 1 )
1

x
x

x

e
A f x x d x d x x e

e
        

   

ومنھ:
4 21 6 4 ln ( 1) 4 ln ( 2 ) cmA e     تعیین مدوّرA :22 .7 0 c mA   

: یليكما  gالدالة  علىنعرّف  )7
4 .

( )
1

x

x

e
g x x

e
 


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  .)C(انطلاقا من  )gC(زوجیة وأرسم  gبیّن أنّ أ) 

xلدینا:  الحل: x ومنھ:
4 . 4 .

( ) ( )
1 1

x x

x x

e e
g x x x g x

e e




      

 
  زوجیة. gومنھ:  

  زوجیة فإنّ تمثیلھا البیاني متناظر بالنسبة لمحور التراتیب. gلانّ  :)Cg(رسم 
0xعندما  لدینا:x xو( ) ( )g x f x :ومنھ)Cg(  منطبق على)C(.  

0xعندماو  نرسم الجزء الآخر من )Cg(  أنظر الرسم بالنسبة لمحور التراتیب.بالتناظر   
)إشارة حلول المعادلة:عدد و mناقش بیانیا حسب قیم الوسیط الحقیقي  ب) )g x m   

yمع المستقیم ذي المعادلة )Cg(فواصل نقط تقاطع البیان المعادلة ھي ھذه  حلول الحل: m لمحور الفواصل.الموازي  

   المناقشة:
2mعندما    لا توجد حلول؛  
2mعندما    دوم. معیوجد حل مضاعف  

2mوعندما   .یوجد حلان متعاكسان  
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 الثا�يالموضوع ت��يح 

 نقاط) 05( التمرین الأول:

یث: ح 2zو 1zجد العددین المركبین -1
1 2

1 2

2 2 3......(1)

2 1 3......(2)

z z i

z z i

   


  
   

1) نجد:1من ( الحل: 22 2 3 ....(1')z i z   :ومنھ
1 22 2 3z i z   ) نجد:2وبالتعویض في (

23 4 4 3 1 3z i i    : 2وعلیھ 1 3z i   1نجد: ('1)وبالتعویض في 1 3z i  

2Az:لواحقھا على الترتیب Cو A ،Bلدینا النقط: -2      ،1 3Bz i    1  و 3Cz i .  

cos)02  الحل: .Czو Az،Bzالأسي الأعداد:المثلثي ثمّ أ) أكتب على الشكل  0 sin 0) 2 i
Az i e  ،

/32 cos sin 2
3 3

i
Bz i e   

   
 

32/و   cos sin 2
3 3

i
Bz i e    

   
 

 

7ب) أكتب على الشكل الجبري العدد: 7 1438 1438( ) ( )B C B Ct z z z z      

Cلدینا:  الحل: Bz z  :7وینتج 7 1438 1438;  C B C Bz z z z   :ومنھ

7 7 7 7 7 7

1438 1438 1438 1438 1438 1438

3
2 2 sin 7 2 2 sin 2 2 2 3

3 3 2

3
2 2 sin 1438 2 2 sin 2 2 2 3

3 3 2

B C

B C

z z i i i i

z z i i i i

 

 

  
          

 
  
            
  

   

 علیھ:و 8 14382 2 3t i    

  یطلب تعیین نصف قطرھا Oتنتمي إلى دائرة مركزھا  Cو A ،Bجـ) بیّن أنّ النقط: 

2Aلدینا: الحل: B Cz z z   :2ومنھOA OB OC    2إذن الدائرة قطرھا  

;1)لدینا: الحل: .معیّن وأحسب مساحتھ OCABد) أثبت أنّ الرباعيّ  3 )OC B A  
 

.و  0OA CB 
 

  

4 المساحة: 1 3 / 2 2 3 .u a     

'حیث:  z'ذات اللاحقة 'Mالنقطة  zذات اللاحقة Mیرفق بالنقطة الذي  Sالتحویل  -3 (1 ) 2z i z i    

  وعناصره الممیزة. Sثمّ عین طبیعة التحویل  ،Sصامدة بالتحویل  Aأ) بین أنّ 

النقطة الصامدة لاحقتھا: الحل:
0

2
2

1 1 (1 )
A

b i
z z

a i
   

  
1ولدینا:  2k a i      

aو r g (1 )
4

i





   :ومنھ ،S تشابھ مباشر مركزهA  ، 2نسبتھk وزاویتھ
4





  

'حیث: 'O'C'ABب) ماھي طبیعة ومساحة الرباعي  ( )B S B،' ( )C S C و' ( )O S O   

:مساحتھن ومعیّ  'O'C'ABنسبة الأطوال فإنّ و التشابھ یحافظ على الزوایا الموجھة  الحل:
2

' 2 4 3 .u a     

 نقاط) 04(: التمرین الثاني

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ; ;O i j k
  

;2)نعتبر النقط: . 2;3)،(2; 1;3)A ،( 3;1;2)B  1)و; 2;0)C .  

  (p)تعین مستویا نرمز لھ  C، وA ،Bأ) بیّن أنّ النقط  )1

)الحل: 5; 2; 1)A B  


)و  1; 1; 3)A C   


5ولأنّ:  2

1 1




 
 .)p(تعین مستویا  C، وA ،Bذن النقط: إ 

;2;1)ب) بیّن أن الشعاع  1)n 


  .)p(تم استنتج معادلة لـ )p(ناظمي للمستوي 

.لدینا: الحل: 5 4 1 0n AB     
 

.و  1 2 3 0n AC     
 

  

p(:2(معادلة لـ  0x y z d    1)و; 2;0) ( )C p   :3ینتجd  :إذن( ) : 2 3 0p x y z     

 الحل:. )p(و Ωأ) أحسب المسافة بیّن  )2
2 4 3 3

( ; ) 6
1 4 1

d p
  

  
 

  

 . (p)سّ المستويوتم Ωالتي مركزھا  (s)ب) عیّن معادلة لسطح الكرة 

2 الحل: 2 2( 2) ( 2) ( 3) 6x y z       

)الذي یشمل  (Δ)نعتبر المستقیم  )3 2; 1;8)E   3)والموجھ بالشعاع; 2; 3)u 

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الحل:  . (Δ)تمثیلا وسیطیا للمستقیم  tالوسیط الحقیقي أ) عیّن بدلالة 

3 2

( ) : 2 1;   

3 8

x t

y t t

z t

 


   
   

 

Mمركبات الشعاع t، عیّن بدلالة (Δ)ستقیم نقطة من الم Mب) 


3)الحل:    4; 2 3; 3 5)M t t t    


  

.: نحل المعادلةأولا :الحل  . (Δ)والمستقیم  Ωجـ) أحسب المسافة بیّن النقطة  0u M  
 

تكافئ:  

3(3 4) 2(2 3) 3( 3 5) 0t t t       :ونجد
0

21

1 1
t  0: نعیین مركبتي الشعاعثانیاM


0tمن أجل  t :فنجد

0

19 9 8
; ;

11 11 11
M

 
  

 


2:نحسب طویلتھ ثالثا  2 2

0

1 2 0 5
( ; ) 1 9 9 8 2 .0 4

1 1 1 1
d M        


  

  . (s)والسطح  (Δ)د) عین إحداثیات نقطتي تقاطع المستقیم 
2:نجد )s(معادلة نعوض في  (Δ)من تمثیل  الحل: 2 2(3 4) (2 3) ( 3 5) 6t t t      :222تكافئ 66 44 0t t  

2وتكافئ: 3 2 0t t   :1ونجد;   2t t  وبالتعویض في تمثیل(Δ)  (5;1;1)'نجد:مرة أخرى (2;3;4)''و  

 نقاط) 04( التمرین الثالث:

3الدالة المعرفة على المجال  f ستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس. ) الم1
;

8

 
  

8كما یلي:   3
( )

2 1

x
f x

x





   

fC تمثیلھا البیاني و(Δ) المستقیم ذو المعادلةy xأدناه. كما ھو مبین في الشكل 

استنتج أنھ من أجل ،fأ) شكل جدول تغیرات الدالة  3 / 8;x   :ّ0فإن ( ) 4f x    

3ونستنتج: أنھ من أجل: جدول التغیرات المقابلمن البیان ینتج  الحل:

8
x   :ّ0فإن ( ) 4f x   

):، حلّي المعادلة)β> α(حیث βو αب) عیّن العددین الحقیقین  )f x x  واستنتج فاصلتي نقطتي تقاطعfC 

yالذي معادلتھ ∆)و( xثمّ عیّن بیانیا وضعیة ، fC و(∆). 

)الحل: )f x x :8تكافئ 3 (2 1)x x x    :22وتكافئ 7 3 0x x  

1ویكافئ: 
;   3

2
    .وضعیةاستنتاج وھما فاصلتا نقطتي التقاطع fC و(∆): 

3x:عندما  3أو 1

8 2
x   ّفإن fC  و    (∆)یقع أسفل( ) 0f x x   

1وعندما
3

2
x   ّفإن fC  و     (∆)یقع فوق( ) 0f x x   

) نعرّف2 nu و nv  :0كما یلي

1

1

( )n n

u

u f u





0و   

1

5

( )n n

v

v f v





  

 0u،1uأ) أعد رسم الشكل على ورقة الإجابة ثمّ مثلّ على محور الفواصل الحدود:

،2u3وu :0والحدودv،1v 2وv  .(دون حسابھا موضحا خطوط الإنشاء)أنظر الشكل :الحل 

ب) خمّن اتجاه تغیر وتقارب كل من المتتالیتین: nu و nv .التخمین: nu  متزایدة، وومتقاربة nv .متقاربة ومتناقصة 

n:1)  أ) أثبت بالتراجع أنّھ من أجل كل عدد طبیعي3 3nu     3و 5nv    

nأجل: أنّھ من )1أ) الحل:   ّ1:فإن 3nu    

1من أجل لدینا:  متزایدة fلأنّ ملاحظة:  3x  :ّفإن[ (1) 1.67] ( ) [ (3) 3]f f x f   ) ....1( 

01: أولا ( 1) 3u   (محققة):1:نفرض ثانیا 3nu  11:ونبرھن 3nu   :1لدینا: البرھان 3nu :ومنھ 

1 1.67 ( ) 3nf u   11:وأخیرا 3nu    .من أجل: مما سبق ینتج: ثالثاو ھـ م:n   :ّ1فإن 3nu   

nھ من أجل:: أنّ البرھان بالتراجع )2أ)   ّ3:فإن 5nv    

3من أجل لدینا:  متزایدة fلأنّ ملاحظة:  5x  :ّفإن[ (3) 3] ( ) [ (5) 3.36]f f x f    .... )2(  

03: أولا ( 5) 5v   (محققة):3نفرض ثانیا 5nv  13:ھنونبر 5nv   :3 لدینا: البرھان 5nv  :ومنھ 

3 ( ) 3.36 5nf v    :13وأخیرا 5nv    .من أجل: مما سبق ینتج: ثالثاو ھـ م:n   :ّ3فإن 5nv   

من المتتالیتین كلعین اتجاه تغیر ب) nu و nv .  

)اتجاه تغیر )1ب)  الحل: )nu ::1 من أجل لدینا 3x  ّفأن( ) 0 :f x x :ومنھ
1 0n nu u   :وینتج ( )nu.متزایدة  

)اتجاه تغیر )2ب)  )nv ::3من أجل لدیناx   ّفأن( ) 0 :f x x :ومنھ
1 0n nv v   :وینتج ( )nv.متناقصة  

2 3 4 5

2

3

4

0 1

1

x

y

u 0 u1 u2 u 3
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n:أثبت أنّھ من أجل كل عدد طبیعي ) أ) 4 1 1

14

(2 1)(2 1)
n n n n

n n

v u v u
v u

    
 

: nمن أجل كل عدد طبیعي واستنتج أنّھ  

 1 1

2
0

3
n n n nv u v u       :بعد توحید المقامات والتبسیط نجد الحل:

1 1

14( )
...(1)

(2 1)(2 1)
n n

n n

n n

v u
v u

v u
 


 

 
  

1ونبین أنّ  1 1

7 2 1 3nu
 


أنّ و

1 1 1

11 2 1 7nv
 


14وینتج: 14 2

...(2)
(2 1)(2 1) 21 3n nv u

 
  

   
   

 وعلیھ:
1 1

2
( )

3
n n n nv u v u     

3nu لدینا: الاستنتاج:  3و nv:0 وینتج n nv u :أخیرا
1 1

2
0 ( )

3
n n n nv u v u     .(أعداد موجبة)  

n :2بیّن أنّھ من أجل كل عدد طبیعي  ب)
0 4

3

n

n nv u
 

     
 

  

0 لدینا: الحل: 1u 0و 5v    0و 0 4v u   

نشكل جملة المتباینات: 

1 1( )n n n nv u v u   

1 1

2
3

n nv u 



 2 2( )n nv u   2
3

   



     ...     

1 1v u 0 0
2
3( )v u








  

2بضرب المتباینات طرفا إلى طرف ینتج:و
0 4

3

n

n nv u
 

    
 

   

limأنّ: جـ) استنتج  0n n
n

v u


  تالیتینالمشتركة للمتوأستنتج النھایة nu و nv.  

2لدینا: الحل:
0 lim lim 4

3

n

n n
n n

v u
   

 
    

 
limوینتج:   0n n

n
v u


   

8: ھي حل المعادلة:lتحدید النھایة  3

2 1

l
l

l





3lوینتج:   0.5أوl  مرفوض  

 نقاط) 07( :التمرین الرابع

معرّفة على fالدالة  0; :1كما یلي
( ) ln

x
f x x

x


  و(C) تمثیلھا البیاني في معلم متعامد ومتجانس( ; ; )O I J  

limأحسب  )1 ( )
x

f x


     ،  
0

lim ( )
x

f x




  نتیجة.وفسّر ال

lim الحل: ( )
x

f x


  و
0

lim ( )
x

f x


 :محور التراتیب مقارب للمنحنى  التفسیر)C(. 

)'أحسب )2 )f x  ّوأستنتج أنf متزایدة تماما على المجال 0; .ثمّ شكل جدول تغیراتھا ،  

الحل:
2

1
'( )

x
f x

x


 1من أجل ومنھx  : '( ) 0f x  :ولدینا 1 0;   

من أجل :إذن 0;x  :'( ) 0f x   والدالةf  .جدول التغیرات:متزایدة تماما   

) الحل:. 1عند النقطة ذات الفاصلة  )C(لـ  )T(ماس أ) عیّن معادلة الم )3 ) : 2 2T y x   

المعرّفة على gب) أدرس تغیرات الدالة  0;  :بـ( ) ( ) (2 2)g x f x x   (لا تحُسب النھایتان) 

)':الحل ) '( ) 2g x f x  :ویكافئ
2

2

2 1
'( )

x x
g x

x

  
  إشارتھا من إشارة

22 :البسط 1x x   الذي ینعدم من أجل
1

1 ;    
2

g gx D x D      

)جـ) شكل جدول تغیراتھا. واستنتج إشارة )g x على المجال 0;  

    أنظر الجدولین المقابلین: وجدول إشارتھا gجدول تغیرات  الحل:
  .(T)والمماس  (C)للمنحنى د) استنتج الوضعیة النسبیة 

1xعندما الحل:  1المماس یقع فوق المنحنى وعندماx  )T( و)C(  .متقاطعان  
  :جدول الوضعیة التاليوكذلك ینتج 
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)بیّن أنّ المعادلة: )4 ) 2f x  تقبل في المجال 0;  حلا وحیداα ،:ّ3.59ثم تحقق أن 3.60    

مستمرة ومتزایدة تماما على f الحل: 0; و[ (3.59) 1.99] 2 [ (3.60) 2.003]f f    تنتج أن  حسب م. ق. م

)المعادلة: ) 2f x  تقبل α .حلا وحیدا لھا 

  .أنظر الشكل أدناه: الرسم. (C)والمنحنى  )T(أرسم المماس  )5
)عدد حلول المعادلة:  kناقش بیانیا حسب قیم العدد الحقیقي  )6 ) 2f x x k  

)لیكن المستقیم الحل: ) : 2kT y x k  الموازي للمماس)T( . فواصل نقط تقاطعھي الحلول البیانیة للمعادلة المعطاة

( )kT  والمنحنى)C(:وحسب الوضعیة النسبیة لھما المدروسة أعلاه نجد . 

2kعندما   2لا توجد حلول؛ عندماk   2یوجد حل مضاعف وعندماk   .یوجد حلان  
.:أ) بیّن أنّ الدالة )7 lnx x x x ھي دالة أصلیة للدالةlnx x على المجال 0;  

) :الحل .ln ) ' lnx x x x  

، محور الفواصل والمستقیمین اللذین معادلتیھما: (C)المنحنى مساحة الحیز المستوي المحددّ ب Aب) أحسب المساحة 
  ,    1x x  حیثα  4ھي القیمة المعرّفة في السؤال.(  

   الحل:

 

1 1

1
1

1
( ) ln

1
1 ln ln ln

x
A f x dx xdx

x

xdx x x x
x

 





   

    

 


  

lnمنھ:  ln .A u a     :حیث

3.59 3.60   
  . Aجـ) عیّن حصرا للعدد 

3.31 الحل: 3.33A  
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