
 

 مجموعات النقط في الأعداد المركبة
من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط

0   . Aa z z z :   (a  0وz معلوم انمركب انعدد)ان غير معدومين. 

ذا كان -10 1a ا   : النقطة دائرة مركزها مجموعة النقط هيA  و نصف قطرها
0r z. 

ذا كان -10 1a ا   : النقطة دائرة مركزها مجموعة النقط هيE  لاحقتهاAz

a
0zو نصف قطرها  

r
a

.      

 من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط      A Bkz z z z:   ( k    وA Bz z ) 

ذا -10 0k كان ا   :  النقطة دائرة مركزهامجموعة النقط هيA  و نصف قطرها
Br z.      

ذا كان  -10 1kا   : المس تقيم المحوي للقطعة المس تقيمة مجموعة النقط هي AB. 

ذا كان  -10 1kا    : مجموعة النقط هي المس تقيم المحوي للقطعة المس تقيمة AB .  : حيثB  لاحقتهاBz . 

ذا كان  -10 kا   1وk  : مجموعة النقط هي المس تقيم المحوي للقطعة المس تقيمة AB   .B   نقطة لاحقتهاBz

k
  

ذا كان -10 1k ا   :  دائرة قطرها مجموعة النقط هي 1 2G G :1 ، حيثG  مرجح الجملة ( ,1),( , )A E k  

مرجح الجملة  2Gو                     ( ,1),( , )A E k ، وE  نقطة لاحقتهاBz

k
 .  

)0من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط )( )A Az z z z z  :               (0z .)عدد مركب معلوم           

و نصف قطرها  A النقطة دائرة مركزها مجموعة النقط هي -10
0r z.      

argمن المس توي حيث :  Mالنقطمجموعة  B

A

z z

z z


 
 

 
 :    

ذا كان  -10 0ا  2k   :  المس تقيممجموعة النقط هي( )AB قطعة المس تقيمةباس تثناء ال AB. 

ذا كان  -01 2kا     :  قطعة المس تقيمةالمجموعة النقط هي AB باس تثناء النقطتينA وB  

ذا كان -00 0 ا  k   :  المس تقيممجموعة النقط هي( )AB باس تثناء النقطتينA وB               

ذا كان  -00 2ا 
2

k


   : مجموعة النقط هي نصف دائرة قطرها AB تمسح القوسBA 

 B                  B                  Aو Aباس تثناء النقطتينفي الاتجاه المباشر                               

ذا كان  -00 2ا 
2

k


    :  نصف دائرة قطرهامجموعة النقط هي AB تمسح القوسAB 

    Bو Aباس تثناء النقطتينفي الاتجاه المباشر                               

ذا كان  -00 ا 
2

k


   : مجموعة النقط هي دائرة قطرها AB باس تثناء النقطتينA وB 

B:  من المس توي حيث  Mوعة النقطمجم 

A

z z
L

z z





 

ذا كان -00 )المس تقيممجموعة النقط هي  : حقيقي  L ا  )AB باس تثناء النقطةA. 

ذا كان -00 )المس تقيممجموعة النقط هي  : حقيقي موجب  L ا  )AB  باس تثناء القطعة AB 

ذا كان -00 المس تقيمةالقطعة مجموعة النقط هي  : حقيقي سالب  L ا  AB باس تثناء النقطةA. 

ذا كان  -00 دائرة قطرهامجموعة النقط هي  : تخيلي  Lا  AB باس تثناء النقطةA. 

M 



 

ذا كان  -00 دائرة قطرهانصف مجموعة النقط هي  : تخيلي موجب  Lا  AB باس تثناء النقطةA. (فوق المس تقيم) 

ذا كان  -01 دائرة قطرها نصف مجموعة النقط هي : تخيلي سالب  Lا  AB باس تثناء النقطةA.(المس تقيم تحت) 

من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط arg 2Akz z k      :( زاوية معلومة وk)عدد مركب غير معدوم  

ذا كان  -00 1kا    :نصف المس تقيم مجموعة النقط هي AM باس تثناءA  لاحقتهاAz  :حيث ، 

 , 2i AM k  .  و النقطة احداثياتها cos ; sin.A Ax y   تنتمي له 

ذا كان  -00 1kا     :نصف المس تقيم مجموعة النقط هي A M باس تثناءA   لاحقتهاAz  :حيث ،

 , 2i A M k     .  و النقطة احداثياتها cos ; i. s nA Ax y     .تنتمي له 

ذا كان  -00 ا  1,1k     :نصف المس تقيم مجموعة النقط هي A M باس تثناءA   لاحقتهاAz

k
، حيث:  

 , 2i A M q k      و arg 2k q k   

و النقطة احداثياتها  cos ; i. s nA Ax y    .تنتمي له 

من المس توي حيث :  Mالنقطمجموعة  arg Akz z k     :( زاوية معلومة وk)عدد مركب غير معدوم    

ذا كان  -00 1kا    :المس تقيم مجموعة النقط هي  AM النقطة باس تثناءA  لاحقتهاAz  :حيث ، ,i AM . 

و النقطة احداثياتها      cos ; sin.A Ax y   تنتمي له 

ذا كان  -00 1kا     :المس تقيم مجموعة النقط هي AM النقطة باس تثناءA    لاحقتهاAz :حيث ،

 , 2i A M k     .   و النقطة احداثياتها cos ; i. s nA Ax y     .تنتمي له 

ذا كان  -00 ا  1,1k     :المس تقيم مجموعة النقط هي AM النقطة باس تثناءA    لاحقتهاAz

k
، حيث:  

 , 2i A M q k      و arg 2k q k  

و النقطة احداثياتها  cos ; i. s nA Ax y    .تنتمي له 

من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط   arg argA Az z z z      : 

، حيث :  Aالنقطةباس تثناء  Aو الما  بالنقطة ام  حوو  الووال المس تقيم الموازي لح مجموعة النقط هي -00

 , 0 2i AM k  

من المس توي حيث :  Mالنقطمجموعة    arg argA Bz z kz z      : 

ذا كان  -00 1kا    :المس تقيم مجموعة النقط هي AB  النقطتينباس تثناءA وB . 

ذا كان  -00 1kا     : قطعة المس تقيمةالمجموعة النقط هي AB  باس تثناء النقطتينA وB  لاحقتهاBz. 

ذا كان  -01 kا  i قطرها : مجموعة النقط هي نصف دائرة AB  تمسح القوسAB   باس تثناء في الاتجاه المباشر

Bو Aالنقطتين  لاحقتهاBiz. 

ذا كان  -00 kا  i  دائرة قطرها: مجموعة النقط هي نصف AB  تمسح القوسB A  باس تثناء في الاتجاه المباشر

Bو Aالنقطتين  لاحقتهاBiz.  

iمن المس توي حيث :  Mمجموعة النقط

Az z ke  :   ( زاوية متغيرة وk ) عدد حقيقي معلوم 

ذا كان -00 0k ا   :  النقطة دائرة مركزهامجموعة النقط هيA  و نصف قطرهاk.      



 

ذا كان  -00 0kا   : مجموعة النقط هي دائرة مركزها النقطةA  و نصف قطرهاk.      

iمن المس توي حيث :  Mمجموعة النقط

Az z ke  :  (Az و عدد مركب معلوم زاوية معلومة وk يتغير على.) 

ذا كان -00 يمسح k ا 


نصف المس تقيم مجموعة النقط هي:    AM  النقطةباس تثناءA  لاحقتهاAz. و الذي يحقق 

  , 2i AM k        و النقطة احداثياتها cos ; sin.A Ax y   .تنتمي له 

ذا كان -00 يمسح k ا 


نصف المس تقيم وعة النقط هي: مجم  AM  النقطةباس تثناءA  لاحقتهاAz. و الذي يحقق 

  , 2i AM k       و النقطة احداثياتها cos( ) ; sin( ).A Ax y       .تنتمي له 

ذا كان -00 س تقيمالم  مجموعة النقط هي:  يمسح k ا  AM  النقطةباس تثناءA  لاحقتهاAz   : حيث ،  

و    , 2i AM k    النقطة احداثياتها  و cos ; sin.A Ax y   .تنتمي له 

 البرهان على مجموعات النقط

عم  متعامد و متااس المزود بم المس توي المركبفي  خالية:   , ,o u v نعتبر النقطA ،B وC قط ثلاث ن، 

     Az لاحقةA وBz لاحقةB .وCz لاحقةC   : لدينا 

  لاحقة الشعاعAB هي A Bz z  : و طويلته ،   A BA z zB   

      , arg. . 2.B Ai AB z z   

    ., arg 2. ..B C

A C

z z
CA CB

z z


 
  

 
 

 

من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط
0   . Aa z z z(    :a  0وz معلوم انمركب انعدد)ان غير معدومين. 

 

ذا كان  -0 1aا   : مجموعة النقط هي دائرة مركزها النقطةA  و نصف قطرها
0r z. 

 : 10البرهان

1a   : ذن ا 
0   Az zz   

نعتبر 
0z  وM نقطة لاحقتهاz  وA لاحقتها Az   : و منه   A Az z M   

ذن :  AMا   و هي تعين معادلة دائرة مركزهاA  و نصف قطرها.  

ذا كان  -0 1aا   : مجموعة النقط هي دائرة مركزها النقطةE  لاحقتهاAz

a
0zو نصف قطرها  

r
a

.      

 :  10 البرهان

لدينا : 
0   . Aa z z z   : 0و منه   . Az

a z
a

z
 

 





0aو بما أأن : و       : ذن  0ا   Az
a z

a
z

 
  





 

 0و بالتالي :   Az
z

a a

z
 ذن هي دائرة مركزها Azلاحقتها  Eالنقطة ، و هي من شكل العبا ة السابقة ا 

a
و نصف  

0zقطرها 
r

a
 . 

 من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط      A Bkz z z z:   (k   وA Bz z ) 
 



 

ذا كان  -0 0kا   : مجموعة النقط هي دائرة مركزها النقطةA  و نصف قطرها
Br z.      

 :  01البرهان 
0kلدينا:     : ذن  ا       A Bz z z     : نعم  أأن ،       B Bz z  :و منه       A Bz z z 

ذن :   10و هذا يرجعنا ا لى مجموعة النقط  قم  و نصف قطرها  Aالنقطة دائرة مركزهامجموعة النقط هي ا 
Br z.      

ذا كان  -0 1kا   : مجموعة النقط هي المس تقيم المحوي للقطعة المس تقيمة AB. 

 :  01البرهان 
1kلدينا:     : ذن  ا       A Bz z z z   

 و منه :   Bz لاحقتها Bو   Az لاحقتها Aو  zنقطة لاحقتها Mنعتبر  A Az z M   

 و   B Bz z M     : و بالتاليAM BM لقطعة و هي تعين معادلة مس تقيم حوو ي ل AB  

ذا كان  -0 1kا    : مجموعة النقط هي المس تقيم المحوي للقطعة المس تقيمة AB . : حيث B  لاحقتهاBz . 

 :  01البرهان 
1kلدينا:      : ذن  ا       A Bz z z z      عام  مشترك نجد:  -، نـأأخذ      ( ) A Bz z z z   

 و منه :      (1 ) A Bz z z z       : و بالتالي      ( ) A Bz z z z  

Bبوضع :  Bz z     :نجد       A Bz z z z   المس تقيم المحوي للقطعة فهيي   01و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم

المس تقيمة AB   : و بما أأنB Bz z     : فا نB  نظيرة B . بالنس بة لمبدأأ المعم 

ذا كان  -0 kا   1 وk  : مجموعة النقط هي المس تقيم المحوي للقطعة المس تقيمة AE.  E نقطة لاحقتهاBz

k
  

 :  01البرهان 

 لدينا :       A Bkz z z z  : 0و بما أأنk     : ذن  ا       B
A

z
z z zk

k

 
  

 
 

 و منه :       B
A

z
kz z z

k
   1: ، و بما أأنk   : ذن  ا       B

A

z
z z z

k
 

المس تقيم المحوي للقطعة المس تقيمةفهيي   10و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم  AE   : حيثE  نقطة لاحقتهاBz

k
 

ذا كان -0 1k ا   : للقطعة المس تقيمة مجموعة النقط هي دائرة قطرها 1 2G G  :1 ، حيثG  مرجح الجملة

 ( ,1),( , )A B k   2وG  مرجح الجملة ( ,1),( , )A B k.  

 :  01البرهان 

 لدينا :       A Bkz z z z  : 0و بما أأنk     : ذن  ا       B
A

z
z z zk

k

 
  

 
 

 و منه :       B
A

z
kz z z

k
   

Bzلاحقتها Eو   Az لاحقتها Aو  zنقطة لاحقتها Mنعتبر

k
 و منه :     A Az z M   

 و   B Ez M
z

k
    : و بالتاليAM k EM   : بتربيع الطرفين نجد 

2 22
AM k EM  



 

و منه : 
2 22

0AM k EM     : ذن ا     0AM k EM AM k EM    

1بما أأن :  0k   1نعتبرG :مرجح الجملة ( ,1),( , )A E k  :و منه  11AM k EM k G M    

1و بما أأن :  0k     2نعتبرG :مرجح الجملة ( ,1),( , )A E k  :و منه  21AM k EM k G M   

بالتعويض نجد:    1 21 1 0k k G M G M      : و بما أأن  1 1 0k k     

ذن :  ا 
1 2 0G M G M    و هي تعين معادلة دائرة قطرها ، 1 2G G. 

)0من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط )( )A Az z z z z  :               (0z عدد مركب معلوم).           

و نصف قطرها  A النقطة دائرة مركزها مجموعة النقط هي -0
0r z.  

 :  01البرهان 

  0( )( )A Az z z z z     ، : 2و بما أأن
( )( )A A Az z z z z z      : ذن 2ا 

0Az z z  

 و منه :   Az لاحقتها Aو  zنقطة لاحقتها Mنعتبر  A Az z M    : و نضع
0z  

بالتعويض : 
2

AM    : و بما أأن  : ذن موجب ا  
22

AM  

Brو نصف قطرها  Aالنقطة دائرة مركزهامجموعة النقط هي و منه :  z.      

argمن المس توي حيث :  Mمجموعة النقط B

A

z z

z z


 
 

 
    : 

 

ذا كان  -0 0ا  2k   :  المس تقيممجموعة النقط هي( )AB قطعة المس تقيمةباس تثناء ال AB. 

 :  10البرهان 

   0 2k    :يعني أأنarg 0B

A

z z

z z

 
 

 
Bzحيث :       z   وAz z 

و منه:   Bz لاحقتها Bو  Az لاحقتها Aو  zنقطة لاحقتها Mنعتبر arg , 0B

A

z z
MA MB

z z

 
  

 
 

لا تنتمي للقطعة المس تقيمة Mفي اس تقامية و النقطة Bو M،Aو بالتالي النقط AB 

)المس تقيممجموعة النقط هي و منه :  )AB قطعة المس تقيمةباس تثناء ال AB. 
ذا كان  -01 2kا     :  قطعة المس تقيمةالمجموعة النقط هي AB باس تثناء النقطتينA وB  

 :  01البرهان 

2k     :يعني أأنarg B

A

z z

z z


 
 

 
Bzحيث :      z   وAz z 

و منه:   Bz لاحقتها Bو  Az لاحقتها Aو  zنقطة لاحقتها Mنعتبر arg ,B

A

z z
AM BM

z z


 
  

 
 

تنتمي للقطعة المس تقيمة Mفي اس تقامية و النقطة Bو M،Aو بالتالي النقط AB 

قطعة المس تقيمةالمجموعة النقط هي و منه :  AB باس تثناء النقطتينA وB. 

ذا كان  -00 0ا  k   : مجموعة النقط هي المس تقيم( )AB باس تثناء النقطتينA وB              



 

 :  00البرهان 

 0 k     : يعني أأنarg 0B

A

z z

z z

 
 

 
argأأو    B

A

z z

z z


 
 

 
Bzحيث :     z   وAz z 

arg 0B

A

z z

z z

 
 

 
)المس تقيمهي   10وع ا لى مجموعة النقط  قم رج، و بال  )AB قطعة المس تقيمةباس تثناء ال AB.  

argأأو  B

A

z z

z z


 
 

 
قطعة المس تقيمةالهي  01ا لى مجموعة النقط  قم  ،و بالرجوع  AB باس تثناء النقطتينA وB. 

)اتحاد المجموعتين هو المس تقيم )AB باس تثناء النقطتينA وB. 

ذا كان -00 2ا 
2

k


   : مجموعة النقط هي نصف دائرة قطرها AB تمسح القوسBA  في الاتجاه المباشر

                   Bو Aباس تثناء النقطتين

 :  12البرهان 

 2
2

k


    : يعني أأنarg
2

B

A

z z

z z

 
 

 
Bzحيث :    z   وAz z 

 ،   Bz لاحقتها Bو  Az لاحقتها Aو  zنقطة لاحقتها Mنعتبر

و منه:  arg ,
2

B

A

z z
MA MB

z z

 
  

 
                                               B                   A 

0MA و بالتالي :  MB    تعين نصف دائرة قطرها هي، و AB باس تثناء النقطتينA وB. 

و هو النصف من الدائرة تكون الزاوية 
2


. 

بما أأن المس توي موجه فا ن في نصف الدائرة الزاوية  : ملاحظة
2


و في النصف الآخر الزاوية  

2


 

ذا كان  -00 2ا 
2

k


    : مجموعة النقط هي نصف دائرة قطرها AB تمسح القوسAB  في الاتجاه

    .Bو Aباس تثناء النقطتينالمباشر 

 :  00البرهان 

2
2

k


     : يعني أأنarg
2

B

A

z z

z z

 
  

 
Bzحيث :    z   وAz z 

 ،   Bz لاحقتها Bو  Az لاحقتها Aو  zنقطة لاحقتها Mنعتبر

و منه:  arg ,
2

B

A

z z
MA MB

z z

 
  

 
                                            B                   A 

0MA و بالتالي :  MB    دائرة قطرها تعين نصف هي، و AB باس تثناء النقطتينA وB. 

و هو النصف من الدائرة تكون الزاوية 
2


 

ذا كان   -00 ا 
2

k


   :  دائرة قطرهامجموعة النقط هي AB باس تثناء النقطتينA وB  

M 

M 



 

 :  14البرهان 

2
k


    : يعني أأنarg

2

B

A

z z

z z

 
 

 
argأأو   

2

B

A

z z

z z

 
  

 
Bzحيث :  z   وAz z 

arg
2

B

A

z z

z z

 
 

 
هي نصف دائرة قطرها .00ا لى مجموعة النقط  قم و بالرجوع   AB باس تثناءA وB. 

argو
2

B

A

z z

z z

 
  

 
دائرة قطرها نصفهي  00و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم   AB باس تثناءA وB. 

دائرة قطرهااتحاد المجموعتين هو  AB باس تثناء النقطتينA وB. 

B:  من المس توي حيث  Mالنقط وعةمجم

A

z z
L

z z





      ( B Az z  و Az z ) 

)              على الشكل الجبري:     Lنكتب ) ( )

( ) ( )

B B B B B

A A A A A

z z x iy x iy x x y y i
L

z z x iy x iy x x y y i

      
  

      
 

                                                                            
  
  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

B B A A

A A A A

x x y y i x x y y i

x x y y i x x y y i

     


     
 

2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

A B A B A B A B A B B A B A A B

A A A A

x y x x x y y y x x y y y y x x x y x y x y
i

x x y y x x y y

           


     
 

 . الرسم يكون كما يلي : Bو Aمهما كانت النقطتين

 

 

 

 

ذا كان -00 )المس تقيممجموعة النقط هي  : حقيقي  L ا  )AB باس تثناء النقطةA. 

 :  00 البرهان

L : حقيقي يعني أأنIm( ) 0L    : و منه
2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B B A B A A B

A A

y y x x x y x y x y

x x y y

    


  
 

)و بالتالي :   ) ( ) 0A B B A B A A By y x x x y x y x y           2و 2( ) ( ) 0A Ax x y y    

Bبما أأن:  Az z : ذن 0B ا  Ax x   0وA By y    س تقيمو منه المعادلة هي معادلة م 

) في المعادلة نجد: Aالنقطة حداثيات با  نعوض  ) ( ) 0A B B A B A A By y x x x y x y x y      

0Aو منه:  A B A B A A A B A A By x y x x y x y x y x y        : و منهA .تنتمي للمس تقيم 

)   : في المعادلة نجد Bالنقطة حداثيات با  نعوض  ) ( ) 0A B B A B A A By y x x x y x y x y      

0Aو منه:  B B B B B A B B A A By x y x x y x y x y x y        : و منهB .تنتمي للمس تقيم 

2و بما أأن :  2( ) ( ) 0B Bx x y y      : ذن Azا  z  النقطة و بالتالي سس تثنيA  من المس تقيم 

)المس تقيممجموعة النقط هي أأخيرا :  )AB باس تثناء النقطةA. 

ذا كان  -00 )مجموعة النقط هي المس تقيم حقيقي موجب :  Lا  )AB القطعة المس تقيمة  باس تثناء النقطة AB . 

 

 

 

                                     A 

                                                                   B 



 

 :  00البرهان 

L : حقيقي موجب يعني أأنIm( ) 0L    وRe( ) 0L    : و منه

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B B A B A A B

A A

y y x x x y x y x y

x x y y

    


  
و  

2 2

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B A B A B A B

A A

x y x x x y y y x x y y

x x y y

      


  
 

 أأولا :
2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B B A B A A B

A A

y y x x x y x y x y

x x y y

    


  
 

)و بالتالي :   ) ( ) 0A B B A B A A By y x x x y x y x y           2و 2( ) ( ) 0A Ax x y y    

Bبما أأن:  Az z : ذن 0B ا  Ax x   0وA By y   و منه المعادلة هي معادلة مس تقيم 

 ثانيا : 
2 2

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B A B A B A B

A A

x y x x x y y y x x y y

x x y y

      


  
 

ذن :  2المقام موجب ا  2 ( ) ( ) 0A B A B A B A Bx y x x x y y y x x y y        

 و هذه تعين النقط الموجودة خا ج الدائرة.

ذن مجموعة النقط هي النقط التي  ةتنتمي ا لى المس تقيم و التي تكون خا ج الدائرة. و بالتالي هي المس تقيم باس تثناء القطعا  AB  

ذا كان -00 القطعة المس تقيمةمجموعة النقط هي  : حقيقي سالب  L ا  AB باس تثناء النقطةA. 

 :  17البرهان 

L : حقيقي سالب يعني أأنIm( ) 0L    وRe( ) 0L    : و منه

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B B A B A A B

A A

y y x x x y x y x y

x x y y

    


  
و  

2 2

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B A B A B A B

A A

x y x x x y y y x x y y

x x y y

      


  
 

 أأولا :
2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B B A B A A B

A A

y y x x x y x y x y

x x y y

    


  
 

)و بالتالي :   ) ( ) 0A B B A B A A By y x x x y x y x y           2و 2( ) ( ) 0A Ax x y y    

Bبما أأن:  Az z : ذن 0B ا  Ax x   0وA By y   و منه المعادلة هي معادلة مس تقيم 

 ثانيا : 
2 2

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B A B A B A B

A A

x y x x x y y y x x y y

x x y y

      


  
 

ذن :  2المقام موجب ا  2 ( ) ( ) 0A B A B A B A Bx y x x x y y y x x y y        

 تعين النقط الموجودة داخ  الدائرة.و هذه 

ذن مجموعة النقط هي النقط التي تنتمي ا لى المس تقيم و التي تكون داخ  الدائرة. و بالتالي هي القطعة المس تقيمة ا  AB 

دائرة قطرهامجموعة النقط هي  :  صرف تخيلي Lذا كان ا   -00 AB باس تثناء النقطتينA وB  

 : 18 البرهان

L  يعني أأن : تخيليRe( ) 0L       : و منه
2 2

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B A B A B A B

A A

x y x x x y y y x x y y

x x y y

      


  
 



 

 و بالتالي:
2 2 ( ) ( ) 0A B A B A B A Bx y x x x y y y x x y y          2و 2( ) ( ) 0A Ax x y y     

نحسب : 
2 2

4

a b
c


  

2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 4 4
( )

4 4

A B A B A B A B A B A B
A B A B

x x y y x x y y x x y y
x x y y

       
   

                                              

2 2 2 2 2 2( 2 2 4 4

4

A B A B A B A B A B A Bx x x x y y y y x x y y      
 

                             

2 2 2 2 2 2 2 22 2 ( ) ( )

4 4

A B A B A B A B A B A Bx x x x y y y y x x y y       
  

Bبما أأن:  Az z : ذن 0A ا  Bx x   0وB Ay y          : و منه
2 2( ) ( )

0
4

A B A Bx x y y  
 

ذن هي معادلة دائرة مركزها  ,ا  ,
2 2 2 2

A B A Ba b x x y y


    
     
   

منتصف القطعة ، نلاحظ أأن   AB  

منه قطرها و  AB. 

2و بما أأن :  2( ) ( ) 0A Ax x y y      : ذن Azا  z  و بالتالي سس تثني النقطةA  .من الدائرة 

ذا كان  -00 دائرة قطرها نصف مجموعة النقط هي :تخيلي موجب  Lا  AB باس تثناء النقطةA.فوق القطعة ( AB ) 

 : 19 البرهان

L يعني أأن :  موجب تخيليRe( ) 0L   وIm( ) 0L      : و منه
2 2

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B A B A B A B

A A

x y x x x y y y x x y y

x x y y

      


  
 

و 
2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B B A B A A B

A A

y y x x x y x y x y

x x y y

    


  
 

أأولا : 
2 2

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B A B A B A B

A A

x y x x x y y y x x y y

x x y y

      


  
 

 و بالتالي:
2 2 ( ) ( ) 0A B A B A B A Bx y x x x y y y x x y y          2و 2( ) ( ) 0A Ax x y y     

ذن هي معادلة دائرة مركزها  ,ا  ,
2 2 2 2

A B A Ba b x x y y


    
     
   

منتصف القطعة ، نلاحظ أأن   AB  

و منه قطرها  AB. 

2و بما أأن :  2( ) ( ) 0A Ax x y y      : ذن Azا  z  و بالتالي سس تثني النقطةA  .من الدائرة 

 ثانيا : 

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B B A B A A B

A A

y y x x x y x y x y

x x y y

    


  
   

ذن :  )المقام موجب ا  ) ( ) 0A B B A B A A By y x x x y x y x y      

 و هي تعين النقط التي تكون فوق المس تقيم .



 

ذن مجموعة النقط هي النقط التي تنتمي ا لى الدائرة  و التي تكون فوق المس تقيم. و بالتالي  ة قطرهادائر  نصفا  AB  باس تثناء

) فوق القطعة.Aالنقطة AB .) 

ذا كان  -01 نصف دائرة قطرهامجموعة النقط هي  تخيلي سالب : Lا  AB باس تثناء النقطةAتحت القطعة (. AB ) 

 : 01 البرهان

L يعني أأن :  موجب تخيليRe( ) 0L   وIm( ) 0L   : و منه 

   
2 2

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B A B A B A B

A A

x y x x x y y y x x y y

x x y y

      


  
 

و 
2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B B A B A A B

A A

y y x x x y x y x y

x x y y

    


  
 

أأولا : 
2 2

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B A B A B A B

A A

x y x x x y y y x x y y

x x y y

      


  
 

 و بالتالي:
2 2 ( ) ( ) 0A B A B A B A Bx y x x x y y y x x y y          2و 2( ) ( ) 0A Ax x y y     

ذن هي معادلة دائرة مركزها  ,ا  ,
2 2 2 2

A B A Ba b x x y y


    
     
   

منتصف القطعة ، نلاحظ أأن   AB  

و منه قطرها  AB. 

2و بما أأن :  2( ) ( ) 0A Ax x y y      : ذن Azا  z  و بالتالي سس تثني النقطةA  .من الدائرة 

 ثانيا : 

2 2

( ) ( )
0

( ) ( )

A B B A B A A B

A A

y y x x x y x y x y

x x y y

    


  
   

ذن :  )المقام موجب ا  ) ( ) 0A B B A B A A By y x x x y x y x y      

 و هي تعين النقط التي تكون تحت المس تقيم .

ذن مجموعة النقط هي النقط التي تنتمي ا لى  رة قطرهادائ نصفالدائرة  و التي تكون تحت المس تقيم. و بالتالي ا  AB  باس تثناء

) تحت القطعة.Aالنقطة AB .) 

من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط arg 2Akz z k      :( زاوية معلومة وk)عدد مركب غير معدوم  
 

ذا كان  -00 1kا   مجموعة النقط هي نصف المس تقيم : AM باس تثناءA  لاحقتهاAz  :حيث ،

 , 2i AM k  . 

 : 00 البرهان

ذا كان :  1kا    : ذن ا  arg 2Az z k     : يعني أأن , 2i AM k   

متغيرة  ا ذن هي نصف مس تقيم zلاحقتها Mثابتة ، و النقطة الزاوية  AM باس تثناءA. 

 لأنه لا يوجد عمدة لعدد معدوم. Aسس تثني النقطة  ملاحظة :

ذا كان  -00 1kا     :نصف المس تقيم مجموعة النقط هي A M باس تثناءA   لاحقتهاAz  :حيث ،

 , 2i A M k     . 

 : 00 البرهان



 

ذا كان :  1kا     : ذن ا  arg 2Az z k      عام  مشترك :  –نأأخذ arg ( 1)( ) 2Az z k     

 و منه : arg( 1) arg ( ) 2Az z k           : و بما أأن arg( 1)    : ذن  ا 

 arg 2Az z k        : و بالتالي arg 2Az z k       :حيثA   لاحقتهاAz. 

مجموعة النقط هي نصف المس تقيم 00ع ا لى مجموعة النقط  قم و رجو بال A M باس تثناءA   لاحقتهاAz  :حيث ،

 ,i A M    . 

ذا كان  -00 ا  1,1k     :نصف المس تقيم مجموعة النقط هي A M باس تثناءA   لاحقتهاAz

k
، حيث:  

 , 2i A M q k      و arg 2k q k  

 : 00 البرهان

ذا كان :  ا  1,1k     : ذن ا  arg 2Akz z k      

argعام  مشترك :  kنأأخذ  2Az
k z k

k
 

  
    

  
)argو منه :    ) arg 2Az

k z k
k

 
 

    
 

 

argو بالتالي :  arg( ) 2Az
z k k

k
 

 
    

 
    

بوضع : arg k q  وA
A

z
z

k
       : ذن ا  arg 2Az z q k     

 . 00نرجع ا لى مجموعة النقط  قم 

مجموعة النقط هي نصف المس تقيمو منه  A M باس تثناءA   لاحقتهاAz

k
، حيث:   , 2i A M q k      و 

 arg 2k q k  
من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط arg Akz z k     :( زاوية معلومة وk)عدد مركب غير معدوم    

 

ذا كان  -00 1kا    :المس تقيم مجموعة النقط هي  AM النقطة باس تثناءA  لاحقتهاAz  :حيث ، ,i AM . 

 : 00 البرهان

ذا كان  1kا     : و منه arg Az z k      ما  عدد زوجي kعدد فردي أأو  k، ا 

عدد فردي نجد:  kمن أأج  arg Az z       2نطرح  : نجد arg Az z     

مجموعة النقط هي نصف المس تقيم 00بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم و  AM باس تثناءA  لاحقتهاAz  :حيث ،

 ,i AM   . 

عدد زوجي نجد:  kمن أأج  arg 2Az z       ، هي نصف مجموعة النقط  00بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم و

المس تقيم AM باس تثناءA  لاحقتهاAz  :حيث ، ,i AM . 

ذن :   المس تقيم مجموعة النقط هيمجموعة النقط هي اتحاد المجموعتين ا  AM النقطة باس تثناءA  لاحقتهاAz  :حيث ،

 ,i AM . 

ذا كان  -00 1kا     :المس تقيم مجموعة النقط هي AM النقطة باس تثناءA    لاحقتهاAz :حيث ،

 , 2i A M k     . 



 

 : 00 البرهان

ذا كان  1kا      : و منه arg Az z k     عام  مشترك :  - ،نأأخذ arg ( 1)( ( )Az z k      

Aنضع :  Az z     : و لدينا : و منهarg( 1)    :ذن ا  arg Az z k      

ما    عدد زوجي kعدد فردي أأو  kا 

عدد فردي نجد:  kمن أأج  arg Az z     ، مجموعة النقط هي نصف  00بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم و

المس تقيم A M باس تثناءA   لاحقتهاAz  :حيث ، ,i A M  . 

عدد زوجي نجد:  kمن أأج  arg Az z       ، هي نصف مجموعة النقط  00بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم و

المس تقيم A M باس تثناءA   لاحقتهاAz  :حيث ، ,i A M    . 

ذن :   المس تقيم مجموعة النقط هيمجموعة النقط هي اتحاد المجموعتين ا  A M النقطة باس تثناءA   لاحقتهاAz   :حيث ،

 ,i A M    . 

ذا كان  -00 ا  1,1k     :المس تقيم مجموعة النقط هي AM النقطة باس تثناءA    لاحقتهاAz

k
، حيث:  

 , 2i A M q k      و arg 2k q k  

 : 00 البرهان

ذا كان  ا  1,1k      : و منه arg Akz z k    نأأخذ ،k  : عام  مشترك نجد

arg Az
k z k

k
 

  
    

  
)argو منه : ،    ) arg Az

k z k
k

 
 

    
 

)arg، بوضع :    )k q  

Aو بوضع : 
A

z
z

k
   :ذن ا  arg Az z q k     

ما    عدد زوجي kعدد فردي أأو  kا 

عدد فردي نجد:  kمن أأج  arg Az z q     ، مجموعة النقط هي نصف  00بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم و

المس تقيم A M باس تثناءA   لاحقتهاAz

k
، حيث:   , 2i A M q k      و arg 2k q k  

عدد زوجي نجد:  kمن أأج  arg Az z q       ، مجموعة النقط هي  00بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم و

نصف المس تقيم A M باس تثناءA   لاحقتهاAz

k
، حيث:   ,i A M q    . 

ذن :   المس تقيم مجموعة النقط هيمجموعة النقط هي اتحاد المجموعتين ا  A M النقطة باس تثناءA   لاحقتهاAz

k
، حيث:  

 ,i A M q    . 

من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط   arg argA Az z z z      : 
 

 حيث:.Aباس تثناء Aالمس تقيم الموازي لحام  حوو  الووال  و الما  بالنقطةنصف  مجموعة النقط هي -00

 , 0 2i AM k  

 : 00 البرهان



 

لدينا :    arg arg 2A Az z z z k         ، : بالتعويض نجد   arg arg 2A Az z z z k     

و منه :  2arg 2Az z k    نجد :  0نقسم الطرفين على arg Az z k    : و هذا يعني أأن 

فردي :  kمن أأج  ,i AM   حوو  الووال  باس تثناء النقطةحام  يوازي  هي تعين نصف المس تقيمA . 

زوجي :  kو من أأج  , 0i AM  حوو  الووال  باس تثناء النقطةحام  يوازي  هي تعين نصف المس تقيمA . 

المس تقيممجموعة النقط هي و منه  AM  الما  بالنقطة و حوو  الووال حام  يوازيA  باس تثناء النقطةA. 

من المس توي حيث :  Mمجموعة النقط   arg argA Bz z kz z      : 
 

ذا كان  -00 1kا    :المس تقيم مجموعة النقط هي AB  النقطتينباس تثناءA وB . 

 : 00 البرهان

ذا كان  1kا    : فا ن   arg argA Bz z z z         : و منه   arg arg 0 2A Bz z z z k     

Bzمن أأج  z  ذن arg: ا  0 2A

B

z z
k

z z


 
  

 
مجموعة النقط هي المس تقيم 10و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم   

( )AB باس تثناء القطعة المس تقيمة AB. 

ذا كان  -00 1kا     : قطعة المس تقيمةالمجموعة النقط هي AB  باس تثناء النقطتينA وB  لاحقتهاBz. 

 : 00 البرهان

ذا كان  1kا     : فا ن   arg argA Bz z z z       : و منه   arg arg ( 1)( )A Bz z z z      

ذن :  ا    arg arg( 1) arg ( )A Bz z z z       

)argلدينا :   1) 2k      :و بوضعB Bz z    : ذن ، ا    arg arg 2A Bz z z z k      

Bzمن أأج  z   نجد :arg 2A

B

z z
k

z z
 



 
  

 
 قطعةالمجموعة النقط هي   01و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم   

المس تقيمة  AB  باس تثناء النقطتينA وB . 

ذا كان  -01 kا  i  دائرة قطرها: مجموعة النقط هي نصف AB  تمسح القوسAB   باس تثناء في الاتجاه المباشر

Bو Aالنقطتين  لاحقتهاBiz. 

 : 01 البرهان

ذا كان kا  i فا ن:   arg argA Bz z iz z    

:    عام  مشترك نجد iنأأخذ   arg arg ( )( ( )A Bz z i z iz       

)argلدينا :  ) 2
2

i k


    :و بوضعB Bz iz    : ذن ، ا    arg arg 2
2

A Bz z z z k


     

و منه :    arg arg 2
2

A Bz z z z k


       

Bzمن أأج  z   نجد :arg 2
2

A

B

z z
k

z z






 
  

 
نصف دائرة قطرها هي 00و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم   

 AB  باس تثناء النقطتينA وB   و هو النصف من الدائرة تكون الزاوية
2


 في الاتجاه المباشر 



 

ذا كان  -00 kا  i مجموعة النقط هي نصف دائرة قطرها : AB  تمسح القوسB A  باس تثناء في الاتجاه المباشر

Bو Aالنقطتين  لاحقتهاBiz.  

 : 00 البرهان

ذا كان kا  i فا ن:   arg argA Bz z iz z     

:    عام  مشترك نجد iنأأخذ   arg arg ( )( ( )A Bz z i z iz       

)argلدينا :  ) 2
2

i k


      :و بوضعB Bz iz   : ذن ، ا    arg arg 2
2

A Bz z z z k


     

و منه :    arg arg 2
2

A Bz z z z k


        

Bzمن أأج  z   نجد :arg 2
2

A

B

z z
k

z z






 
   

 
نصف دائرة قطرها هي 00و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم   

 AB  باس تثناء النقطتينA وB   و هو النصف من الدائرة تكون الزاوية
2


 في الاتجاه غير المباشر 

iمن المس توي حيث :  Mمجموعة النقط

Az z ke  :   ( زاوية متغيرة وk غير معدوم عدد حقيقي معلوم ) 
 

ذا كان -00 0k ا   :  النقطة دائرة مركزهامجموعة النقط هيA  و نصف قطرهاk.  

 : 00 البرهان

i لدينا : 

Az z ke     : بالمرو  ا لى الطويلةi

Az z ke     : و منه
Az z k  

0kبما أأن :     : ذن ا 
Az z k    

 .kو نصف قطرها  Aالنقطة دائرة مركزهاهي فهيي   10و بالرجوع ا لى مجموعة النقط 

ذا كان  -00 0kا   : مجموعة النقط هي دائرة مركزها النقطةA  و نصف قطرهاk.     

 : 00 البرهان

iلدينا :  

Az z ke     : بالمرو  ا لى الطويلةi

Az z ke     : و منه
Az z k  

 .kو نصف قطرها  Aالنقطة دائرة مركزهاهي فهيي   10و بالرجوع ا لى مجموعة النقط 

iمن المس توي حيث :  Mمجموعة النقط

Az z ke  :  (Az و عدد مركب معلوم زاوية معلومة وk يتغير على.) 
 

ذا كان -00 يمسح k ا 


نصف المس تقيم مجموعة النقط هي:    AM  النقطةباس تثناءA  لاحقتهاAz.  و الذي يحقق

 , 2i AM k   

 :  00 البرهان

ذا كان  يمسح kا 


ذن     0kا      :و منهi

Az z ke     : و بالتاليi

Az z ke     : و هذا يعني أأن 

arg( ) 2Az z k      ذن : مجموعة النقط هي نصف المس تقيم  00و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم ا  AM 

. و الذي يحقق Azلاحقتها  Aباس تثناء النقطة , 2i AM k   
 

ذا كان -00 يمسح k ا 


نصف المس تقيم وعة النقط هي: مجم  AM  النقطةباس تثناءA  لاحقتهاAz.  و الذي يحقق

 , 2i AM k     

 : 00 البرهان



 

ذا كان  يمسح kا 


ذن     0kا      : و منهi

Az z ke     عام  مشترك و بالتالي :  –و يمكن أأخذ
i

Az z k e      : 1و لدينا ie     : بالتعويض ،( )i

Az z k e      : و هذا يعني أأن 

arg( ) 2Az z k        ذن : مجموعة النقط هي نصف المس تقيم  00و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم ا  AM 

. و الذي يحقق Azلاحقتها  Aباس تثناء النقطة , 2i AM k   
 

ذا كان -00 المس تقيم مجموعة النقط هي:  يمسح k ا  AM  النقطةباس تثناءA  لاحقتهاAz   : حيث ، 

 , 2i AM k   

 : 00 البرهان

ذا كان  ما :     يمسح kا  ذن ا  0kا      0أأوk   

0kمن أأج  :     

iو منه:  

Az z ke     : و بالتاليi

Az z ke     : و هذا يعني أأنarg( ) 2Az z k      

ذن : مجموعة النقط هي نصف المس تقيم  00و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم  ا  AM باس تثناء النقطةA  لاحقتهاAz و .

الذي يحقق  , 2i AM k   

0kمن أأج  :   

iو منه :  

Az z ke     عام  مشترك و بالتالي :  –و يمكن أأخذi

Az z k e      : 1و لدينا ie     ،

)بالتعويض :  )i

Az z k e      : و هذا يعني أأنarg( ) 2Az z k        

ذن : مجموعة النقط هي نصف المس تقيم  00و بالرجوع ا لى مجموعة النقط  قم  ا  AM باس تثناء النقطةA  لاحقتهاAz و .

الذي يحقق  , 2i AM k     ، 

النقط هي المس تقيمو مجموعة النقط هي اتحاد مجموعتي النقط السابقتين و بالتالي : مجموعة  AM باس تثناء النقطةA  لاحقتها

Az    : حيث ، , 2i AM k  . 

 


