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íèçÞ^m :àŠ£<êÞ^Î…‡                                                                                        íé‰]…‚Ö]<íßŠÖ] :2018<I2019  
ífÃÖ] :<íéfè†Ÿ<Ýç×Â                                                                                       ì‚¹] :3<l^Â^‰<<Ì’Þæ< <

<<<<<l^é•^è†Ö]<ì^Ú<»<è†Ÿ<á^vjÚc< <
< <

°éÖ^jÖ]<°Âç•ç¹]<‚u_<…^j−<á_<x¹]<î×Â :< <

•ç¹]{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{Ùæù]<Åç< <

  

 نقط)4( : التمرين الأول

IJÖ]<jÃÞ<íÖ]‚𝑓<<î×Â<íÊ†Ã¹]ሾ1; ∞ሾ<ê×è<^ÛÒ  :𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 1  √𝑥 െ 1< <
<æሺ𝐶ሻ<‹Þ^rjÚ<æ<‚Ú^ÃjÚ<Ü×ÃÚ<±c<hçŠßÚ<ëçjŠÚ<»<êÞ^éfÖ]<^ã×én³ሺ𝑂; 𝚤; 𝚥ሻ<<ÙçŞÖ]<ì‚uæ2cm<JÐv×¹]<»<îŞÃÚ 

II. ሺ𝑢୬ሻ<<î×Â<íÊ†ÃÚ<íéÖ^jjÚ íÎøÃÖ^e<<<<<𝑢 ൌ ହ

ସ
<<<<æ𝑢୬ାଵ ൌ 𝑓ሺ𝑢୬ሻ. 

_.Þ_<Äq]Ö^e<àâ†ef<‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<ä<êÃén V 

<<<1 2nu  

hJ<îßvß¹]< Ù^ÛÃj‰^eሺ𝐶ሻéÏjŠ¹]< æÜሺ∆ሻ<<íÖ^Ã¹]< æƒ𝑦 ൌ 𝑥<<î×Â< Ü×ÂJ
<æ‚£]<Ø‘]çËÖ]<…ç¦𝑢ଷ , 𝑢ଶ , 𝑢ଵ , 𝑢<J 

l.  <íéÖ^jj¹]<Çi<å^Ÿ]<Ùçu<^ßéÛ¡<Ä•ሺ𝑢୬ሻ<<H 

J<ÔßéÛ¡<ív‘<°e<Üm 

pJ  ¹]<á_<sjßj‰]<íéÖ^jjሺ𝑢୬ሻ<Jíe…^ÏjÚ< <

III. jÃÞ<<íéÖ^jj¹]ሺ𝑣ሻ¹]<î×Â<íÊ†Ã𝑁ê×è<^ÛÒV 

                :𝑣୬ ൌ lnሺ𝑢୬ െ 1ሻ 

_.<á_<àâ†eሺ𝑣ሻ<^ã‰^‰_<íé‰‚ßâ<íéÖ^jjÚ<<<<<ଵ

ଶ
<J 

h.<<gjÒ_𝑣୬<<Üm𝑢୬<<íÖ÷‚en<J<íéÖ^jj¹]<íè^ãÞ<sjßj‰cሺ𝑢୬ሻ<J 

t.<<íÖ÷‚e<gŠu_n<ÅçÛ] 𝑆 ൌ 𝑣  𝑣ଵ  𝑣ଶ  ⋯  𝑣<J 

êÞ^nÖ]<àè†ÛjÖ] :<E5D¼ÏÞ< <
1( <‹Þ^rj¹]æ<‚Ú^Ãj¹]<Ü×Ã¹]<±c<hçŠßÚ<ð^–ËÖ]൫𝑂; 𝚤; 𝚥; 𝑘ሬ⃗ ൯<<¼ÏßÖ]<jÃÞ<HC,B,A<æDoéu : 

𝐴ሺ1; 0; 3ሻ<H𝐵ሺ1; 2; 4ሻ<H𝐶ሺ0; 0; 2ሻ<H𝐷ሺ3; 4; 1ሻ<J< <

_(  <°éÏéÏ£]<àè‚ÃÖ]<°Âβæ α<<Å^ÃÖ]<áçÓè<îju𝑛ሬ⃗ ሺ2; α; െβሻ<<ëçjŠÛ×Ö<êÛ¾^Þሺ𝐴𝐵𝐶ሻJ 

h(  <ëçjŠÛ×Ö<íéi…^Óè<íÖ^ÃÚ<‚qሺ𝐴𝐵𝐶ሻ<<J 

_D  <á^èçjŠ¹]<jÃÞሺ𝑃ሻ<<æሺ𝑄ሻ^jÖ^ÃÚJ<<géiÖ]<î×Â<^Ûâ 𝑧 ൌ 2 െ 𝑥<æ𝑦 ൌ 2𝑧 െ 2𝑥 െ 4 

h(  <°èçjŠ¹]<á_<°eሺ𝑃ሻ<<æሺ𝑄ሻ<á]‚Ú^ÃjÚ<ÜéÏjŠÚ<ÐÊæ<Hሺ∆ሻäÖ<^éŞé‰æ<øén³<°éÃi<g×ŞèJ 

<íŞÏßÖ]<°e<íÊ^Š¹]<gŠu_D{qD<jŠ¹]<æ<ÜéÏሺ∆ሻJ< <
2( ሺ𝑆ሻ<<^âˆÒ†Ú<Ö]<ì†ÓÖ]<xŞ‰D<æ¹]‰^Ûí<<<ëçjŠÛ×Öሺ𝑄ሻ<J 

_(  <ì†ÓÖ]<xŞŠÖ<íéi…^Óè<íÖ^ÃÚ<gjÒ_ሺ𝑆ሻJ 

h(  <ìˆéÛ¹]<†‘^ßÃÖ]æ<íÃéfŞÖ]<‚q<<¼ÏÞ<íÂç<Ä^Ïiሺ𝑃ሻ<<æሺ𝑆ሻJ 

3( <°ÂሺΓሻ<<¼ÏßÖ]<íÂçÛ¥M<ÐÏ <Ö]<ð^–ËÖ]<àÚ : 

 .ሺ 1  eሻฮ2𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑀𝐶ሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൌ 2ฮ2𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑀𝐶ሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ<<<E𝑒<D<ëféßÖ]<Üjè…^Æç×Ö]<Œ^‰_<±c<ˆÚ†è 

< <

2 3 4 5 6 7
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3

0 1
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y

<ívË‘1<<àÚ5
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t oÖ^nÖ]<àè†ÛjÖ] :<E4D¼ÏÞ< <

<gÒ†¹]<ëçjŠ¹]¹]<‹Þ^rj¹]æ<‚Ú^Ãj¹]<Ü×Ã¹]<±c<hçŠßሺ𝑂; 𝑢ሬ⃗ ; �⃗�ሻ<J< <
ÏßÖ]<jÃÞ¼C æ 𝐵H𝐴<<<^ãÏu]çÖ<Ö]𝑧 ൌ െ1 <H<<z ൌ 2  𝑖 <<æ<<<𝑧 ൌ െ𝑖<J< <

1( <gÒ†¹]<‚ÃÖ]<gjÒ_ఽିి

ాିి
<<<o×n¹]<íÃéf<sjßj‰]<Üm<ê‰ù]<ØÓÖ]<î×ÂABC  

2( <†^f¹]<äe^j×Ö<ífÒ†¹]<ì…^fÃÖ]<°ÂS<<åˆÒ†Ú<ë„Ö]C<<<Ùç¬<æB<<±cA<<<<J 

3( <íŞÏßÖ]<jÃÞD<<ì¿ÞB<<±c<ífŠßÖ^eC<<íŞÏßÖ]<æE<ì…ç‘D<äe^jÖ^e<<†^f¹]S<J 

_(  <°Â𝑍ୈ<<íÏu÷D<á_<ÐÏ <Üm  :zா ൌ 1 െ 2𝑖<<<éuo<zா<<íÏu÷E<J 

h(  <êÂ^e†Ö]<íÃéf<‚uADEB<J 

4( ሺΓሻ<<¼ÏßÖ]<íÂçÛ¥M<<íÏuøÖ]<l]ƒ<ëçjŠ¹]<àÚzV 

ሺ𝑘𝜖ℤ   ሻ;𝑎𝑟𝑔ሺ𝑧 െ 𝑧ሻ െ 𝑎𝑟𝑔ሺ𝑧 െ 𝑧ሻ ൌ గ

ଶ
 2𝑘𝜋<J< <

<íŞÏßÖ]<á_<ÐÏ C<<±c<êÛjßiሺΓሻ<<íÂçÛ]<íÃéf<‚u<Üm<HሺΓሻ<J<^ãòÞ_<æ 

Äe]†Ö]<àè†ÛjÖ] :E7D¼ÏÞ< <
I. ]‚Ö]<jÃÞÖí<g<<Ù^]<î×Â<íÊ†Ã¹]ሿ1, ∞ሾ<{e : 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻଶ െ 2 lnሺ𝑥 െ 1ሻ 

1. <íÖ]‚Ö]<l^è^ãÞ<gŠu_g<J^ãËè†Ãi<íÂçÛ¥<Í]†_<‚ßÂ 
2. <íÖ]‚Ö]<l]Çi<Œ…_g<J^ãi]Çi<Ùæ‚q<óÞ_<Üm 
3. <ì…^c<sjßj‰]g(x) <<Ù^]<î×Âሿ1, ∞ሾ<J 

II. <íÖ]‚Ö]<jÃÞf <<<Ù^]<î×Â<íÊ†Ã¹]ሿ1, ∞ሾ<<{e<<<<<V :𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
௫ିଵ

ଶ


ଵା୪୬ሺ௫ିଵሻ

௫ିଵ
 

æ<൫C൯<»<êÞ^éfÖ]<^ã×én³¹]<Ü×Ã¹]<æ<‚Ú^Ãj¹]‹Þ^rjሺ𝑂; 𝚤; 𝚥ሻ<<<<ì‚uçÖ]E2cm<JD< <

1- gŠu_<< 
1

lim
x

f x


<<<gŠu_<Üm<íréjßÖ]<^éÞ^ée<†ŠÊ<H lim
x

f x


<J 

2- <ØÒ<Øq_<àÚ<äÞ_<°ex<<àÚሿ1, ∞ሾ  <<<<<<<<<<<V𝑓′ሺ𝑥 ሻ ൌ
ሺ௫ሻ

ଶሺ௫ିଵሻమ 

<<<<<íÖ]‚Ö]<Çi<å^Ÿ]<sjßj‰]f<J<^ãi]Çi<Ùæ‚q<ØÓ<Üm< <

3- <ÜéÏjŠ¹]<á_<°eሺ∆ሻ<íÖ^Ã¹]<æƒ<<<𝑦 ൌ ଵ

ଶ
𝑥 െ ଵ

ଶ
<<<<îßvßÛ×Ö<Øñ^Ú<h…^ÏÚ൫C൯<<íéÃ•æ<‚u<Üm<H൫C൯<<{Ö<ífŠßÖ^eሺ∆ሻJ 

- ì‚éuæ<íŞÏÞ<‚qçi<äÞ_<°eB<<<îßvß¹]<^ãéÊ<ØfÏè൫C൯<º<Œ^ሺΓሻ<{Ö<^è‡]çÚሺ ∆ሻ<<Œ^Û¹]<íÖ^ÃÚ<gjÒ_<ÜmሺΓሻJ 

4- <îßvß¹]<á_<°e൫C൯<<^ãj×‘^Ê<ì‚éuæ<íŞÏÞ<»<Ø‘]çËÖ]<…ç¦<ÄŞÏèα<<oéu1.34 ൏ 𝛼 ൏ 1.35 

5- <óÞ_ሺΓሻ<<Hሺ∆ሻ<<<H൫C൯J 

6- <íÖ]‚×Ö<íé×‘_<Ù]æ<çqæ<…†ef<<Ù^]<î×Âሿ1, ∞ሾ<J<^ãßéÂ<Üm<H 

7 - gŠu_<{e2cm<<ÚŠ<îßvß¹]<°e<…ç’]<ˆé£]<íu^൫C൯<<íÖ^Ã¹]<æƒ<ÜéÏjŠ¹]<H𝑦 ൌ
ଵ

ଶ
𝑥 െ

ଵ

ଶ
<<<æ

íÖ^Ã¹]<ëæƒ<°ÛéÏjŠ¹] :𝑥 ൌ 𝑒ିଵ  1<<æ𝑥 ൌ 2<J< <

                                                                     JÙæù]<Åç{{{{•ç¹]<íè^ãÞ 
•ç¹]{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{Ö]<ÅçÞ^n{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{ê< <

VÙæù]<àè†ÛjÖ]E<3.5<D¼ÏÞ< <
الʽؔس ثلاث ؗرات  في  مʧ سʨداء ،لانفرق بʻʽها عʻد اللʺس نʴʶب عʨʷائʽا 3كرات بʽʹاء  وȑʨʱʴǽ6 صʻدوق على  

  آن واحد .تعʢى الʱʻائج على شȞر ʶؗر غʽر قابل للإخʱزال .
1. ʱʺر الʰʱائي نعʨʷر العʽغX .ةȃʨʴʶʺاء الʹʽʰب عدد الؔرات الʴة سʽل عʺلȞǼ Șیرف ȑالذ  
  .  Xعʧʽ قʦʽ الʺʱغʽر العʨʷائي-أ

  .ʽXر العʨʷائي أحʶب الأمل الرȄاضʽاتي للʺʱغثX، ʦعرف قانʨن إحʱʺال الʺʱغʽر العʨʷائي -بـ 

‘<ívË2<<àÚ5< <
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  كʺایلي :3Uو 2Uو  1U. نʨزع الؔرات الʶʱع على ثلاثة أكʽاس مʱʺاثلة 2
رت1U  ʧʽكرة بʽʹاء  و ؗرتʧʽ سʨداوʧȄ للʽؔس  رة سʨداء وؗ   .3Uكرات بʽʹاء للʽؔس 3و   2Uـ بʽʹاوʧȄ للʽؔسوؗ

 تان في آن واحد .نفرض أن الأكʽاس لها نفس إحʱʺالنʱʵار عʨʷائʽا ʽؗس مʧ بʧʽ الأكʽاس الʲلاثة ونʴʶب مʻه ؗر 
  الإخʽʱار.
  ."سʴب ؗرتʧʽ سʨداوA   :" ʧȄ الʴادثة : إحʱʺال أ)أحʶب

  ."سʴب ؗرتʧʽ بʽʹاوB": ʧȄالʴادثة بـ) أحʶب إحʱʺال 
ʨس جـ) ماهʽؔال ʧم ʧʽل ؗرتʨʸʴال الʺʱ1إحU ن .علʺا أنʨي اللʱلفʱʵهʺا م  

VêÞ^nÖ]<àè†ÛjÖ]E<<5<¼ÏÞ<D< <
<gÒ†¹]<ëçjŠ¹]¹]‹Þ^rjÚ<æ<‚Ú^ÃjÚ<Ü×ÃÚ<±c<hçŠß ; ,O u v

 
J< <

1<á^fÒ†¹]<á]‚ÃÖ]<°ÂJ<æV<oé
2 8

2 2

i

i i

 
 
   


   

><æJ<géiÖ]<ï^Âالعددان المرافقان لـ  ومع    <

2J<¼ÏßÖ]<jÃÞA<HB<HC<HH<æI<géiÖ]<î×Â<^ãi^Ïu÷< <
<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<Az i<<H<<<<<<<<<<<2Bz i  <<<H<<<<<<<<<<<<<<<<<<<3Cz  <H<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<3 4Hz i  <<<<<<<<<<<<<H<<<<<1Iz i  <J< <

D_nÚ<¼ÏßÖ]<ØA<HB<HC<HH<æI<Ü×Ã¹]<» ; ,O u v
 

<J< <

<°ÂD<{e æ<ífŠÞ <‹éÎ<íèæ]‡]†^f¹]<äe^jÖS<<åˆÒ†Ú<ë„Ö]B<íŞÏßÖ]<Ùç¬æA<<íŞÏßÖ]<±cC<J< <
°ÂD{qGzíŞÏßÖ]<íÏu÷G<o×n¹]<ØÏm<ˆÒ†ÚABC<J< <

2¢]<ØÓÖ]<î×Â<gjÒ_D_<D<ëB C

H A

z z

z z




<á^ÛéÏjŠ¹]<á_<sjßj‰c<ÜmH AHæ BCJ<á]‚Ú^ÃjÚ< <

á_<°e<<D{eH<o×n¹]<l^Â^Ëi…c<êÎøi<íŞÏÞ<êâABCJ< <
3D<<<<¼ÏßÖ]<á_<°eG<<<HH<<<æI<Ïj‰c<»<íéÚ^J< <

<<<<<msjßj‰c<Ü<êŞÏÞ<Øèç <çqæh<Ùç¬G<±cI<J<ìˆéÛ¹]<å†‘^ßÂ<°éÃi<g×Şè< <

4D <¼ÏßÖ]<íÂçÛ¥M<íÏuøÖ]<l]ƒ<ëçjŠ¹]<àÚz<<Voéu5 i
Iz z e  <J< <

ÐÏ D_<<íŞÏßÖ]<á_A<±c<êÛjßi <<J< <

á_<°eD{e <^âˆÒ†Ú<ì†ñ]<êâI<<g×Şè<J<^â†ŞÎ<Ì’Þ<°éÃi< <

<á_<ÐÏ <D{qBæC<<ì†ñ]‚Ö]<±c<á^éÛjßi <á_<sjßj‰c<ÜmJIíŞÏÞ<êâ<êÎøi<o×n¹]<…æ^¦ABC<J< <

<D<°ÂÖ]<ìˆéÛ¹]<†‘^ßÃÖ]æ<íÃéfŞ{Ö  <ì†ñ]‚Ö]<ì…ç‘ <†^f¹]<äe^jÖ^eS<J< <

^nÖ]<<àè†ÛjÖ]EVoÖ5J4D¼ÏÞ< <
‹Þ^rj¹]<æ<‚Ú^Ãj¹]<Ü×Ã¹]<±c<hçŠß¹]<ð^–ËÖ]<»<jÃÞ ; , ,O i j k

  
<¼ÏßÖ] 1;0;4A H 3; 4;2B  

æI<íÃŞÏÖ]<Ì’jßÚ A BJ< <

1àÓjÖD S<¼ÏßÖ]<íÂçÛ¥M<Voéu<ð^–ËÖ]<àÚ2 2 2MA MB AB J< <

<_I<<á_<°e SJ^â†ŞÎ<Ì’Þæ<^âˆÒ†Ú<°éÃi<g×Şè<ì†Ò<xŞ‰< <

<{eIÖ^Ã¹]<á_<ÐÏ <{Ö<íéi…^Óè‚Ö]<í SV<êâ2 2 2 2 4 6 5 0x y z x y z      < <

2D P<<V<äjÖ^ÃÚ<ð^–ËÖ]<àÚ<ëçjŠÚ3 4 1 0x y z   <<<<<J< <

<<_I<<°Â³^éŞé‰æ<øén<ëçjŠÛ×Ö P<ØÛè<ë„Ö]Aæ<]<°Â^ÃÖ^e<äqç¹ 2;1; 4u  


æ 3;2; 1v 


.   

sjßj‰c<Üm<á_<<ëçjŠ¹] P   2معادلته هي 5 0x y z      .< <

<<<{{eI<°èçjŠ¹]<á_<°e P<æ P<<ÐÊæ<á^Ã^ÏjÚÜéÏjŠÚ <°éÃi<g×ŞèHøén³éŞé‰æ^<<<äÖJ< <

<<<{qI<á_<ÐÏ JíŞÏßÖ]A<ÜéÏjŠ¹]<±c<êÛjßi J< <
< <

<ívË‘3<<àÚ5
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t 3D<<_<I<<_<°e<ëçjŠ¹]<á Q <íÖ^Ã¹]<æƒ2 2 6 0x y z   <^º<çâ{Ö<Œ S<<íŞÏßÖ]<»A.< <

<<<<<{eI<‰csjßj<ŞÏÞ<l^ém]‚ucí<ÜéÏjŠ¹]<Ä^Ïi <æ Q<J<< <

4D<»<Øu
3<<Øéâ^]<l]ƒ<í×Û¢]x<Hy<<<æzV<<<<<<<<

2 4 2 10 0

3 4 1 0

2 2 6 0

x y z

x y z

x y z

   
    
    

 

VÄe]†Ö]<àè†ÛjÖ]E7D¼ÏÞ 

<VÙæù]<ðˆ¢]<<<<àÓjÖf<î×Â<íÊ†Ã¹]<íÖ]‚Ö]<VŽ{e<<  1 2
1

2 1x
f x x

e
   


< <

<<<<<<<<àÓéÖ<æ fC<»<êÞ^éfÖ]<^ã×én³<ëçjŠ¹]<¹]<±c<hçŠß¹]Ü×Ã<¹]j‚Ú^Ã<‹Þ^rj¹]<æ ; i, j
 

OJÙçŞÖ]<ì‚uæ<2cm< <

1( <<_D<<<àÚ<á]<ÐÏ _êÏéÏu<‚Â<ØÒ<ØqxV<<<<<<<  1 2
1

2 1

x

x

e
f x x

e
   


.  << 

D<{eá_<sjßj‰cf<J<íè†Ê<íÖ]< <
è^ãÞ<gŠu_<D<{q<<íÖ]‚Ö]f‚ßÂ<Üm<<‚ßÂ<<<J 

2( D<_<<äÞ_<°e<êÏéÏu<‚Â<ØÒ<Øq_<àÚx<<<H 
2

1 1

2 1

x

x

e
f x

e

      
J 

<D{e<Œ…_<<íÖ]‚Ö]<Çi<å^Ÿcf<^ãi]Çi<Ùæ‚q<ØÓ<ÜmJ<<J< <

<Ù^]<àÚ<êÏéÏu<‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<äÞ_<sjßj‰cD<{q 0;<<<<<V
2 1

1
1 2x

x
e

 


<<<<J< <

3( gŠu_<<D_  1
lim 1

2x
f x x



    
<Üm‰c<á_<sjßj fCØñ^Ú<h…^ÏÚ<ÜéÏjŠÚ<ØfÏè<‚ßÂ<JäjÖ^ÃÚ<°éÃi<g×ŞèJ 

{eD<<<á_<°e<]<îßvß¹ fCØñ^Ú<h…^ÏÚ<ÜéÏjŠÚ<ØfÏè<<†}a <‚ßÂjÖ^ÃÚ<°éÃi<g×Şèä<J< <

q<íéÃ•æ<Œ…_D{ fC<ÜéÏjŠ¹]<±cífŠßÖ^e <<íÖ^Ã¹]<æƒ
1

1
2

y x  <<J< <

4( ÜéÏjŠ¹]<óÞ_ <æ <îßvß¹]æ fCJ 
5( m êÏéÏu<¼é‰æ<<¼é‰çÖ]<<ÜéÎ<gŠu<^éÞ^ée<Î^ÞJ<<^Ú^³<gqçÚm<Ö^Ã¹]<Ùç×u<‚ÂVí<<<<<<<<<<<<<<<

   1 ln 1 2 0xm e      
6( <àÓéÖ<<æ<J<gqçÚ<êÏéÏu<‚Â S <Ú‚]<ëçjŠ¹]<àÚ<<ˆé£]<íu^Š<<îßvß¹^e fC<æ <<°ÛéÏjŠ¹]

<^ÛãéjÖ^ÃÚ<àè„×Ö]0x <æx <J< <

_I<<<<<àÂ<Â S <<<<íÖ÷‚e<J<gŠu_<<Üm lim S
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