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المركبة الأعداد مجموعة u
u
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.. 1
مقدمة

المعادلات لحلول عامة صيغة إيجاد من (D F) فيرو دال الإيطالي العالم تمكّن السادسعشرميلادي، القرن أوائل في
: xм + ax = b الشكل على التي الثالثة2) الدرجة (المعادلاتمن التكعيبية1

x =
ת

ʸ
b − ʵbл + 4aм/27

2 +
ת

ʸ
b + ʵbл + 4aм/27

2
على الصيغة هذه بتطبيق (B) بومبيلي العالم قام السادسعشر)، القرن أواخر (في الإكتشاف هذا من سنين بعد و

: ليجد xм − 15x = 4 المعادلة
x = ת

ʶ2 − 11√−1 + ת
ʶ2 + 11√−1

معرّفة). غير السالبة الأعداد 1−√(جذور الرمز يمثّل ماذا نعلم لا لأنّنا لها معنى لا الكتابة هذه و
: أنّ للحساب3) الإعتيادية القواعد (باستخدام لاحظبومبيلي أخرى، جهة من

2ڂ − ڃ1−√
м

= 2 − 11√−1 و 2ڂ + ڃ1−√
м

= 2 + 11√−1

x = ת

ʷ2ڂ − ڃ1−√
м

+ ת

ʷ2ڂ + ڃ1−√
м

= 2 − √−1 + 2 + √−1 = الأخير4 في ليجد
لها! حلّ x = 4 أنّ وجد xм − 15x = 4 المعادلة بالتعويضفي و

.ʫ4, −2 − √3, −2 + √3ʬهي المعادلة هذه حلول مجموعة استخلصأنّ أعمق، بدراسة و
مشروع»: و «طبيعي تساءل أمام نفسه فوجد

البسيطة؟ المعادلة لهذه حقيقية كلّها حلول للتعبيرعن ”تخيلية“ رموز استعمال تبرير كيفيمكن

المطروحة المسألة تحليل 1.I
،𝛼 < سالب0 حقيقي عدد لكلّ فإنّه حقيقي، عدد كأنّه الحسابو في معه تعاملنا إذا 1−و مربّعه ı عدد يوجد أنّه تخيلنا إذا

: يكون
توقعه. يمكن ما علىخلاف الثانية ليس و الثالثة الدرجة المعادلاتمن حلول البحثعن عند مرة لأول المركبة 1ظهرتالأعداد

الرابعة. و الثالثة الدرجة للمعادلاتمن عامة دراسة 387 الملحقبصفحة 2في

. ўپ + џתٿ = ўת + мўשџ + мўџש + џת : الشهيرة بالمتطابقة 3نذكّر

𝟯
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المطروحة المسألة تحليل .1.I

ځı√−𝛼ڀ
л = ıл ځ𝛼−√ڀ

л = − (−𝛼) = 𝛼

علىهذا الحسابالإعتيادية قواعد بتطبيق لأنفسنا سمحنا إذا لكن و السالبة. الأعداد جذور مشكلة حللنا قد نكون هكذا و
: مثل معقّدة جِدّ أعداد أو кл − √3ı 2ı−أو مثل الأعداد، من مُعتبرًا ăنخترع»كما» فإنّنا ،ı التخيلي العدد

𝜆 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

ڄ
1 − 2ı
2 − 5ıڅ

−л
− ڄ

1 − ı
3 + 2ıڅ

ڄ
2 − ı5
2ıс څ

л
+ ڂ

−ı
3 + 2ıڃ

м

⎞⎟⎟⎟
⎠

н

... خلافذلك نجدها كثب، عن النظر تمعناّ إذا لكن التّعقيد، غاية في الأمور تبدو الأولى، للوهلة

الوحدة التخيلي(أو العدد ı و حقيقيان عددان b و aبحيث a + ıbالشكل من عدد كلّ مركّبا4 نسمّيعددا : 1 تعريف
.ıл = −1 الذييحقق التخيلية)5

ℂ = ʫa + ıb ; a,b ∈ ℝʬ : المركّبة الأعداد مجموعة ℂإلى بـِ نرمز

.(ℂ المجموعة إلى تنتمي (أي مركبة 2ı−أعداد و 1 + ı ،e + ı 7√׬ ،𝜋 ،√2 ،12 ،−1 ،0 الأعداد : 1 أمثلة

القسمة؟ الضربو الطرح، الجمع، : الأعداد علىهذه العملياتالأساسية لكنكيفيُمكنإجراء تعقيد لايوجد الآن، لحدّ
: مركب6 عدد مركبينهو عددين فرق أو مجموع : الجواببسيط الطرح، و للجمع بالنسبة
(a + ıb) + aດڀ + ıbດځ = aڀ + aດځ + ı bڀ + bດځ (𝟏)

(a + ıb) − aດڀ + ıbດځ = aڀ − aດځ + ı bڀ − bດځ (𝟐)

:ıл = −1 الخاصية الإعتبار بعين أخذنا إذا للضرب بالنسبة الأمر كذلك و

(a + ıb) aດڀ + ıbດځ = aaດ + aıbດ + ıbaດ + ıлbbດ = aaດ + ı abດڀ + baດځ − bbດ

: أي
(a + ıb) aດڀ + ıbດځ = aaດڀ − bbດځ + ı abດڀ + aດbځ (𝟑)

لكن حقيقيًا. عددًا مقامه نجعل أن يكفي ، مركّب عدد شكل على السابق الكسر لكتابة ؟ aດ + ıbດ

a + ıb : القسمة عن ماذا و
كيفذلك؟

: إذًا حقيقي، عدد هو و (a + ıb) (a − ıb) = aл + bл أنّ نلاحظ
aດ + ıbດ

a + ıb = aດڀ + ıbດځ (a − ıb)
(a + ıb) (a − ıb) = aaດڀ + bbດځ + ı abດڀ − aດbځ

aл + bл

أي
aດ + ıbດ

a + ıb =
چ
aaດ + bbດ

aл + bл ڇ
+ ı

چ
abດ − aດb
aл + bл ڇ

(𝟒)

.𝛼, 𝛽 ∈ ℝ مع 𝛼 + ı𝛽 الشكل من هو و

.(3 − ı) + (5 + 2ı) = (3 + 5) + ı (−1 + 2) = 8 + 1 × ı = 8 + ı • : 2 أمثلة

حقيقي. عدد كأيّ Ѹ مع التعامل بإمكاننا أنّه مسبقًا 6فرضنا

𝟰

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

I
المركبة الأعداد مجموعة .I

.(3 − ı)л = 3л − 2 × 3ı + ıл = 9 − 6ı − 1 = 8 − 6ı •

.3 − ı
1 + ı = (3 − ı) (1 − ı)

(1 + ı) (1 − ı) = 3 − 3ı − ı + ıл
1л − ıл

= 2 − 4ı
2 = 1 − 2ı •

الأعداد مجموعة أنشأنا قد نكون حقيقي، عدد كأيّ الحساب في باستعماله و ıл = بحيث1− ı عدد باختراع القول: خلاصة
نفس من أعدادًا تُنتج عليها القسمة) الضربو الطرح، (الجمع، العملياتالأساسية و ،a,b ∈ ℝ مع a + ıb الشكل من

الشكل.
... المركّبة الأعداد مجموعة إْنشاء تمّ هكذا

أنّ أي a + 0ı الشكل من هو a حقيقي عدد كلّ فإنّ كيفي a ∈ ℝ و b = 0 بأخذ و ، 0 × ı = 0 أنّ نلاحظ المجموعة في
. ℝ ⊂ ℂ

سالب) عدد هو الإشارة مختلفينفي عددين جداء موجبو عدد هو نفسالإشارة من عددين الإشارات(جداء قاعدة لكن
لكنفيالمجموعة موجباً يكون أيعدديجبأن مربّع أنّ الإشاراتتستلزم فقاعدة : المركبة الأعداد فيمجموعة تفقدصحتها
1−أي ≤ 0 فإنّ 1 ≥ 0 كان (إذا موجبينمعاً يكونا أن يمكن لا بالتالي و (−1 = ıл و 1 = 1л) مربّع 1−هو و من1 ℂكلّ

تناقضأيضاً). هذا و 1л ≤ أي0 1 ≤ 0 1−فإنّ ≥ 0 كان إذا و تناقض؛ هذا و ıл ≤ 0

معنى! >ليسلها ،≤ ،> ،≥ الرموز المركبة، الأعداد مجموعة في u

! تُغتفر لا جريمة تُعدّ إمتحان ورقة في z ≥ 3 − ı الشكل من كتابة بالتالي و

: مثلاً تناقضات، إلى بنا يؤدي لأنّه به يُنصح لا هذا و سالبة أعداد جذور كتابة نفوسنا لنا ل تُسوِّ قد ⧏ : 1 ملاحظة
1 = √1 = ʵ−1 (−1) = ı√−1 = iл = −1

⧐

لا a + ıb = aດ + ıbດ المساواة أنّ نلاحظ : المركبة للأعداد أدقّ تعريف إعطاء سنحاول الإلتباسات، هذه للتخلّصمن
aڀ − aດځ

л = منه a − aດ = ı bດڀ − bځ فإنّ a + ıb = aດ + ıbດ كان إذا لأنّه b = bດ و a = aດ كان إذا إلاّ تتحقّق
.b = bດ و a = aດ كان إذا إلاّ الحقيقية الأعداد مجموعة في يتحقّق لا هذا −و bດڀ − bځ

في هو a + ıbمركّب عدد أي أنّ إعتبار يمكن ،(a,b)المرتّب الزوج وحيدة بصفة و يقابله a + ıbالمركّب العدد أنّ بما و
هو ما aحقيقي عدد أيّ أنّ و (0, الزوج(1 يمثّل ı التخيلية الوحدة أنّ و الحقيقية، الأعداد من (a,b)مرتّب زوج الحقيقة

.(a, الزوج(0 إلاّ
ف نعرِّ التي و (a,b) المرتبة الحقيقية ℝлللأزواج المجموعة بكونها المركبة الأعداد تعريفمجموعة يمكن المُنطلَق، هذا من

: يلي الضربكما و الجمع عمليتي فيها
(a,b) + ځaດ,bດڀ = aڀ + aດ,b + bດځ

(a,b) × ځaດ,bດڀ = aaດڀ − bbດ,abດ + aດbځ
تجميعيتان تبديليتان، فهما الضرب: و للجمع بالخواصالإعتيادية تتمتعان العمليتين هاتين أنّ سهولة بكل و التحقّق يمكن

للضرب). بالنسبة مقلوب(نظير ليسله الذي الوحيد هو (0, الزوج(0 و الجمع، على توزيعي الضرب و
: نجد بساطة بكلّ و (a,b) × (x,y) = ځaດ,bດڀ المعادلة حلّ يكفي زوجين، قسمة حاصل لإيجاد

ځaດ,bດڀ
(a,b) =

چ
aaດ + bbດ

aл + bл , ab
ດ − aດb

aл + bл ڇ

𝟱
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: لدينا b و a الحقيقيان العددان يكن مهما ذلك، إلى بالإضافة
(a,b) = (a, 0) + (0, 1) × (b, 0)

السابقة فالمساواة ،ıالتخيلي العدد هو (0, الزوج(1 أنّ و ،b الحقيقيينaو العددين يمثلان (b, 0) و (a, الزوجين(0 أنّ بما و
.a + ıb الشكل يُكتبعلى (a,b)مركّب عدد كلّ أنّ تٌثبت

.zالمركب الجبريللعدد تُسمّىالشكل z = a + ıb الكتابة : 2 تعريف
.a = Re(z)نكتب و z للعدد الحقيقي الجزء هو a

.b = Im(z)نكتب و التخيّلي7 جزؤه هو b و
حقيقي. z أنّ نقول معدوماً، z للعدد التخيّلي الجزء كان إذا

تخيّليصرِف. z أنّ نقول معدوماً، z للعدد الحقيقي الجزء كان إذا

الجبري الشكل هي الكتابة هذه أنّ نفرضضِمنياً فإنّنا z = a+ ıb«المركب «العدد نتحدّثعن عندما ⧏ : 2 ملاحظة
فإنّ حقيقيًا، كلاهما) (أو b و aالعددين أحد يكن لم إذا أي الفرضية، غيابهذه في حقيقيان. عددان b و a أنّ أي z للعدد
. y = ı و x = لأجل1 Reخاطئة (x + ıy) = x : العلاقة مثلاً خاطئة، تُصبح المركبة بالأعداد المتعلقة النتائج من الكثير

⧐

: أنّ إثبات السّهل من
Re (zк + zл) = Re (zк) + Re (zл) و Im (zк + zл) = Im (zк) + Im (zл)

: عامة بصفة و

: لدينا مركبة. أعدادًا zѫ ،⋯ ، zл ، zк لتكن و طبيعيا عدداً n ≥ 2 ليكن : 1 مبرهنة

Re (zк + zл + ⋯ + zѫ) = Re (zк) + Re (zл) + ⋯ + Re (zѫ) •1
Im (zк + zл + ⋯ + zѫ) = Im (zк) + Im (zл) + ⋯ + Im (zѫ) •2

: n ≥ الطبيعي2 العدد على بالتراجع •1 البرهان.
مركبين. عددين zл = aл + ıbл و zк = aк + ıbк ليكن : n = 2 •

Re (zк + zл) = bк + bл منه zк + zл = (aк + aл) + ı (bк + bл) لدينا
.Re (zк + zл) = Re (zк) + Re (zл)أي

: n + 1 لأجل صحيحة أنهّا لنثبت و nيساوي أو من أصغر طبيعي عدد لكلّ صحيحة نفرضالخاصية •

Re zкڀ + zл + ⋯ + zѫ + zѫ+кځ = Re ڀ (zк + zл + ⋯ + zѫ) + zѫ+кځ
= Re (zк + zл + ⋯ + zѫ) + Re ځzѫ+кڀ

منه n الرتبة حتى صحيحة الخاصية التراجع، حسبفرضية
Re (zк + zл + ⋯ + zѫ) = Re (zк) + Re (zл) + ⋯ + Re (zѫ)

أي

Re zкڀ + zл + ⋯ + zѫ + zѫ+кځ = Reڀ (zк) + Re (zл) + ⋯ + Re (zѫ) ځ + Re ځzѫ+кڀ
= Re (zк) + Re (zл) + ⋯ + Re (zѫ) + Re ځzѫ+кڀ

.n ≥ طبيعي2 عدد لكل صحيحة فالخاصية بالتراجع، البرهان مبدأ حسب

𝟲
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:nالطبيعي العدد على بالتراجع •2
مركبين. عددين zл = aл + ıbл و zк = aк + ıbк ليكن : n = 2 •

Im (zк + zл) = bк + bл منه zк + zл = (aк + aл) + ı (bк + bл) لدينا
.Im (zк + zл) = Im (zк) + Im (zл)أي

: n + 1 لأجل صحيحة أنهّا لنثبت و nيساوي أو من أصغر طبيعي عدد لكلّ صحيحة نفرضالخاصية •

Im zкڀ + zл + ⋯ + zѫ + zѫ+кځ = Im ڀ (zк + zл + ⋯ + zѫ) + zѫ+кځ
= Im (zк + zл + ⋯ + zѫ) + Im ځzѫ+кڀ
منه n الرتبة حتى صحيحة الخاصية التراجع، حسبفرضية

Im (zк + zл + ⋯ + zѫ) = Im (zк) + Im (zл) + ⋯ + Im (zѫ)
أي

Im zкڀ + zл + ⋯ + zѫ + zѫ+кځ = ڀ Im (zк) + Im (zл) + ⋯ + Im (zѫ) ځ + Im ځzѫ+кڀ
= Im (zк) + Im (zл) + ⋯ + Im (zѫ) + Im ځzѫ+кڀ

.n ≥ طبيعي2 عدد لكل صحيحة فالخاصية بالتراجع، البرهان مبدأ حسب

فإنّ z = x + ıy كان إذا : السابقة النتيجة على تعتمد أخرى بطريقة النتيجة هذه إثبات يمكن ⧏ : 3 ملاحظة
: منه Im (z) = − Re (ız) و Re (z) = Im (ız) منه ız = ı (x + ıy) = −y + ıx

Im (zк + zл + ⋯ + zѫ) = − Re (ı (zк + zл + ⋯ + zѫ))
= − Re (ızк + ızл + ⋯ + ızѫ)
= − Re (ızк) − Re (ızл) − ⋯ − Re (ızѫ) السابقة) النتيجة (حسب
= Im (zк) + Im (zл) + ⋯ + Im (zѫ)

المطلوب هو ⧏و
■

Im (zк ⋅ zл) Reو≠ (zк ⋅ zл) ≠ Re (zк)⋅Re (zл) العامة zлعددينمركبينفإنهفيالحالة zкو كان إذا ⧏ : ملاحظة4
عدداً z ∈ ℂ و حقيقيًا عدداً 𝜆 ∈ ℝ كان إذا لكن، . zл = ı و zк = ı بأخذ ذلك من التحقق يمكن و Im (zк) ⋅ Im (zл)

.ℂالضربفي تعريفعملية من خاصة حالة هو و Im (𝜆z) = 𝜆 Im (z) و Re (𝜆z) = 𝜆 Re (z) فإنّ ⧏مركبا

: بمعنى التخيّليان، جزءاهما تساوى و الحقيقيان جزءاهما تساوى إذا فقط و إذا مركبان عددان يتساوى : 2 مبرهنة
: فإنّ مركبين، عددين zл = aл + ıbл و zк = aк + ıbк كان إذا

zк = zл ⟺ aк = aл و bк = bл

: لدينا .bк ≠ bл نفرضأنّ .zк = zлبحيث مركبين عددين zл = aл + ıbл و zк = aк + ıbк ليكن البرهان.
zк = zл ⟺ aк + ıbк = aл + ıbл ⟺ aк − aл = ı (bл − bк)

تناقض! هذا و ı ∈ ℝأي ı = aк − aл
bл − bк

فإنّ bл − bк ≠ 0 أنّ بما و

.aк = aл منه بالضرورة. bк = bл أنّ يعني هذا
aк − aл = ı (bл − bк) ⟹ (aк − aл)л = − (bл − bк)л : أنّ ملاحظة أيضاً (يمكن

■ .(bк = bл و aк = aл كان إذا إلا الحقيقية الأعداد مجموعة في يتحقق لا هذا و

𝟳
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مركب عدد مرافق 2.I
تعريف 1.2.I

هو و a − ıbالمركب العدد لعبه الذي الدور رأينا ، (a + ıbالمركب العدد (مقلوب 1
a + ıb لإيجاد و السابقة، الفقرة في

هندسية. أو كانت جبرية الخواصالهامة من بكثير يتمتع عدد

.«z barre» نقرأ و z = a − ıbحيث zالمركب العدد z = a + ıbحيث zالمركب العدد نسميمرافق : 3 تعريف

: التالية النتائج لدينا السابق، التعريف إلى إستنادًا

مترافقان. z و z العددين أن نقول و z = z •1

.Re (z) = z + z
2 أي z + z = 2a •2

.Im (z) = z − z
2ı أي z − z = 2ıb •3

.z ⋅ z = aл + bл •4
.z = z ⟺ حقيقي z •5

.z + z = 0 ⟺ تخيليصرف z •6

خواص 2.2.I
: لدينا .zດ = aດ + ıbດ و z = a + ıbحيث مركبان عددان zດ و z

.z − zດ = z − zດ و z + zດ = z + zດ •1 : 3 مبرهنة

.z × zດ = z × zດ •2

.(z ≠ 0 (مع ڄ
1
zڅ = 1

z •3

.(zດ ≠ 0 (مع ڂ
z
zດڃ = z

zດ •4

.n ∈ ℤصحيح عدد لكل (zѫ) = (z)ѫ •5

: لدينا •1 البرهان.
z + zດ = (a + ıb) + aດڀ + ıbດځ = (a + aດ) + ı bڀ + bດځ

= aڀ + aດځ − ı bڀ + bດځ = (a − ıb) + aດڀ − ıbດځ
= z + zດ

𝟴
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و

z − zດ = (a + ıb) − aດڀ + ıbດځ = (a − aດ) + ı bڀ − bດځ
= aڀ − aດځ − ı bڀ − bດځ = (a − ıb) − aດڀ − ıbດځ
= z − zດ

: جهة من لدينا •2

z ⋅ zດ = (a + ıb) aດڀ + ıbດځ
= aaດڀ − bbດځ + ı abດڀ + aດbځ
= aaດڀ − bbດځ − ı abດڀ + aດbځ

: أخرى جهة من و

z ⋅ zດ = (a − ıb) aດڀ − ıbດځ
= aaດڀ − bbດځ − ı abດڀ + aດbځ

ڄ.
1
zڅ = 1

z منه و z × ڄ
1
zڅ = zڄأي1 × 1

zڅ = 1 : لدينا •3

ڂ.
z
zດڃ = zڄ × 1

zດڅ = z × ڄ
1
zڅ = z × 1

zດ = z
zດ : لدينا •4

: بالتراجع n ∈ ℕ لأجل نثبتصحتها البداية في •5

.(u ≠ 0 كان إذا uй = 1 : أنّ نذكّر و 0й = 1 إصطلاحًا (نضع n = 1 و n = 0 لأجل صحيحة الخاصية •

.n = 2 لأجل صحيحة فالخاصية ځzлڀ = z × z = z × z = (z)л •

جداء): مرافق خاصية (باستخدام لدينا .n من الأصغر الطبيعية الأعداد لكل صحيحة نفرضالخاصية •

(zѫ) = zѫ−к × z = ځzѫ−кڀ × z

منه ځzѫ−кڀ، = (z)ѫ−к التراجع لكنحسبفرضية
(zѫ) = ځzѫ−кڀ × z = (z)ѫ−к × z = (z)ѫ

: السالبة الصحيحة الأعداد لأجل نثبتصحتها الآن، و
: mو > 0 لدينا .m = −n نضع .n ∈ ℤ∗

− ليكن

(zѫ) = ڄ
1

z−ѫڅ = ڄ
1
zѪڅ = 1

(zѪ)
= 1

(z)Ѫ = (z)−Ѫ = (z)ѫ

■

.(3 − 2ı) = 3 + 2ı • : 3 أمثلة

.(3ı) = −3ı •

ڄ.
1

1 + ıڅ = 1
1 + ı

= 1
1 − ı = 1 + ı

1л − ıл
= 1

2 + 1
2ı •

.
چ
1 + ı√3
2 − 3ı ڇ

= 1ڂ + ı√3ڃ
(2 − 3ı)

= 1 − ı√3
2 + 3ı = 1ڂ − ı√3ڃ (2 − 3ı)

(2 + 3ı) (2 − 3ı) = ⋯ = 2 − 3√3
13 − ı3 + 2√3

13 •

𝟵
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في .z = a + ıb الشكل على يكون أن المركبيجب العدد أنّ هو للمرافق، السابق يخصالتعريف فيما ملاحظته يمكن ما
مرافقه: إمكانيتينفقطلإيجاد أمامنا أنّ نظنّ أن يمكن ،4 الصفحة في معقدة لعبارة كمثال المركب𝜆الذيأخذناه العدد حالة

بكتابة نكتفي أن إمّا

𝜆 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

ڄ
1 − 2ı
2 − 5ıڅ

−л
− ڄ

1 − ı
3 + 2ıڅ

ڄ
2 − ı5
2ıс څ

л
+ ڂ

−ı
3 + 2ıڃ

м

⎞⎟⎟⎟
⎠

н

: 9wxMaxima الحاسوب8 جبر نظام باستخدام حيثنجد التخيلي، جزئه و الحقيقي جزئه نبحثعن أن أو

(%i1) ((((1-2*%i)/(2-5*%i))^(-2)-((1-%i)/(3+2*%i)))

/(((2-%i*5)/(2*%i^8))^2+((-%i)/(3+2*%i))^3))^4;

(%o1)

(

(2−5 i)2

(1−2 i)2
−

1−i

2 i+3

)4

(

i

(2 i+3)3
+ (2−5 i)2

4

)4

(%i2) rectform(%);

(%o2)
848987277819393118952749056 i

7185835807781959059187890625
−

2574612635075629849043048192

7185835807781959059187890625

.wxMaxima باستعمال 𝜆حساب :1.I شكل

𝜆 = −2574612635075629849043048192
7185835807781959059187890625 + 848987277819393118952749056

7185835807781959059187890625 ı
منه

𝜆 = −2574612635075629849043048192
7185835807781959059187890625 − 848987277819393118952749056

7185835807781959059187890625 ı

... أخرى إمكانية هناك لكن

يكفي القسمة، و الضرب الطرح، الجمع، عمليات تسلسل صيغة على مكتوب مركب عدد مرافق لإيجاد : 1 نظرية
مرّة. كل ı−في بالعدد ı تعويضالعدد مع بنفسالصيغة الإحتفاظ

حاصل حاصلضربو فرق، مجموع، مرافق على نحصل أننا نثبت أن يكفي تسلسل، العملياتفي نُجري أننا بما البرهان.
.−ı بالعدد ı بالتعويضعن مركبين عددين قسمة

■ بالتحديد! به نقوم ما هذا أنّ نجد ،3 المبرهنة إثبات في بالتمعّن لكن

: 𝜆 العدد لمرافق أخرى عبارة إعطاء بإمكاننا الآن أصبح

𝜆 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ڄ
1 + 2ı
2 + 5ıڅ

−л
− ڄ

1 + ı
3 − 2ıڅ

چ
2 + ı5
2(−ı)сڇ

л

+ ڂ
ı

3 − 2ıڃ
м

⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

н

(بالفرنسية). Logiciel de Calcul Formel ؛ Computer(بالإنجليزية) Algebra System CAS8أو
http://andrejv.github.com/wxmaxima/9

𝟭𝟬
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المركبة الأعداد مجموعة .I

مركب لعدد الهندسي التمثيل 3.I
,Oڂ. ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم منسوبإلى المستوي

النقطي التمثيل 1.3.I
حقيقيًا. عددًا تقابل المستقيم هذا من نقطة بحيثكلّ مدرّج بمستقيم بتمثيلها قمنا الحقيقية، الأعداد مجموعة دراسة عند

في نقطة إحداثيَيْ يمثّل الحقيقية الأعداد من زوج كلّ أنّ و الحقيقية، الأعداد من زوج إلاّ هو ما مركب عدد كلّ أنّ بما و
.(a,b)ذاتالإحداثيينM النقطة z = a + ıbحيث zمركب عدد بكل نرفق أن فبإمكاننا المستوي

.M بالنقطة zالمركب العدد مثلنا أننا نقول
العدد تمثّل (a,b) الإحداثيين Mذات النقطة ,Oڂ، ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم إلى المنسوب المستوي في أدقّ، بتعبير

.(2.I (شكل z = a + ıbالمركب

O

M

z = a+ ıb

a

b

a−→
i

−→
j

المركب. المستوي :2.I شكل

.M النقطة لاحقة zالمركب العدد يسمى و نكتبM(z)؛ و zالمركب العدد Mصورة النقطة تسمى : 4 تعريف
محور المحور هذا يسمى الفواصل. محور حامل من نقطة فهي (x, 0) الإحداثيين ذات نقطة هي حقيقي عدد كل صورة

الحقيقية. الأعداد
محور المحور هذا يسمى التراتيب. محور حامل من نقطة فهي (0,y)ذاتالإحداثيين نقطة تخيليصرفهي عدد كل صورة

التخيلية. الأعداد

. Im (z)هيM ترتيبة و Re (z)هيM فاصلة Mفإنّ النقطة لاحقة z العدد كان إذا بالتالي، و
.A(1, 0) النقطة هي الحقيقي1 العدد صورة • : 4 أمثلة

.B (0, 1) النقطة لاحقة هي ı التخيلية الوحدة •

ما نُطابق أننا z»أي = a + ıb اللاحقة ذات «النقطة من z»بدلاً = a + ıb «النقطة (تجاوزًا) نقول ما غالبا : 5 ملاحظة
.(2.I المركب(شكل المستوي إسم الأخير هذا على نُطلق و المستوي ℂو المركبة الأعداد بينمجموعة

O للمبدأ بالنسبة z النقطة نظيرة −z النقطة و الحقيقية، الأعداد لمحور بالنسبة z النقطة نظيرة z النقطة تكون التمثيل، بهذا
.(3.I (شكل

𝟭𝟭
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مركب لعدد الهندسي التمثيل .3.I

z−z

−z z

المبدأ. و للمحاور بالنسبة التناظرات :3.I شكل

الشعاعي التمثيل 2.3.I
ڂ.
a
bڃ مركبتاه الذي V⃗ الشعاع z = a + ıbمركب عدد بكل نرفق أن يمكن بالمثل،

.V⃗ بالشعاع zالمركب العدد مثلنا أننا نقول

.V⃗ الشعاع لاحقة zالمركب العدد يسمى و zالمركب العدد صورة V⃗ الشعاع يسمى : 5 تعريف

: فإنّ الترتيب على صورتيهما Vඁ ດ و V⃗ كان و ، zດ = aດ + ıbດ و z = a + ıbمركبينحيث عددين zດ و z كان إذا
z + zດ = aڀ + aດځ + ı bڀ + bດځ

و
z − zດ = aڀ − aດځ + ı bڀ − bດځ

V⃗ + Vඁ ດ الشعاع أي ڂ
a + aດ

b + bດڃ مركبتاه الذي الشعاع هي z + zດ المركب العدد صورة أنّ أي

.V⃗ − Vඁ ດ الشعاع أي ڂ
a − aດ

b − bດڃ مركبتاه الذي الشعاع هي z − zດ المركب العدد صورة و

z+zດ المركب العدد صورة V⃗+ Vඁ ດ الشعاع يكون ،zດ و zالمركبين العددين صورتي Vඁ ດ و V⃗ الشعاعان كان إذا : 4 مبرهنة

.z − zດ المركب العدد صورة V⃗ − Vඁ ດ الشعاع و

معدومين. شعاعينغير Wඁ (w) و V⃗ (v) ليكن : 5 مبرهنة
. Im (v ⋅ w) = 0 كان إذا فقط و إذا (متوازيين) مرتبطينخطيًا Wඁ و V⃗ الشعاعان يكون

v ≠ 0 أنّ بما و ، 𝜆 ∈ ℝ wمع = 𝜆v كان إذا أي 𝜆 ∈ ℝ مع Wඁ = 𝜆V⃗ كان إذا متوازيان Wඁ و V⃗ الشعاعان البرهان.
أي Imڂvv ⋅ wv ڃ = أي0 (7 صفحة 4 (ملاحظة vv ⋅ Imڂ

w
v ڃ = أي0 Imڂ

w
v ڃ = أي0 wv ∈ ℝ أنّ يعني فهذا

■ . Im (vw) = 0

𝟭𝟮
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المركبة الأعداد مجموعة .I

النقطMبحيث مجموعة هو ، (zк ≠ zл Mк(أي ≠ Mл مع ،Mл (zл) Mкو (zк)بالنقطتين المار المستقيم : 5 مثال
مع z = tzк + (1 − t) zл بحيث z اللاحقة Mذات النقط مجموعة هي أي ؛ حقيقي عدد t مع ำMкM = t ำMкMл

. t ∈ ℝ
Mذات النقط هي أي 0 ≤ t ≤ 1 تحُقق التي Mлهي Mкو بين الرابطة المستقيم قطعة نقط مجموعة خاصة، كحالة و

. t ∈ [0, 1] مع z = tzк + (1 − t) zлبحيث z اللاحقة

للمستوي. البسيطة بعضالتحويلات و المركبة الأعداد بعضالعملياتعلى بين العلاقة يلي فيما ندرج أولية، كتطبيقات
النقطة M(x,y)إلى النقطة يحُوّل V⃗ شعاعه الإنسحابالذي . ڂ

a
bڃ مركبتاه الذي الشعاع V⃗ ليكن •1 : 6 أمثلة

: بالتالي Mດو (x + a,y + b)

ڃV⃗ڂ لاحقة + Mڂ
ດ
ڃ لاحقة = Mڂ

ດ
ڃ لاحقة

: Mດمنه (𝜆x, 𝜆y) النقطة M(x,y)إلى النقطة Oيحُوّل مركزه و 𝜆 نسبته الذي التحاكي حقيقيًا. عددًا 𝜆 ليكن •2
(M) لاحقة × 𝜆 = Mڂ

ດ
ڃ لاحقة

؛ −1 نسبته الذي التحاكي عن عبارة الحقيقة في هو الذي و ؛ O النقطة إلى بالنسبة المركزي التناظر خاصة، كحالة •3
: بالتالي Mດو (−x, −y) النقطة M(x,y)إلى النقطة يحُوّل

(M) −لاحقة = Mڂ
ດ
ڃ لاحقة

: بالتالي و ෿AMດ = 𝜆෿AM : Mດبحيث النقطة Mإلى النقطة Aيحُوّل مركزه و 𝜆 نسبته الذي التحاكي •4

ڂ (A) لاحقة − (M) ڃلاحقة × 𝜆 = (A) لاحقة − Mڂ
ດ
ڃ لاحقة

يحُوّل بالتالي و ؛ − ⃗i الشعاع إلى ⃗j الشعاع يحُوّل و ⃗j الشعاع إلى ⃗i الشعاع يحُوّل 𝜋
2 زاويته و O مركزه الذي الدوران •5

منه ځxດ,yດڀ = (−y, x) أي xດ ⃗i + yດ ⃗j = x ⃗j + yڂ− ⃗iڃ بحيث M
ດ ځxດ,yດڀ النقطة إلى M(x,y) النقطة

: بالتالي و xດ + ıyດ = ı (x + ıy)
(M) لاحقة × ı = Mڂ

ດ
ڃ لاحقة

لاحقة zດ Mو لاحقة z كان إذا .Mດ (x, −y) النقطة M(x,y)إلى النقطة الفواصليحُوّل محور إلى بالنسبة التناظر •6
. zດ = z Mດفإنّ

.(3.I الشكل (أنظر zດ = −zأيMດ (−x,y) النقطة M(x,y)إلى النقطة التراتيبيحُوّل محور إلى بالنسبة التناظر

لاحقة v لتكن . V⃗ڂ
a
bڃ ≠ ⃗0 الشعاع يوازي Mйو ځxй,yйڀ بالنقطة يمرّ الذي (D) المستقيم معادلة لنبحثعن •7

.M لاحقة z Mйو لاحقة zй ، V⃗
ำMйM = 𝜆V⃗بحيث 𝜆 ∈ ℝ وُجد إذا فقط و إذا متوازيينأي V⃗ و ำMйM الشعاعان كان إذا فقط و Mإذا ∈ (D)

.
b (x − xй)−a yڀ − yйځ = 0 : النشر) أي(بعد Im (v (z − zй)) = يكافئ0 هذا 12 5صفحة حسبالمبرهنة

.
. V⃗ڂ

a
bڃ ≠ ⃗0 الشعاع يعامد Mйو ځxй,yйڀ بالنقطة يمرّ الذي Dڂ

ດ
ڃ المستقيم معادلة لنبحثعن •8

أنّ نجد السابق، المثال ترميزات نفس باستخدام و ، ı بالعدد V⃗ الشعاع لاحقة يضرب 𝜋
2 زاويته الذي الدوران

بعد . Re (v (z − zй)) = 0 أي كان إذا فقط و إذا أي Im (ıv (z − zй)) = 0 كان إذا فقط و Mإذا ∈ Dڂ
ດ
ڃ

. a (x − xй) + yڀ − yйځ = 0 : المعادلة نجد النشر،

: لدينا . Vඁ ດ ځzດڀ و V⃗ (z)الشعاعين نعتبر : التالية النتيجة إلى الإنتباه نلفت
V⃗ ⟂ Vඁ ດ ⟺ Re ځzzດڀ = 0

𝟭𝟯
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مركب لعدد الهندسي التمثيل .3.I

المركبة. بالأعداد عنها التعبير و المألوفة الهندسية المفاهيم لكل أعمق و أشمل دراسة 51 صفحة IVالباب في

𝟭𝟰
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,Oڂ. ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم منسوبإلى المستوي يلي، فيما

مركب عدد طويلة 1.II
تعريف 1.1.II

طريقة هناك لكن التخيلي. الجزء و الحقيقي الجزء أي الديكارتية الإحداثيات نستعمل المركب، المستوي في النقط لتعليم
.(1.II (شكل القطبية الإحداثيات يمثلان الذين و ، 𝜃 و 𝜌 ، عددين باستخدام هذا بذلكو للقيام أخرى

z

O

ρ

b

a
θ

القطبية. الإحداثيات :1.II شكل

موجب. حقيقي عدد هو و z النقطة و 0 المعلم مبدأ بين المسافة يمثل 𝜌 العدد

.𝜌 = ʶRe (z)л + Im (z)л أي 𝜌л = aл + bл : فيثاغورث نظرية حسب
.z و النقطتين0 بين الرابط المستقيم و الحقيقية الأعداد بينمحور الموجهة الزاوية هو 𝜃 العدد

𝟭𝟱
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مركب عدد طویلة .1.II

.z = a + ıbمركبحيث عدد z : 6 تعريف
.|z| بالرمز z طويلة إلى نرمز .ʵaл + bл الموجب الحقيقي العدد z نسميطويلة

.𝜌 = OM = ‖‖෿OM‖‖ = ʵaл + bл = |z| فإنّ z العدد Mصورة النقطة كانت إذا
: نكتب أن يمكن بالتالي، و

zດ

z = zດz
zz = zດz

|z|л
= aaດ + bbດ

aл + bл + ıab
ດ − baດ

aл + bл

.||1 + ı|| = ʵ1л + 1л = √2 : 7 مثال
: الخواصالتالية مباشرة نستنتج التعريف، من

|−z| = |z| و ||z|| = |z| •1

المطلقة. قيمته تساوي طويلته فإنّ حقيقيا z كان إذا •2

خواص 2.1.II
: لدينا . zດ = aດ + ıbດ و z = a + ıbمركبينحيث عددين zດ و z ليكن

. |z| = 0 ⟺ z = 0 •1 : 6 مبرهنة

.|z| = √zz •2
.||z ⋅ zດ|| = |z| ⋅ ||zດ|| •3

.(z ≠ 0 (مع
|
|
||
1
z

|
|
||
= 1

|z| •4

.(zດ ≠ 0 (مع |
||
z
zດ

|
|| = |z|

||zດ||
•5

.Re (z) ≤ |z| •6
.Re ځzzດڀ ≤ |z| ⋅ ||zດ|| •7

المثلث. متباينة أو المثلثية المتباينة (المتراجحة) المتباينة هذه نسمي و ||z + zດ|| ≤ |z| + ||zດ|| •8

. |z| = 0 ⟺ ʵaл + bл = 0 ⟺ aл + bл = 0 ⟺ a = b = 0 ⟺ z = 0 •1 البرهان.
.|z| = √zz أي z z = (a + ıb) ⋅ (a − ıb) = aл − (ıb)л = aл + bл •2

.||z ⋅ zດ|| = ʶ(z ⋅ zດ) ⋅ zڀ ⋅ zດځ = ʶ(z ⋅ zດ) ⋅ zڀ ⋅ zດځ = ʶ(z z) ⋅ zດڀ zດځ = √zz ⋅ ʵzດ zດ = |z| ⋅ ||zດ|| •3

.z × 1
z = 1 ⟹

|
|
||
z × 1

z
|
|
||
= ||1|| = 1 ⟹ |z| ×

|
|
||
1
z

|
|
||
= 1 ⟹

|
|
||
1
z

|
|
||
= 1

|z| •4

𝟭𝟲
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مركب لعدد المثلثي الشكل .II

.|||
z
zດ

|
|| =

|
|
||
z × 1

zດ

|
|
||
= |z| ×

|
|
||
1
zດ

|
|
||
= |z| × 1

||zດ||
= |z|

||zດ||
•5

. a ≤ ʵaл + bл : هو إثباته يجب ما •6

؛ محققة المتراجحة و a ≤ 0 ≤ ʵaл + bл فإنّ a ≤ 0 كان إذا •

محقق هذا و bл ≥ أي0 aл ≤ aл + bл أنّ نثبت أن علينا أنه نجد المتراجحة طرفي فتربيع a > 0 كان إذا أمّا •

دومًا.

تمامًا الموجب الحقيقي العدد على المتراجحة طرفي بقسمة . z ≠ 0 أنّ نفرضإذن محققة. فالمتراجحة z = 0 كان إذا •7
. 1
zz Re ځzzດڀ ≤ |z| ⋅ ||zດ||

zz ينتج zz

أن يجب أي (7 صفحة 4 (ملاحظة 1
zz Re ځzzດڀ = Reڄ

zzດ

zz څ = Reڄ
zດ

z څ بالتالي و حقيقي عدد 1
zz لكن

سابقاً. أثبتناه ما هو wو = zດ

z Reبوضع (w) ≤ |w|أيReڄ
zດ

z څ ≤
|
|
||
zດ

z
|
|
||
أنّ نبرهن

: هو إثباته يجب ما •8

ʶ(a + aດ)л + bڀ + bດځ
л ≤ ʶaл + bл + ʶaດл + bດл (𝟏)

.y و x حقيقيينموجبين عددين لكل xл ≤ yл تكافئ x ≤ y فالمتراجحة التربيعي⋯√متزايدة، الجذر دالة أنّ بما و

: المتراجحة أنّ إثبات علينا أنه نجد ، التبسيط بعد و (𝟏) المتراجحة طرفي بتربيع

aaດ + bbດ ≤
ʸڂaл + bл

aڄڃ
ດл + bດл

څ

.bດ و aດ ، b ، a الحقيقية الأعداد تكن مهما صحيحة

! محققة المتراجحة أي aaດ + bbດ < 0 ≤
ʸڂaл + bл

aڄڃ
ດл + bດл

څ فإنّ aaດ + bbດ < 0 كان إذا •

للمتراجحة مكافئة الأخيرة هذه تكون التبسيط، و المتراجحة طرفي فبتربيع ،aaດ + bbດ ≥ 0 كان إذا أمّا •

دومًا. صحيح هذا و 0 ≤ abດڀ − baດځ
л أي 2aaດbbດ ≤ aлbດл + bлaດл

■

المثلث في أنّه تنصعلى المثلثية المتباينة و نقطتين، بين أقصرمسافة هو المستقيم الخط أنّ المعروف من ⧏ : 6 ملاحظة
ر يُبرِّ ما هذا و (2.II (شكل z بالنقطة يمر الذي أقصرمن z + zດ إلى 0 من المستقيم الطريق ، z + zດ و z ،0 رؤوسه الذي

المثلثية. بالمتباينة تسميتها
⧐

فإنّ |z| ⋅ ||zດ|| = ||z zດ|| أنّ بما و z ⋅ zດ = aaດڀ − bbດځ + ı abດڀ + baດځ : لدينا ⧏ : 7 ملاحظة

ʶaл + bл × ʶaດл + bດл = ʶڀaaດ − bbດځ
л + abດڀ + baດځ

л

الطرفين بتربيع و

aڂ
л + bл

aڂڃ
ດл + bດл

ڃ = aaດڀ − bbດځ
л + abດڀ + baດځ

л

أنّ تنصعلى المساواة هذه فإنّ طبيعية، bດ و aດ ، b ، a كانتالأعداد إذا الرياضيات(مثلاً، في كبيرة أهمية لها متطابقة هي و
تامَّين). مُربّعين مجموع يُكتبعلىشكل عدد تامَّينهو مُربّعين مجموع علىشكل يُكتبان عددين جداء

206 صفحة 137 التمرين أنظر �
𝟭𝟳
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معدوم غير مركب عدد عمدة .2.II

z

z + z′

z′

O

المثلثية. المتباينة :2.II شكل

⧐

: المثلثية المتباينة تعميم يمكن

: فإنّ zѫ ،⋯ ، zл ، zк المركبة الأعداد تكن مهما : 7 مبرهنة
||zк + zл + ⋯ + zѫ|| ≤ ||zк|| + ||zл|| + ⋯ + ||zѫ||

■ الكريم. للقارئ ذلك نترك و n ≥ الطبيعي2 العدد على بالتراجع البرهان.
||zк|| ≤ ||zл|| + ||zк − zл||أي ||zл + (zк − zл)|| ≤ ||zл|| + ||zк − zл||ينتج zк −zл و zл العددين على المثلثية المتباينة بتطبيق
||zл − zк|| = ||zк − zл||لكن . ||zл||−||zк|| ≤ ||zл − zк||لنجدzл−zк العددينzкو بالمثلمع . ||zк||−||zл|| ≤ ||zк − zл|| منه

. ||zл|| − ||zк|| ≤ ||zк − zл|| إذن
و |

|| ||zк|| − ||zл|| ||| ≤ ||zк − zл|| أنّ يعني هذا و − ||zк||ڀ − ||zл||ځ ≤ ||zк − zл|| و ||zк|| − ||zл|| ≤ ||zк − zл|| لدينا الأخير، في
. الثانية المثلثية هيالمتباينة

معدوم غير مركب عدد عمدة 2.II
تعريف 1.2.II

Mصورته. و معدوم غير مركبًا عددًا z ليكن : 7 تعريف
.𝜃 = arg (z)نكتب و 𝜃 = ڂ ⃗i, ෿OMڃ قيسللزاوية كلّ zالمركب للعدد نسميعُمدةً

يحُقق عدد كل هو zالمركب العدد عمدة أنّ نستنتج 1.II الشكل من

cos 𝜃 = a
ʵaл + bл و sin 𝜃 = b

ʵaл + bл

𝟭𝟴
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مركب لعدد المثلثي الشكل .II

و له عمدة أيضا هو k ∈ ℤحيث 𝜃 + 2k𝜋 الشكل من عدد كل فإنّ z للعدد عمدةً 𝜃 كان إذا أنه يعني هذا و ؛ واحد آن في
ذلكنكتب لتأكيد و الخاصية، بهذه تتمتع التي الوحيدة هي 𝜃 + 2k𝜋 الأعداد أنّ

arg (z) = 𝜃 (mod 2𝜋)
.«2𝜋 بترديد 𝜃تساوي z «عمدة : نقرأ و

: لدينا . ıالمركب للعدد عمدة 𝜃 ليكن : 8 مثال

cos 𝜃 = 0
ʵ0л + 1л

= 0 و sin 𝜃 = 1
ʵ0л + 1л

= 1

أي
arg (ı) = 𝜋

2 (mod 2𝜋)

المنتهية) (غير المجموعة عنصرمن كل أنّ تعني الأخيرة الكتابة هذه و

ʭ⋯ , −7𝜋
2 , −3𝜋

2 , 𝜋
2 , 5𝜋

2 , 9𝜋
2 , ⋯ʮ

.ı التخيلية للوحدة عمدة هو
⧏ : 8 ملاحظة

.M Oإلى من المُوَجّه (OM) المستقيم إلى الحقيقية الأعداد محور ل يحُوِّ الذي الدوران زاوية هو 𝜃 العدد •

له. عمدة لا المعدوم المركب العدد فإنّ معرفة غير ڂ ⃗i, O්Oڃ الزاوية أنّ بما Oو المبدأ هي المركب0 العدد صورة •

: فإنّ الفواصل محور إلى بالنسبة متناظرتان z و z العددين صورتي أنّ بما •

arg (z) = − arg (z) + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

⧐

تمامًا. الموجبة الحقيقية الأعداد هي لها عمدة 0 ( (mod 2𝜋))التي المركبة الأعداد : المهمة الخاصة بعضالحالات
تمامًا. السالبة الحقيقية الأعداد هي لها عمدة 𝜋 ( (mod 2𝜋))التي المركبة الأعداد

. ıℝ∗
+ عناصرالمجموعة هي لها عمدة 𝜋

2 ( (mod 2𝜋))التي المركبة الأعداد
. ıℝ∗

− عناصرالمجموعة هي لها 𝜋−عمدة
2 ( (mod 2𝜋))التي المركبة الأعداد

معدوم غير مركب لعدد المثلثي الشكل 2.2.II
له. عمدة 𝜃 و z Mصورة z.لتكن = a + ıbالجبري شكله معدوم غير مركبًا عددًا z ليكن

: (1.II الشكل (أنظر لدينا
cos 𝜃 = a

ʵaл + bл = a
𝜌 و sin 𝜃 = b

ʵaл + bл = b
𝜌

أي ؛ 𝜌 = |z| مع
a = 𝜌 cos 𝜃 و b = 𝜌 sin 𝜃

أي وحيدة بصفة 𝜃 و 𝜌 بدلالة b و a العددين المساوتان هتان تُعينِّ

.𝜃 له عمدة و 𝜌 أُعطيتطويلته إذا مُعيَّناً zمركب عدد يكون

z = 𝜌 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃) : z للعدد التالية الكتابة نستنتج ، b و a للعددين السابقتين العبارتين من

𝟭𝟵
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معدوم غير مركب عدد عمدة .2.II

الكتابة تسمى : 8 تعريف
z = 𝜌 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)

.z = [𝜌, 𝜃] نكتب و z المعدوم) المركب(غير للعدد المثلثي الشكل

فإنّ له عمدة 𝜃 كان إذا و |z| = √2 لدينا . z = 1 + ıالمركب العدد z ليكن : 9 مثال

cos 𝜃 = 1
√2

= √2
2 و sin 𝜃 = 1

√2
= √2

2

هو 1 + ı للعدد المثلثي الشكل أنّ أي 𝜃 = 𝜋
4 (mod 2𝜋) منه

1 + ı = cosڂ2√ 𝜋
4 + ı sin 𝜋

ڃ4 = 2√ٴ , 𝜋
ٷ4

فيشكله أنه بالضرورة يعني لا فهذا 𝜌 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)الشكل على zالمركب العدد كُتب إذا u • : 9 ملاحظة
.(8 المبرهنة (أنظر موجبا يكون أن يجب 𝜌الحقيقي فالعدد ، المثلثي

فإنّ zດ = 𝜌ٴ
ດ, 𝜃ດ

ٷ و z = [𝜌, 𝜃]مركبينحيث عددين zດ و z كان إذا •

z = zດ ⟺ 𝜌 = 𝜌ດ و 𝜃ດ = 𝜃 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

: لدينا . r ≠ 0 و حقيقيان، عددان t و r مع z = r (cos t + ı sin t)المركب العدد ليكن : 8 مبرهنة

. arg (z) = t (mod 2𝜋) و |z| = r فإنّ r > 0 كان إذا •

. arg (z) = t + 𝜋 (mod 2𝜋) و |z| = −r فإنّ r < 0 كان إذا •

للعدد المطلقة (القيمة |z| = |r| منه |z|л = (r cos t)л + (r sin t)л = rл cosлڂ t + sinл tڃ = rл لدينا البرهان.
.(rالحقيقي

: z = |r| (cos 𝜃 + ı sin 𝜃) = r (cos t + ı sin t) فإنّ zالمركب للعدد عمدة 𝜃 كان إذا

. 𝜃 = t (mod 2𝜋)أي sin 𝜃 = sin t و cos 𝜃 = cos t فإنّ r > 0 كان إذا •

أي sin 𝜃 = − sin t و cos 𝜃 = − cos t منه −r > 0 مع z = −r (− cos t − ı sin t) فإنّ r < 0 كان إذا •
. 𝜃 = t + 𝜋 (mod 2𝜋)

■

العكس و المثلثي الشكل إلى الجبري الشكل من الإنتقال 3.2.II
التربيعي(فيالطويلة) تحتويعلىالجذر الجبريةلأنها بالصيغة مقارنةً معقدة أنهّا مركبنجد لعدد المثلثية إلىالصيغة النظر عند
و الأخرى إلى الصيغتين إحدى من الإنتقال هو ما نوعًا المعقّد الوحيد الأمر الحقيقية في لكن العمدة)، (في المثلثية الدوال و
الصيغة أمّا ،( 4 صفحة (𝟐) و (𝟏) الصيغتين أنظر ) الطرح و للجمع ملاءمة أكثر الجبرية فالصيغة : فوائدها لها منهما ăكلا

.( 3.II فقرة ) سيأتي كما القسمة للضربو ملائمة فهي المثلثية

𝟮𝟬
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المساوتين فإنّ المثلثي شكله على zمركب عدد أُعطي إذا •

a = 𝜌 cos 𝜃 و b = 𝜌 sin 𝜃

.z للعدد الجبري الشكل بالتالي و b و a تُعيِّنان

، 𝜌 العدد تُعينِّ 𝜌 = ʶaл + bл المساواة فإنّ الجبري شكله على zمركب عدد أُعطي إذا •

، 𝜃 العدد تُعيِّنان sin 𝜃 = b
ʵaл + bл و cos 𝜃 = a

ʵaл + bл المساوتين و

. z للعدد المثلثي الشكل تعيين يتم بالتالي و

. j = −1
2 + ı√3

2 المركب العدد j ليكن : 10 مثال
لدينا

||j|| =
ʻ̋
ʺ̋

1−ڄʹ
څ2

л
+
چ
√3
2 ڇ

л

= ʷ
1
4 + 3

4 = 1

. 𝜃 = 2𝜋
3 (mod 2𝜋)أي sin 𝜃 =

√3
2
1 = √3

2 و cos 𝜃 =
−1
2
1 = −1

2 فإنّ له عمدةً 𝜃 كان إذا و

: j للعدد المثلثي الشكل منه و

j = cos 2𝜋
3 + ı sin 2𝜋

3 =
ʲ
1, 2𝜋

3 ʳ

المثلثي الشكل على المكتوبة المركبة الأعداد 3.II
مركبين عددين ضرب حاصل 1.3.II

.zкzл = 0 : فإنّ معدومًا zл و zкالمركبين العددين أحد كان إذا
معدومين. غير zл و zк العددين نفرضأنّ يلي فيما

: لدينا . zл = ʱ𝜌л, 𝜃лٳ و zк = ʱ𝜌к, 𝜃кمعدومينحيثٳ مركبينغير عددين zл و zк ليكن : 9 مبرهنة
zк ⋅ zл = ʱzкzл, 𝜃к + 𝜃лٳ

آخر بتعبير و
||zкzл|| = ||zк|| ⋅ ||zл|| و arg (zкzл) = arg (zк) + arg (zл) (mod 2𝜋)

. zкzл = [𝜌, 𝜃] = 𝜌 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃) نضع البرهان.
منه zл = 𝜌л (cos 𝜃л + ı sin 𝜃л) و zк = 𝜌к (cos 𝜃к + ı sin 𝜃к) لدينا

zк ⋅ zл = ʱ𝜌к (cos 𝜃к + ı sin 𝜃к)ٳ ⋅ ʱ𝜌л (cos 𝜃л + ı sin 𝜃л)ٳ
= 𝜌к𝜌л ʱ(cos 𝜃к cos 𝜃л − sin 𝜃к sin 𝜃л) + ı (sin 𝜃к cos 𝜃л + cos 𝜃к sin 𝜃л)ٳ
= 𝜌к𝜌л (cos (𝜃к + 𝜃л) + ı sin (𝜃к + 𝜃л))

■ . 𝜃 = 𝜃к + 𝜃л (mod 2𝜋) و 𝜌 = 𝜌к𝜌л ينتج 8 المبرهنة بتطبيق و 𝜌к𝜌л > 0 فإنّ 𝜌к > 0 , 𝜌л > 0 أن بما و

𝟮𝟭
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منه ، j =
ʲ
1, 2𝜋

3 ʳ
أنّ 10 المثال في و 1 + ı = 2√ٴ , 𝜋

ٷ4 ّ أن 9 المثال في رأينا : 11 مثال

(1 + ı) × j =
ʲ√

2 × 1 , 𝜋
4 + 2𝜋

3 ʳ
=
ʲ√

2 , 11𝜋
12 ʳ

جهة من لكن

(1 + ı) × j = (1 + ı)
چ

−1
2 + ı√3

2 ڇ
= −1 + √3

2 + −1 + √3
2 ı

( للتأكد ) أخرى جهة من و

||(1 + ı) × j|| =
ʻ̋
ʺ̋

چʹ
−1 + √3

2 ڇ

л

+
چ

−1 + √3
2 ڇ

л

= √2

منه

cosڄ
11𝜋
12 څ =

−1 + √3
2

√2
= −√2 − √6

4 و sinڄ
11𝜋
12 څ =

−1 + √3
2
√2

= −√2 + √6
4

: 1 فإنّ 𝜋
12 = 𝜋 − 11𝜋

12 أنّ بما ⧏ : 10 ملاحظة

cosڂ
𝜋
ڃ12 = √6 + √2

4 و sinڂ
𝜋
ڃ12 = √6 − √2

4
⧐

: cosл 𝛼 = 1 + cos 𝛼
2 المتطابقة في 𝛼 للعدد 𝜋

12 القيمة لنعُطِ : 11 ملاحظة

cosл 𝜋
12 =

1 + cos 𝜋
6

2 =
1 + √3

2
2 = 2 + √3

4

. cosڂ
𝜋
ڃ12 = ʷ

2 + √3
4 = ʵ2 + √3

2 فإنّ ( 0 < 𝜋
12 < 𝜋

2 (لأنّ cos 𝜋
12 > 0 أنّ بما و

لأنّ لا... : الجواب تناقض؟ هذا هل

ʵ2 + √3
2 = 2ʵ2 + √3

4 = ʵ8 + 4√3
4 = ʵ2 + 6 + 2√12

4 = ʷ2√ڂ + ڃ6√
л

4 = √2 + √6
4

. sinڂ
𝜋
ڃ12 = ʵ2 − √3

2 = √6 − √2
4 أنّ نثبت بنفسالطريقة و

: المركبة الأعداد من عدداً n ≥ 2 إلى 9 المبرهنة نتيجة تعميم يمكن

، ⋯ ، zл = ʱ𝜌л, 𝜃лٳ ، zк = ʱ𝜌к, 𝜃кبحيثٳ معدومة غير مركبة أعدادًا zѫ ، ⋯ ، zл ، zк لتكن : 10 مبرهنة
: لدينا . zѫ = ʱ𝜌ѫ, 𝜃ѫٳ

zк ⋅ zл ⋅ ⋯ ⋅ zѫ = ʱzкzл ⋯ zѫ, 𝜃к + 𝜃л + ⋯ + 𝜃ѫٳ
آخر بتعبير و

||zкzл ⋯ zѫ|| = ||zк|| ⋅ ||zл|| ⋅ ⋯ ⋅ ||zѫ|| و arg (zкzл ⋯ zѫ) = arg (zк)+arg (zл)+⋯+arg (zѫ) (mod 2𝜋)

. sin ഏپ − ٿഁ = sin ഁ و cos ഏپ − ٿഁ = − cos ഁ أنّ ر 1نُذكِّ

𝟮𝟮
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: nالطبيعي العدد على بالتراجع البرهان.
. 9 نصالمبرهنة هو و : n = 2 •

: فإنّ n من أصغر طبيعي عدد لكل صحيحة النتيجة كانت إذا •

||zкzл ⋯ zѫ−кzѫ|| = ||(zкzл ⋯ zѫ−к) ⋅ zѫ||
= ||(zкzл ⋯ zѫ−к)|| ⋅ ||zѫ|| (9 المبرهنة (حسب
= ||zк||ڀ ⋅ ||zл|| ⋅ ⋯ ⋅ ||zѫ−к||ځ ⋅ ||zѫ|| التراجع) فرضية (بتطبيق
= ||zк|| ⋅ ||zл|| ⋅ ⋯ ⋅ ||zѫ−к|| ⋅ ||zѫ||

: بالمثِل

arg (zкzл ⋯ zѫ−кzѫ) = argڂڂzкzл ⋯ zѫ−кڃ ⋅ zѫڃ
= arg (zкzл ⋯ zѫ−к) + arg (zѫ) (mod 2𝜋)

(9 المبرهنة (حسب
= ڂ arg (zк) + arg (zл) + ⋯ ⋅ arg (zѫ−к) (mod 2𝜋) ڃ + arg (zѫ) (mod 2𝜋)

التراجع) فرضية (بتطبيق
= arg (zк) + arg (zл) + ⋯ + arg (zѫ−к) + arg (zѫ) (mod 2𝜋)

■

فإنّ zк = zл = ⋯ = zѫ = z = [𝜌 , 𝜃] كان إذا : خاصة حالة
zѫ = [𝜌ѫ , n𝜃]

أي
||zѫ|| = |z|ѫ و arg (zѫ) = n arg (z) (mod 2𝜋)

معدومين غير مركبين عددين قسمة حاصل 2.3.II
.zкzл

= 0 : فإنّ zл ≠ 0 كان و معدومًا zкالمركب العدد كان إذا

معدومين. غير zл و zк العددين نفرضأنّ يلي فيما

: لدينا . zл = ʱ𝜌л, 𝜃лٳ و zк = ʱ𝜌к, 𝜃кمعدومينحيثٳ مركبينغير عددين zл و zк ليكن : 11 مبرهنة

zк
zл

=
ʲ

𝜌к
𝜌л

, 𝜃к − 𝜃лʳ
آخر بتعبير و

|
|
||
zк
zл

|
|
||
=

||zк||
||zл||

و argڄ
zк
zлڅ

= arg (zк) − arg (zл) (mod 2𝜋)

. zкzл
= [𝜌, 𝜃] = 𝜌 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃) نضع البرهان.

منه zл = 𝜌л (cos 𝜃л + ı sin 𝜃л) و zк = 𝜌к (cos 𝜃к + ı sin 𝜃к) لدينا

𝟮𝟯
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zк
zл

=
𝜌к (cos 𝜃к + ı sin 𝜃к)
𝜌л (cos 𝜃л + ı sin 𝜃л)

=
𝜌к
𝜌л

⋅ (cos 𝜃к + ı sin 𝜃к) (cos 𝜃л − ı sin 𝜃л)
(cos 𝜃л + ı sin 𝜃л) (cos 𝜃л − ı sin 𝜃л)

=
𝜌к
𝜌л

⋅ (cos 𝜃к + ı sin 𝜃к) (cos (−𝜃л) + ı sin (−𝜃л))
cosл 𝜃л + sinл 𝜃л

=
𝜌к
𝜌л

(cos (𝜃к − 𝜃л) + ı sin (𝜃к − 𝜃л)) (9 المبرهنة (حسب

: 20 صفحة 8 المبرهنة فحسب 𝜌к
𝜌л

> 0 أنّ بما و

𝜌 =
𝜌к
𝜌л

و 𝜃 = 𝜃к − 𝜃л (mod 2𝜋)

■

: فإنّ zл = z = [𝜌 , 𝜃] و zк = 1 = [1 , 0] كان إذا : خاصة حالة
1
z =

ʲ
1
𝜌 , −𝜃

ʳ

آخر بتعبير و
|
|
||
1
z

|
|
||
= 1

|z| و argڄ
1
zڅ = − arg (z) (mod 2𝜋)

: فإنّ z = [𝜌 , 𝜃] كان إذا أنّه ( بالتراجع ) بسهولة نُبرهن ، 10 المبرهنة إثبات نفسطريقة باع باتِّ و

ڄ
1
zڅ

ѫ
=
ʲ
1

𝜌ѫ , −n𝜃
ʳ

. zл = −√3 − ı و zк = ı ليكن : 12 مثال

zл = 2 ⋅
چ

−√3
2 − 1

2ıڇ
= 2 ⋅ ڄcosڄ

−5𝜋
6 څ + ı sinڄ

−5𝜋
6 څڅ و zк = 1 ⋅ cosڂ 𝜋

2 + ı sin 𝜋
ڃ2 لدينا

منه
|
|
||
zк
zл

|
|
||
=

||zк||
||zл||

= 1
2

و
argڄ

zк
zлڅ

= arg (zк) − arg (zл) (mod 2𝜋) = 𝜋
2 − 5𝜋−ڄ

6 څ (mod 2𝜋) = 4𝜋
3 (mod 2𝜋)

أي
zк
zл

= 1
2 cosڄ 4𝜋

3 + ı sin 4𝜋
3 څ = 1

2 چ
−1
2 − ı√3

2 ڇ
= −1

4 − ı√3
4

𝟮𝟰
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مركب لعدد المثلثي الشكل .II

موافر دستور 4.II
. z = [1 , 𝜃] : له عمدة 𝜃 و 1 طويلته مركبًا عددًا z ليكن
: الخاصة) (الحالة 10 المبرهنة حسب . طبيعيًا عددًا n ليكن

zѫ = ʱ1ѫ , n𝜃ٳ = [1 , n𝜃]
بمعنى

ڂ cos 𝜃 + ı sin 𝜃ڃ
ѫ

= cos (n𝜃) + ı sin (n𝜃)

و nດ > 0 يكون nດ = −n بوضع و zѫ = ڄ
1
zڅ

−ѫ
فإنّ تمامًا سالبًا صحيحًا عددًا n كان إذا و

zѫ = ڄ
1
zڅ

ѫ′

=
ʴڄ

1
څ1

ѫ′

, −nດ𝜃
ٶ

= [1 , n𝜃]

منه .( 11 للمبرهنة الخاصة الحالة (إستعملنا

ڂ cos 𝜃 + ı sin 𝜃ڃ
ѫ

= cos (n𝜃) + ı sin (n𝜃)
: إذن

: 12 مبرهنة

∀n ∈ ℤ : ڂ cos 𝜃 + ı sin 𝜃ڃ
ѫ

= cos (n𝜃) + ı sin (n𝜃)

: بالتراجع البرهان باستعمال ذلك و المبرهنة لهذه إثباتآخر إعطاء يمكن

zй = 1 = cos 0 + ı sin 0 = cos (0 × 𝜃) + ı sin (0 × 𝜃)
zк = z = cos 𝜃 + ı sin 𝜃 = cos (1 × 𝜃) + ı sin (1 × 𝜃)

zл = ڂ cos 𝜃 + ı sin 𝜃ڃ
л

= cosлڂ 𝜃 − sinл 𝜃ڃ + 2ı cos 𝜃 sin 𝜃 = cos (2𝜃) + ı sin (2𝜃)

. n = 2 و n = 1 ، n = 0 أجل من صحيحة فالخاصية •

: لدينا . nيساوي أو من أصغر طبيعي عدد لكل صحيحة الخاصية نفرضأنّ •

zѫ+к = zѫ ⋅ z = (cos (n𝜃) + ı sin (n𝜃)) (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)
= (cos (n𝜃) cos 𝜃 − sin (n𝜃) sin 𝜃) + ı (cos (n𝜃) sin 𝜃 + sin (n𝜃) cos 𝜃)
= cos ((n + 1) 𝜃) + ı sin ((n + 1) 𝜃)

. nطبيعي عدد لكل صحيحة الخاصية أنّ أي

: nسالبًا كان إذا تبقىصحيحة النتيجة هذه أنّ لنبرهن •

: nດ > طبيعي0 عدد كل أجل من و nດ = −n نضع

zѫ = ڂ cos 𝜃 + ı sin 𝜃ڃ
ѫ

= ڄ
1

cos 𝜃 + ı sin 𝜃څ

−ѫ
= ڄ

1
cos 𝜃 + ı sin 𝜃څ

ѫ′

= (cos (−𝜃) + ı sin (−𝜃))ѫ
′

= cos ځnດ𝜃−ڀ + ı sin ځnດ𝜃−ڀ
= cos (n𝜃) + ı sin (n𝜃)

𝟮𝟱
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مركب لعدد النونية الجذور .5.II

■
: منه sin 𝜃 = 1

2 و cos 𝜃 = √3
2 ، 𝜃 = 𝜋

6 أجل من : 13 مثال

چ
√3
2 + 1

2ıڇ

м

= cos (3𝜃) + ı sin (3𝜃) = cos3ڂ ⋅ 𝜋
ڃ6 + ı sin3ڂ ⋅ 𝜋

ڃ6 = cos 𝜋
2 + ı sin 𝜋

2 = ı

مركب لعدد النونية الجذور 5.II
. n > حيث1 طبيعيًا عددًا n و مركبًا wعددًا ليكن

. zѫ = w يحقق zمركب عدد wكل للعدد 2 نُونيًِا نسميجِذرًا : 9 تعريف

أنّ وجدنا السابق 13 المثال في : 14 مثال

چ
√3
2 + 1

2ıڇ

м

= ı

.w = ı التخيلية للوحدة تكعيبي جذر z = √3
2 + 1

2ıأي

نفسه. هو وحيدًا نونيًا جذرًا يقبل 0 العدد إذن ، z = 0 وحيدًا ăحلا تقبل zѫ = 0 المعادلة أنّ نعلم •

له. عمدة 𝛼 و r طويلته معدوم غير مركبًا wعددًا ليكن •

: لدينا . 𝜌 > حيث0 z = 𝜌 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃) نضع . zѫ = w تحقق التي z المركبة الأعداد لنبحثعن

zѫ = w ⟺ 𝜌ѫ (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)ѫ = w
⟺ 𝜌ѫ (cos (n𝜃) + ı sin (n𝜃)) = w = r (cos 𝛼 + ı sin 𝛼)

⟺
ʯ

𝜌ѫ = r
n𝜃 = 𝛼 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

⟺
⎧
⎨⎩

𝜌 = ؙ√r

𝜃 = 𝛼
n + 2k𝜋

n , k ∈ ℤ

(القسمة q ∈ ℤ و 0 ≤ s < nحيث k = nq + s الشكل على يُكتب فإنه صحيحا عددا k كان إذا أنه نعلم
.nq , nq + 1 , nq + 2 , ⋯ , nq + (n − 1) : التالية أحدالأشكال يُكتبعلى أنه أي الإقليدية)،

. 𝜃 = 𝛼
n + 2q𝜋 يكون k = nq أجل من •

. 𝜃 = 𝛼
n + 2𝜋

n + 2q𝜋 يكون k = nq + 1 أجل من •

⋮
⋮
⋮

•

. 𝜃 = 𝛼
n + 2(n − 1)𝜋

n + 2q𝜋 يكون k = nq + (n − 1) أجل من •

𝟮𝟲
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مركب لعدد المثلثي الشكل .II

n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7

n = 8 n = 9 n = 10 n = 11 n = 12

n = 13 n = 16 n = 19 n = 22 n = 25

3.II شكل

: و s ∈ {0, 1, ⋅,n − حيث{1 zѰ الأعداد هي و نونيا جذرا n wيقبل العدد إذن

zѰ = ؙ√r
ʲ

cosڄ
𝛼
n + 2s𝜋

n څ + ı sinڄ
𝛼
n + 2s𝜋

n ʳڅ

نونيا جذرا n يقبل معدوم مركبغير عدد كل

الفرق أنّ بما و ، O مركزها و ؙ√r قطرها نصف 3 دائرة على تقع فهي ؙ√r الطويلة نفس لها النونية الجذور أنّ بما •

أنّ أي الدائرة هذه على منتظمة بصفة موزعة الجذور هذه فإنّ 2𝜋
n يساوي zѪ+к و zѪمتتابعين بينعمدتيجذرين

: ثابتا عددًا يساوي متتاليين بينجذرين المسافة

منتظما مضلّعا ل تُشكِّ صورها فإنّ ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المنسوبإلى المستوي في الجذور هذه مثلنا إذا
. ؙ√r نصفقطرها Oو المبدأ مركزها دائرة على مرسومًا

لأجل zѨ الأعداد لواحقها MѨالتي النقط نعتبر و zѨ =
ʲ
1, 2k𝜋

n ʳ
نضع طبيعيًا. عدداً n ≥ 3 ليكن : 1 تطبيق

المثلثية. الدائرة داخل مرسوم منتظم مضلّع رؤوس Mѫ−кهي ، ⋅ ،Mк ،Mй النقط أنّ نعلم . 0 ≤ k ≤ n − 1
عندما المساحة هذه و المحيط هذا من ăكلا نهاية أوجد ثمّ الذييحدده المستوي الحيّز مساحة و المنتظم المضلع هذا محيط أوجد

. n → +∞

ؙ̤ѯ نصفقطرها ђو مركزها التي الدائرة على تقع ѷ؞ لواحقها التي النقط أنّ يعني هذا أنّ الرابع الباب في سنرى و ||ѷ؞ − й|| = ؙ̤ѯ 3لأنّ

.

𝟮𝟳
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مركب لعدد النونية الجذور .5.II

1

M1

M2

M0

M3

M4

O

sin
2π

n

cos
2π

n

4.II شكل

: هو المضلع هذا ضلع طول بالتالي و zѨ = zѨк : لدينا الحلّ.
MѨMѨ+к = ||zѨ+к − zѨ|| = ||zѨ+к

к − zѨк || = ||zѨк (zк − 1)|| = ||zѨк || ⋅ ||zк − 1|| = ||zк||Ѩʮ

=к

⋅ ||zк − 1||

=
|
|
||
cos 2𝜋

n + ı sin 2𝜋
n − 1

|
|
||
=
ʸڄcos 2𝜋

n − څ1

л
+ sinڄ 2𝜋

n څ

л

= ʷ2 − 2 cos 2𝜋
n =

ʷ
4 sinл 𝜋

n = |
||2 sin 𝜋

n
|
||

فإنّ (! منتظم (المضلع متقايسة الأضلاع كلّ أنّ بما MѨMѨ+кو = 2 sin 𝜋
n بالتالي و sin 𝜋

n ≥ 0 إذن 0 < 𝜋
n < 𝜋 لكن

: التالية النهاية لدينا و . 2n sin 𝜋
n هو المضلع هذا محيط فإنّ n هو الأضلاع عدد أنّ بما و ،MѨMѨ+к هو منها كلّ طول

lim
ѫ→+∞

2n sin 𝜋
n = 2𝜋 × lim

ѫ→+∞
sin ഏ

ѫ
ഏ
ѫ

= 2𝜋 × 1 = 2𝜋

. 3.II الشكل ذلك يبين كما توقعها يمكن نتيجة هي و المثلثية الدائرة محيط هو و
نفسالمساحة. لديها بالتالي و متقايسة) أضلاع ثلاثة لها (لأنّ المثلثاتOMѨMѨ+кمتقايسة كل أخرى، جهة من

هو طوله Mк(الذي بالرأس المتعلق الإرتفاع و (1 طولها (التي OMй القاعدة بأخذ OMйMк المثلث مساحة نحسب

المستوي الحيّز مساحة فإنّ بالتالي و (4.II (شكل 12 sin 2𝜋
n تساوي المثلث هذا مساحة فتكون (Mк ترتيبة أي sin 2𝜋

n
: التالية النهاية لدينا و . n2 sin 2𝜋

n تساوي المضلع هذا داخل الواقع

lim
ѫ→+∞

n
2 sin 2𝜋

n = 𝜋 × lim
ѫ→+∞

sin лഏ
ѫ

лഏ
ѫ

= 𝜋 × 1 = 𝜋

■ . (3.II (شكل أيضا مُتَوَقّعة نتيجة ؛ قرصالوحدة مساحة هي و

المركبة الأعداد هي ı للعدد التكعيبية الجذور : 15 مثال

zѰ = ⎡1√ת
⎣

cos⎛
⎝

𝜋
2
3 + 2s𝜋

3
⎞
⎠

+ ı sin⎛
⎝

𝜋
2
3 + 2s𝜋

3
⎞
⎠
⎤
⎦

𝟮𝟴
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: الثلاثة الأعداد هي أي 0 ≤ s < حيث3

zй = 1 ⋅ cosڂ 𝜋
6 + ı sin 𝜋

ڃ6 = √3
2 + 1

2ı

zк = 1 ⋅ ڄcosڄ
𝜋
6 + 2𝜋

3 څ + ı sinڄ
𝜋
6 + 2𝜋

3 څڅ = cos 5𝜋
6 + ı sin 5𝜋

6 = −√3
2 + 1

2ı

zл = 1 ⋅ ڄcosڄ
𝜋
6 + 4𝜋

3 څ + ı sinڄ
𝜋
6 + 4𝜋

3 څڅ = cos 3𝜋
2 + ı sin 3𝜋

2 = −ı

.(5.IIشكل) 1 نصفالقطر Oو ذاتالمركز الدائرة داخل مرسوم رؤوسمثلثمتقايسالأضلاع هي الجذور هذه صور

1

1

π

6

2π

3

2π

3

O

M2 (z2)

M0 (z0)M1 (z1)

.ı التخيلية للوحدة التكعيبية الجذور :5.II شكل

؟ (a + ıb)лйкл = a − ıb تحقق التي الحقيقية الأعداد من (a,b) المُرتّبة الأزواج عدد هو ما : 2 تطبيق

أنّ بما و ، zлйкл = zتُصبح المعطاة المساواة . |z| = ʵaл + bл و z = a − ıb لدينا . z = a + ıb ليكن الحلّ.
|z|лйкл = ||zлйкл|| = ||z|| = |z| ,

فإنّ
|z|ڂ|z|лйкк − ڃ1 = 0

ق يحُقِّ الذي الوحيد الحقيقي العدد و حقيقي، عدد |z| ) |z| = 1 أو z = 0 أي |z|лйкк = 1 أو |z| = 0 أنّ نستنتج منه
.( x = 1 هو xлйкк = 1

.(a,b) = (0, أي(0 z = 0 •

: لدينا |z| = 1 الحالة في •

zлйкл = z ⟺ z × zлйкл = z × z ⟺ zлйкм = |z|л = 1

و aл + bл = بحيث1 (a,b)مرتّب زوج 2013 يوجد فإنّه (ℂفي) ăحلا تقبل2013 zлйкм = 1 المعادلة أنّ بما و
.(a + ıb)лйкл = a − ıb

𝟮𝟵
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للوحدة النونية الجذور .6.II

هو (a + ıb)лйкл = a − ıb تحقّق التي و الحقيقية الأعداد من (a,b) المرتبة الأزواج عدد الأخير، في
2013 + 1 = 2014

■

للوحدة النونية الجذور 6.II
.1 للعدد النونية الجذور على نحصل wفإنّنا = 1 كان إذا

.(1 العدد (أو للوحدة4 النونية تسمىالجذور zѫ = 1 المعادلة حلول : 10 تعريف

بالعبارة تُعطى نونيًا جذرًا n يقبل 1 العدد نستخلصأنّ سبق مما

𝜔Ѩ = cos 2k𝜋
n + ı sin 2k𝜋

n , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

بمعنى

𝜔й = cos 0 + ı sin 0 = 1;

𝜔к = cos 2𝜋
n + ı sin 2𝜋

n = 𝜔;

𝜔л = cos 4𝜋
n + ı sin 4𝜋

n = 𝜔л;
⋮

𝜔ѫ−к = cos 2(n − 1)𝜋
n + ı sin 2(n − 1)𝜋

n = 𝜔ѫ−к;

. Uѫ = ʩ1, 𝜔, 𝜔л, ⋯ , 𝜔ѫ−кʪ نكتب و
.Uѫ المجموعة يُولّد) (أو مُوَلِّد 𝜔 العدد أنّ نقول : ( 1 = 𝜔й ) 𝜔 للعدد قوى عناصرUѫهي أنّ نلاحظ

و O المبدأ مركزها التي الدائرة على رؤوسه تقع منتظماً مضلّعًا تُشكّل للوحدة النونية الجذور صور فإنّ سبق، ما حسب و
. 1 نصفقطرها

: لبعضالحالاتالخاصة دراسة يلي فيما

للوحدة. التربيعيان الجذران هما و ، 1 1−و : جذران zл = 1 للمعادلة ، n = 2 أجل من •

بالعبارة تُعطى ( zм = 1 المعادلة حلول (أي للوحدة التكعيبية الجذور ، n = 3 أجل من •

𝜔Ѩ = cos 2k𝜋
3 + ı sin 2k𝜋

3 , k ∈ {0, 1, 2}

أي

𝜔й = 1 , 𝜔к = cos 2𝜋
3 + ı sin 2𝜋

3 = −1
2 + ı√3

2 = j , 𝜔л = cos 4𝜋
3 + ı sin 4𝜋

3 = −1
2 − ı√3

2 = jл

. ( 6.II شكل )𝒞 (0, 1) الدائرة على رؤوسه تقع متقايسالأضلاع مثلثا تُشكّل هي و

هي 1 للعدد الرابعة الجذور ، n = 4 أجل من •

𝜔Ѩ = cos 2k𝜋
4 + ı sin 2k𝜋

4 , k ∈ {0, 1, 2, 3}

𝟯𝟬
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مركب لعدد المثلثي الشكل .II

x

y

O

1

j

j2

للوحدة. التكعيبية الجذور :6.II شكل

أو
𝜔й = cos 0 + ı sin 0 = 1 , 𝜔к = cos 2𝜋

4 + ı sin 2𝜋
4 = ı

𝜔л = cos 4𝜋
4 + ı sin 4𝜋

4 = −1 , 𝜔м = cos 6𝜋
4 + ı sin 6𝜋

4 = −ı

𝒞 (0, 1) الدائرة على مرسوم رؤوسمربع هي الجذور هذه صور Uнو = ʩ1, ı, ıл, ıмʪ = {1, ı, −1, −ı} أنّ أي
.( 7.II (شكل

.Uн = {−1, 1, −ı, ı} ،Uм = ʫ1, j, jлʬ ،Uл = {−1, 1} ،Uк = {1} : إذن لدينا

: لدينا . تساوي2 أو من أكبر طبيعيةً أعدادًا d و n ،m ، ℓ لتكن و مركبًا عددًا z ليكن : 13 مبرهنة

.Uѫ ⊂ Uൔ أي zൔ = 1 للمعادلة حلّ هو zѫ = 1 للمعادلة حلّ أي فإنّ n|ℓ كان إذا •1

حيث zѡ = 1 المعادلة حلول هي zѫ = 1 و zѪ = 1 للمعادلتين المشتركة الحلول •2
.UѪ ∩ Uѫ = Uѡ أي ، d = pgcd (m,n) = m ∧ n

: منه5 ℓ = qn نضع •1 البرهان.
zൔ − 1 = zѮѫ = (zѫ)Ѯ − 1 = (zѫ − 1) ѫٿѮ−кپzڀ + zپѮ−лٿѫ + ⋯ + zѫ + ځ1

منه
zѫ = 1 ⟹ zൔ − 1 = 0 × ѫٿѮ−кپzڀ + zپѮ−лٿѫ + ⋯ + zѫ + ځ1 = 0

. zѫ = 1 و zѪ = 1 للمعادلتين حلّ هو zѡ = 1 للمعادلة حلّ كلّ سبق فحسبما d|n و d|m أنّ بما •2

. ѵؖ − к = ѵپ − кٿ ר−ѵؖپ + ѵؖ−ש + ⋯ + ѵש + ѵ + кٿ بالمتطابقة 5نُذكّر

𝟯𝟭
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II
للوحدة النونية الجذور .6.II

x

y

O

1

ı

−1

−ı

.1 للعدد الرابعة الجذور :7.II شكل

𝜔ດ
Ѯ = cos 2q𝜋

n + ı sin 2q𝜋
n و zѪ = 1 للمعادلة ăحلا 𝜔ѭ = cos 2p𝜋

m + ı sin 2p𝜋
m ليكن أخرى، جهة من

فإنّ ||𝜔ѭ|| = ||𝜔ດ
Ѯ|| أنّ بما . zѫ = 1 للمعادلة ăحلا

𝜔ѭ = 𝜔ດ
Ѯ ⟺ argڂ𝜔ѭڃ = argڂ𝜔ດ

Ѯڃ (mod 2𝜋) ⟺ 2p𝜋
m = 2q𝜋

n + 2r𝜋 , r ∈ ℤ

⟺ p
m − q

n = r ⟺ pn − qm = rmn

منه ( d = pgcd (m,n) (لأنّ pgcd ځmດ,nດڀ = 1 مع n = nດd mو = mດd لكن
pn − qm = rmn ⟺ nດp − mດq = rmດnດd ⟺ mດ rnດdڀ + qځ = nດp

منه pດ ∈ ℕ∗ مع p = pດmດ mດ|pأي فإنّ pgcd ځmດ,nດڀ = 1 أنّ بما mດ|nດpو منه

argڂ𝜔ѭڃ = 2p𝜋
m = 2pດmດ𝜋

mດd = 2pດ𝜋
d

: ( موافر دستور ) أنّ يعني هذا و

ڃ𝜔ѭڂ
ѡ

= cosڄ 2p
ດ𝜋
d + ı sin 2pດ𝜋

d څ

ѡ
= cos 2dp

ດ𝜋
d + ı sin 2dpດ𝜋

d = cos 2pດ𝜋 + ı sin 2pດ𝜋 = 1

: أثبتنا أنّنا أي
𝜔ѭ = 𝜔ດ

Ѯ ⟹ ڃ𝜔ѭڂ
ѡ

= 1

■

عدد و رأسًا 1966 هو الأوّل رؤوسالمضلع عدد كان إذا نفسالدائرة. نعتبرمضلّعينمنتظمينمرسومينعلى : 3 تطبيق
المضلعين؟ بينهذين الرؤوسالمشتركة عدد (بالتحديد) هو فكم مشتركًا رأسًا لهما أنّ علمنا إذا و رأسًا رؤوسالثاني2949

𝟯𝟮
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II
مركب لعدد المثلثي الشكل .II

حسبالمبرهنة و zлтнт=к و zктпп = 1 للمعادلتين المشتركة الحلول عدد للمضلعينهو الرؤوسالمشتركة عدد الحلّ.
يساوي العدد هذا فإنّ ، ( 2 الشطر ) 13

d = pgcd (1966, 2949) = 983
■

: لدينا kطبيعي عدد كلّ أجل من للوحدة. النونية الجذور 𝜔ѫ−к ،⋯ ، 𝜔к ، 𝜔й لتكن : 14 مبرهنة
ѫ−к
௝
ѧ=й

𝜔Ѩ
ѧ =

ʯ
n , n|k كان إذا
0 , الحالاتالأخرى في

.∀𝛼 ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1} , 𝜔ഁ ≠ 1 و 𝜔 ∈ Uѫ لدينا . 𝜔 = cos 2𝜋
n + ı sin 2𝜋

n المركب العدد نعتبر البرهان.
. 𝜔Ѫ = 1 ⟺ n|m إذن

منه 𝜔Ѩ ≠ 1 فإنّ ( n ∤ k ) k يقسم لا n كان إذا •
ѫ−к
௝
ѧ=й

𝜔Ѩ
ѧ =

ѫ−к
௝
ѧ=й

ځ𝜔ѧڀ
Ѩ =

ѫ−к
௝
ѧ=й

ځ𝜔Ѩڀ
ѧ = 1 − ځ𝜔Ѩڀ

ѫ

1 − 𝜔Ѩ = 1 − 1Ѩ
1 − 𝜔Ѩ = 0

فإنّ q ∈ ℕ مع k = qn كان إذا •
ѫ−к
௝
ѧ=й

𝜔Ѩ
ѧ =

ѫ−к
௝
ѧ=й

𝜔Ѯѫ
ѧ =

ѫ−к
௝
ѧ=й

𝜔ѫڂ
ѧ ڃ

Ѯ
=

ѫ−к
௝
ѧ=й

1Ѯ =
ѫ−к
௝
ѧ=й

1 = n

■

يحُقّق مركبًا عددًا z ليكن . 𝜔 = cos 2𝜋
n + ı sin 2𝜋

n نضع : 4 تطبيق
∀j ∈ {0, 1, ⋯ ,n − 1} , ||z − 𝜔ѧ|| ≤ 1

. z = 0 أنّ برهن

لدينا الحلّ.
||z − 𝜔ѧ|| ≤ 1 ⟺ zڀ − 𝜔ѧځ zڀ − 𝜔ѧځ ≤ 1

( 𝜔𝜔 = |𝜔|л = 1 و zz = |z|л أنّ نُذكّر ) الترتيبنجد النشرو بعد و

zڀ − 𝜔ѧځ zڀ − 𝜔ѧځ ≤ 1 ⟺ zڀ − 𝜔ѧځ zڂ − 𝜔ѧ
ڃ ≤ 1

⟺ zz − z𝜔ѧ − z𝜔ѧ + 𝜔ѧ 𝜔ѧ ≤ 1

⟺ |z|л − z𝜔ѧ − z𝜔ѧ + ڃ𝜔|л|ڂ
ѧ

≤ 1

⟺ |z|л − z𝜔ѧ − z𝜔ѧ + 1ѧ ≤ 1
⟺ |z|л ≤ z𝜔ѧ + z𝜔ѧ

إذن
∀j ∈ {0, 1, ⋯ ,n − 1} , |z|л ≤ z𝜔ѧ + z𝜔ѧ

𝟯𝟯
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Zѫ = a المعادلة .7.II

ينتج طرف إلى المتراجحاتطرفًا هذه بجمع
|z|л + |z|л + ⋯ + |z|л⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

ѫمرّة

≤ z ⋅ 𝜔йڂ + 𝜔к + ⋯ + 𝜔ѫ−к
ڃ + z ⋅ 𝜔йڀ + 𝜔к + ⋯ + 𝜔ѫ−кځ

منه

n |z|л ≤ z ⋅ ⎛
⎝

ѫ−к
௝
ѧ=й

𝜔ѧ⎞
⎠

+ z ⋅ ⎛
⎝

ѫ−к
௝
ѧ=й

𝜔ѧ⎞
⎠

n ∤ k منه ؛ k = 1 (مع 14 المبرهنة فحسب ( j < n لأنّ ) n يقسم لا j ، {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1} من j كلّ أجل من أنّه بما و
: ( k < n لأنّ

ѫ−к
௝
ѧ=й

𝜔ѧ =
ѫ−к
௝
ѧ=й

𝜔ѧ = 0

■ . z = أي0 |z|л = 0 منه n ≥ 2 لكن . n |z|л = أي0 0 ≤ n |z|л ≤ z ⋅ 0 + z ⋅ 0 = 0 منه

Zn = a المعادلة 7.II
. n ≥ حيث2 طبيعيًا عددًا n و مركبًا عددًا a ليكن

ăحلا n تقبل المعادلة هذه فإنّ سبق ما حسب و . aالمركب للعدد النونية الجذور إيجاد إلى يؤول Zѫ = a المعادلة حلّ
. Z = [𝜌, 𝜃] نضع مختلفًا.

. a ∈ ℝ نفرضأنّ •1

فإنّ a = [a, أي[0 a > 0 كان إذا •

[𝜌, 𝜃]ѫ = [a, 0] ⟺ [𝜌ѫ,n𝜃] = [a, 0]

⟺
ʯ

𝜌ѫ = a
n𝜃 = 0 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

⟺
⎧
⎨⎩

𝜌 = ؙ√a

𝜃 = 2k𝜋
n , k ∈ ℤ

هي الحلول أي

ZѨ = ؙ√aڄcos 2k𝜋
n + ı sin 2k𝜋

n څ , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1} (𝟐)

•

فإنّ a = [−a, 𝜋]أي a < 0 كان إذا •

[𝜌, 𝜃]ѫ = [−a, 𝜋] ⟺ [𝜌ѫ,n𝜃] = [−a, 𝜋]

⟺
ʯ

𝜌ѫ = −a
n𝜃 = 𝜋 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

⟺
⎧
⎨⎩

𝜌 = ؙ√−a

𝜃 = (2k + 1)𝜋
n , k ∈ ℤ

𝟯𝟰
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مركب لعدد المثلثي الشكل .II

هي الحلول أي

ZѨ = ؙ√−aڄcos (2k + 1)𝜋
n + ı sin (2k + 1)𝜋

n څ , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1} (𝟑)

: و [r, t] =
ʲ

ؙ√|a|, arg (a)
n ʳ

لدينا . a للعدد نونيًا جذرًا 𝛼 = [r, t] ليكن . a ∈ ℂ العامة ندرسالحالة الآن و •2

Zѫ = a ⟺ [𝜌, 𝜃]ѫ = [r, t]ѫ ⟺ [𝜌ѫ,n𝜃] = [rѫ,nt]

⟺
ʯ

𝜌ѫ = rѫ
n𝜃 = nt + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

⟺
⎧
⎨⎩

𝜌 = r

𝜃 = t + 2k𝜋
n , k ∈ ℤ

⟺
⎧
⎨
⎩

𝜌 = ؙ
ʵ|a|

𝜃 = arg (a)
n + 2k𝜋

n , k ∈ ℤ

هي الحلول أي

ZѨ = ؙ
ʵ|a|ڄcosڄ

arg (a)
n + 2k𝜋

n څ + ı sinڄ
arg (a)

n + 2k𝜋
n څڅ , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

(𝟒)

: نستخلصأنّ هنا من . (𝟑) و (𝟐) العبارتين تشمل ، (𝟒) العبارة أنّ نلاحظ

: بالعبارة تُعطى ، a ≠ حيث0 ، Zѫ = a المعادلة حلول

ZѨ = ؙ
ʵ|a|ڄcosڄ

arg (a)
n + 2k𝜋

n څ + ı sinڄ
arg (a)

n + 2k𝜋
n څڅ , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

نحصل فإنّنا آخرًا، نونيًا جذرًا اخترنا إذا بمعنى النتيجة، على يؤثّر لا أعلاه اختياره تمّ الذي النوني الجذر : 12 ملاحظة
السابقة. الحلول عن يختلفترتيبها قد لكن نفسالحلول على

. Zм + 8 = 0 : ℂالمعادلة المجموعة في حلّ : 16 مثال
. Z = 𝜌 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃) نضع : الحل

Zм + 8 = 0 ⟺ Zм = −8 ⟺ 𝜌м (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)м = 8 (cos 𝜋 + ı sin 𝜋)
⟺ 𝜌м (cos 3𝜃 + ı sin 3𝜃) = 8 (cos 𝜋 + ı sin 𝜋)

⟺
ʯ

𝜌м = 8
3𝜃 = 𝜋 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

⟺
⎧
⎨⎩

𝜌 = 2

𝜃 = 𝜋
3 + 2k𝜋

3 , k ∈ ℤ

هي الحلول أي

ZѨ = ڄcosڄ2
𝜋
3 + 2k𝜋

3 څ + ı sinڄ
𝜋
3 + 2k𝜋

3 څڅ , k ∈ {0, 1, 2}

𝟯𝟱
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المركبة الأسـية الدالة .8.II

المعادلة نعتبر : 17 مثال
Zп − (1 + ı) Zм + ı = 0 (𝟓)

. Zڂ
м − Zڂڃ1

м − iڃ العبارة رتِّب أنشرثمّ •1

. (𝟓) المعادلة حلول إستنتج •2

: الحل
•1

Zڂ
м − Zڂڃ1

м − iڃ = Zп − ıZм − Zм + ı = Zп − (1 + ı) Zм + ı

سبق حسبما •2
(𝟓) ⟺ Zڂ

м − Zڂڃ1
м − iڃ = 0 ⟺ Zм − 1 = 0 أو Zм − ı = 0

: الأولى الحالة

Zм − 1 = 0 ⟺ Zм = 1 ⟺ 𝜌м (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)м = cos 0 + ı sin 0
⟺ 𝜌м (cos 3𝜃 + ı sin 3𝜃) = cos 0 + ı sin 0

⟺
ʯ

𝜌м = 1
3𝜃 = 0 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

أي
ZѨ = 𝜔Ѩ = cos 2k𝜋

3 + ı sin 2k𝜋
3 , k ∈ {0, 1, 2}

: الثانية الحالة

Zм − i = 0 ⟺ Zм = i ⟺ 𝜌м (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)м = cos 𝜋
2 + ı sin 𝜋

2
⟺ 𝜌м (cos 3𝜃 + ı sin 3𝜃) = cos 𝜋

2 + ı sin 𝜋
2

⟺
⎧
⎨⎩

𝜌м = 1
3𝜃 = 𝜋

2 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

ZѨ = cosڄ
𝜋
6 + 2k𝜋

3 څ + ı sinڄ
𝜋
6 + 2k𝜋

3 څ , k ∈ {0, 1, 2}

هي الحلول مجموعة الأخير، في

S = ʭcos 2k𝜋
3 + ı sin 2k𝜋

3 ; cosڄ
𝜋
6 + 2k𝜋

3 څ + ı sinڄ
𝜋
6 + 2k𝜋

3 څ , k ∈ {0, 1, 2}ʮ

المركبة الأسية الدالة 8.II
. z = z (t) مركبا عددًا tحقيقي بعدد ترفق دالة كل حقيقي لمتغيرِّ مركبة نسميدالة

a(t) بالعبارتين= المعرفتين b(t) و a(t)العدديتين الدالتين بها نرفق أن يمكن فإنه t حقيقي لمتغير مركبة دالة fكانت إذا
و ، b(t) و a(t) الدالتان عُرفت إذا مُعيّنة f الدالة فإنّ ، f(t) = a(t)+ ıb(t) أنّ بما و . b(t) = Im (f(t)) Reو (f(t))

. b(t) و a(t) إيجاد فبالإمكان f الدالة عُرفت إذا بالعكس،

𝟯𝟲
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مركب لعدد المثلثي الشكل .II

. حقيقي لمتغير مركبة دالة ف تُعرِّ العبارة هذه . f(t) = 1
t − ı نضع : 18 مثال

: لدينا
f(t) = 1

t − ı = t + ı
(t − ı) (t + ı) = t

tл + 1
+ 1

tл + 1
ı

■ b(t) = 1
tл + 1

و a(t) = t
tл + 1

منه

: حقيقي لمتغير المركبة للدوال الإشتقاقبالنسبة قابلية و (الإتصال) الإستمرارية من تعريفكل يمكن
fດ(t) = : مع للإشتقاق قابلتين b و aكانت إذا للإشتقاق قابلة و مستمرّتين b و aكانت إذا (متّصلة) مستمرة f فالدالة

. aດ(t) + ıbດ(t)

: يلي كما المعرفة f الدالة نعتبر . حقيقيين عددين 𝛽 و 𝛼 ليكن
f(t) = eഁѱ (cos 𝛽t + ı sin 𝛽t) = eഁѱ cos 𝛽t + ıeഁѱ sin 𝛽t = a(t) + ıb(t)

: لدينا و (ℝللإشتقاقعلى قابلتان و bمستمرتان العدديتينaو الدالتين للإشتقاقعلىℝ(لأن قابلة و مستمرة الدالة هذه

fດ(t) = aດ(t) + ıbດ(t) = 𝛼eഁѱ (cos 𝛽t + ı sin 𝛽t) + eഁѱ (−𝛽 sin 𝛽t + ı𝛽 cos 𝛽t) = 𝛼f(t) + ı𝛽f(t)

. fດ(t) = (𝛼 + ı𝛽) f(t) : أي
: ذلك إلى بالإضافة

f (tк + tл) = eഁپѱר+ѱٿש ʱcos 𝛽 (tк + tл) + ı sin 𝛽 (tк + tл)ٳ
= eഁѱרeഁѱש ʱ(cos 𝛽tк cos 𝛽tл − sin 𝛽tк sin 𝛽tл) + ı (sin 𝛽tк cos 𝛽tл + cos 𝛽tк sin 𝛽tл)ٳ
= eഁѱרeഁѱש (cos 𝛽tк + ı sin 𝛽tк) (cos 𝛽tл + ı sin 𝛽tл) .

. f (tк + tл) = f (tк) f (tл) : منه
. g((tк + tл) = g (tк) g (tл) و gດ(t) = 𝛼g(t) : تحقق g(t) = eഁѱ (الحقيقية) الأسيّة الدالة
. f(t) = eഁپ+Ѹംٿѱ : وضع إلى (E) أولر الرياضي بالعالم دفع g و fبينخواص التشابه هذا

: إذن

: نضع مركبا، عددًا u = 𝛼 + ı𝛽 كان إذا : 11 تعريف
eѲ = eഁ+Ѹം = eഁ (cos 𝛽 + ı sin 𝛽) = eReپѲٿ (cos (Im (u)) + ı sin (Im (u)))

: لدينا و u للعدد المركبة الأسية العبارة هذه تسمى
||eѲ|| = eReپѲٿ , arg (eѲ) = Im (u) (mod 2𝜋)

. z = |z| (cos (arg (z)) + ı sin (arg (z))) = |z| eѸargپѷٿ : فإنّ معدوم غير عدداًمركبا z كان إذا

الكتابة معدوم. غير مركبا عدداً z ليكن : 12 تعريف
z = |z| eѸargپѷٿ

. zالمركب للعدد الأسيُ تسمىالشكل
حقيقي. عدد tحيث eѸѱ الشكل يُكتبعلى 1 مركبطويلته عدد كل خاص، بشكل

𝟯𝟳
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: 19 أمثلة

−1 = eѸഏ, ı = eѸಒ
ש , 1 + ı

√2
= eѸಒ

׫ , √3 + ı = 2eѸಒ
׭ , 1 + ı√3 = 2eѸಒ

ת

: ( n ∈ ℤ و 𝜃 ∈ ℝ ، 𝜌 > 0 ) الخواصالتالية نثبتبسهولة أن يمكن

ځר𝜌кeѸഈڀ ځש𝜌лeѸഈڀ = ځ𝜌к𝜌лڀ eѸپഈר+ഈٿש

1
𝜌eѸഈ = 1

𝜌e
−Ѹഈ

ځ𝜌eѸഈڀ
ѫ = 𝜌ѫeѫѸഈ

−𝜌eѸഈ = 𝜌eѸپഈ+ഏٿ

: الآتي التكافؤ لدينا zດ و zمركبين عددين كل لأجل : 15 مبرهنة
eѷ′ = eѷ ⟺ zດ = z + 2k𝜋ı , k ∈ ℤ

حقيقيان. عددان b و aحيث u = a + ıb نضع . eѲ = 1 : المعادلة حلول لنبحثعن بدايةً، البرهان.
بالإضافة . ( ]0, +∞[ ℝنحو من تَقَابُل الحقيقية الأسية الدالة و حقيقي عدد a (لأنّ a = 0 منه 1 = ||eѲ|| = eў : لدينا
. k ∈ ℤحيث 2k𝜋 الشكل من bأي b = 0 (mod 2𝜋) منه arg (eѲ) = b (mod 2𝜋) و arg (1) = 0 : ذلك إلى

. u = 0 + bı = 2ık𝜋 أنّ أي
. eѲ = eлѸѨഏ = cos (2k𝜋) + ı sin (2k𝜋) = 1 فإنّ u = 2ık𝜋 كان إذا بالعكس، و

. u = 2ık𝜋 , k ∈ ℤ الشكل من التي الأعداد هي eѲ = 1 تحقق التي المركبة الأعداد أنّ يعني هذا
: الآن

eѷ′ = eѷ ⟺ eѷ′e−ѷ = eѷe−ѷ ⟺ eѷ′−ѷ = eѷ−ѷ = eй = 1 ⟺ zດ − z = 2k𝜋ı , k ∈ ℤ

■

. (eѲ) = eѲ : فإنّ ځeഁ+Ѹംڀ = eഁ (cos 𝛽 − sin 𝛽) = eഁ−Ѹം أنّ بما و
: يلي كما المركبة الأسية ليشمل 10 صفحة 1 النظرية نصّ تعميم يمكن إذن

، الأسُ و القسمة الضرب، الطرح، الجمع، عمليات تسلسل صيغة على مكتوب مركب عدد مرافق لإيجاد : 2 نظرية
مرّة. كل ı−في بالعدد ı تعويضالعدد مع بنفسالصيغة الإحتفاظ يكفي

: يكون حقيقي، عدد t مع ، u = ıt الخاصة الحالة في
||eѸѱ|| = 1 , arg ځeѸѱڀ = t , e−Ѹѱ = (eѸѱ) = 1

eѸѱ
: أولر صِيَغ أو أولر نظرية إسم عليها يُطلق التي و الفقرة هذه في الأساسية نصالمبرهنة ندرج الآن و

: لدينا . حقيقيا عدداً t ليكن : 16 مبرهنة

cos t = eѸѱ + e−Ѹѱ

2 , sin t = eѸѱ − e−Ѹѱ

2ı

𝟯𝟴

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

II
مركب لعدد المثلثي الشكل .II

: لدينا البرهان.
eѸѱ = cos t + ı sin t (𝟔)

e−Ѹѱ = cos t − ı sin t (𝟕)
. eѸѱ + e−Ѹѱ = 2 cos t : ينتج (𝟕) و (𝟔) المعادلتين طرفي بجمع

■ . eѸѱ − e−Ѹѱ = 2ı sin t : طرفنجد إلى طرفاً بطرحهما و

جميع لإيجاد ځeѸѱڀ
ດ = ıeѸѱ و eлѸഏ = 1 ، eѸپѱר+ѱٿש = eѸѱרeѸѱש أنّ نعلم أن يكفي فمثلاً، كبيرة أهمية أولر لصِيَغ

: نكتب cos x cosy لإيجاد مثلاً ، المثلثية المتطابقات
eѸѵ + e−Ѹѵ

2 × eѸѶ + e−ѸѶ

2 = eѸپѵ+Ѷٿ + eѸپѵ−Ѷٿ + eѸپ−ѵ+Ѷٿ + eѸپ−ѵ−Ѷٿ

4
= 1

2 ʲڄ
eѸپѵ+Ѷٿ + e−Ѹپѵ+Ѷٿ

2 څ + ڄ
eѸپѵ−Ѷٿ + e−Ѹپѵ−Ѷٿ

2 ʳڅ

. cos x cosy = 1
2 ʱcos (x + y) + cos (x − y)ٳ منه

: نكتب cos x siny لإيجاد بالمثل،
eѸѵ + e−Ѹѵ

2 × eѸѶ − e−ѸѶ

2ı = eѸپѵ+Ѷٿ − eѸپѵ−Ѷٿ + eѸپ−ѵ+Ѷٿ − eѸپ−ѵ−Ѷٿ

4ı
= 1

2 ʲڄ
eѸپѵ+Ѷٿ − e−Ѹپѵ+Ѷٿ

2ı څ − ڄ
eѸپѵ−Ѷٿ − e−Ѹپѵ−Ѷٿ

2ı ʳڅ

. cos x siny = 1
2 ʱsin (x + y) − sin (x − y)ٳ منه

: sin x siny لـِ بالنسبة أيضا و

eѸѵ − e−Ѹѵ

2ı × eѸѶ − e−ѸѶ

2ı = eѸپѵ+Ѷٿ − eѸپѵ−Ѷٿ − eѸپ−ѵ+Ѷٿ + eѸپ−ѵ−Ѷٿ

−4
= 1

2 ʲڄ
eѸپѵ−Ѷٿ + e−Ѹپѵ−Ѷٿ

2 څ − ڄ
eѸپѵ+Ѷٿ + e−Ѹپѵ+Ѷٿ

2 ʳڅ

. sin x siny = 1
2 ʱcos (x − y) − cos (x + y)ٳ منه

: عليها بالإعتماد موافر إثباتدستور يمكن كما
. cosnt + ı sinnt = (cos t + ı sin t)ѫ منه eѸѫѱ = ځeѸѱڀ

ѫ

. ||eѸѵ − eѸѶ|| = 2 |
||sin x − y

2
|
|| فإنّ حقيقيين عددين y و x كان إذا : 17 مبرهنة

||eѸѵ − eѸѶ|| = ||eѸѶ|| ⋅ ||eѸپѵ−Ѷٿ − 1|| منه eѸѵ − eѸѶ = eѸѶ ٿѵ−ѶپeѸڀ − ځ1 لدينا البرهان.
. ||eѸѵ − eѸѶ|| = ||eѸپѵ−Ѷٿ − 1|| منه ||eѸѶ|| = 1 لكن

: الطويلة تعريف حسب . 𝜃 = x − y نضع

||eѸഈ − 1||
л = eѸഈڀ − ځ1 eѸഈڀ − ځ1 = eѸഈڀ − ځ1 e−Ѹഈڀ − ځ1

= eѸഈe−Ѹഈ − eѸഈڀ + e−Ѹഈځ + 1
= 1 − 2Re ځeѸഈڀ + 1 = 2 − 2 cos 𝜃

. ||eѸഈ − 1||
л = 4 sinл 𝜃

2 فإنّ 1 − cos 𝜃 = 2 sinл 𝜃
2 أنّ بما و

■ . ||eѸѵ − eѸѶ|| = 2 |
||sin x − y

2
|
|| : ينتج للطرفين التربيعي الجذر بأخذ و

𝟯𝟵
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.. 3
مركب لعدد التربيعية الجذور 1.III

. 26 صفحة 5.II الفقرة في دراستها تمتّ التي مركبو لعدد النونية للجذور n = 2 الخاصة ندرسالحالة الفقرة، هذه في

. zл = L : يحقق zمركب عدد كل Lالمركب للعدد تربيعيًا نسميجذرًا : 13 تعريف

كان إذا و تربيعيين، يقبلجذرين L معدوم مركبغير كلعدد إذن نونيًا. يقبلnجذرًا معدوم مركبغير كلعدد أنّ نعلم
: التالية المبرهنة منه و (−zй)л = L لأنّ له تربيعي جذر أيضا هو (−zй) فإنّ L للعدد تربيعيًا جذرًا zй

متناظرين. تربيعيين جذرين يقبل معدوم مركبغير عدد كل : 18 مبرهنة

مركب لعدد التربيعية الجذور تعيين 2.III
. L = a + ıb = 𝜌 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃) : حيث مركبًا عددًا L ليكن

L = الجبري شكله أو L = [𝜌, 𝜃] المثلثي شكله إمّا نستعمل أن يمكن ، Lالمركب للعدد التربيعيين الجذرين عن للبحث
. a + ıb

المثلثي الشكل باستعمال : الأولى الطريقة 1.2.III
في الطريقة هذه لترسيخ لكن فيها، وجدناها التي النتيجة تطبيق يمكن و 26 صفحة 5.II الفقرة طريقة نفس يلي فيما نتّبع

: هنا بإعادتها نقوم الأذهان
zл = [r, t]л = ʱrл, 2tٳ : منه و z = [r, t] نضع . zл = L تحقق التي z المركبة الأعداد لنبحثعن

: لدينا
zл = L ⟺ rл (cos (2t) + ı sin (2t)) = 𝜌 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)

⟺
ʯ
rл = 𝜌
2t = 𝜃 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

⟺
⎧
⎨⎩

r = √𝜌

t = 𝜃
2 + k𝜋 , k ∈ ℤ

𝟰𝟭
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مركب لعدد التربيعية الجذور تعيين .2.III

: هما L للعدد التربيعيان فالجذران

zй = √rڄcos 𝜃
2 + ı sin 𝜃

څ2 و zк = √rڄcosڄ
𝜃
2 + 𝜋څ + ı sinڄ

𝜃
2 + 𝜋څڅ = −zй

: هما z = 1 + ı√3 = ,2ٴ 𝜋
ٷ3 للعدد التربيعيان الجذران : 20 مثال

zй = ,2√ٴ 𝜋
ٷ6 = cosڂ2√ 𝜋

6 + ı sin 𝜋
ڃ6 = √2

چ
√3
2 + 1

2ıڇ
= √2

2 3√ڂ + ıڃ
و

zк = −zй = −√2
2 3√ڂ + ıڃ

الجبري الشكل باستعمال : الثانية الطريقة 2.2.III
: لدينا . (x,y) ∈ ℝлحيث z = x + ıy نضع

zл = L ⟺ (x + ıy)л = a + ıb
⟺ xлڀ − yлځ + (2xy) ı = a + ıb

⟺
ʯ
xл − yл = a (𝟏)

2xy = b (𝟐)

حلُّها. فبالإمكان بمجهولين معادلتين جملة هي و
من الناتجة xл + yл = ʵaл + bл المعادلة (𝟐) و المعادلتين(𝟏) إلى عادةً تُضاف الجملة، هذه حلّ لتسهيل لكن

: يلي كما الجملة عندئذ تصبح و ||zл|| = ||L||

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

xл − yл = a (𝟏)
2xy = b (𝟐)

xл + yл = ʶaл + bл (𝟑)

نجد الثالثة من الأولى المعادلة بطرح و ، xл = ʵaл + bл + a
2 ينتج طرف إلى طرفا الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع

. yл = ʵaл + bл − a
2

: بالتالي و ʵaл + bл − a
2 ≥ 0 و ʵaл + bл + a

2 ≥ 0 أنّ الواضح من

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

x = ±
ʸ

ʵaл + bл + a
2

2xy = b

y = ±
ʸ

ʵaл + bл − a
2

: أي b نفسإشارة من xy الجداء إشارة بحيثتكون y و x نختار

؛ y =
ʸ

ʵaл + bл − a
2 و x =

ʸ
ʵaл + bл + a

2 نختار ، b > 0 كان إذا •1

𝟰𝟮
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المركبة الأعداد تطبيقات .III

. y = −
ʸ

ʵaл + bл − a
2 و x =

ʸ
ʵaл + bл + a

2 نختار ، b < 0 كان إذا و •2

.± (x + ıy) هما L للعدد التربيعيان الجذران الحالتين، كلا في
: نحلّ و z = x + ıy نضع ، L = 5 − 12ı للعدد التربيعيين الجذرين لإيجاد •1 : 21 أمثلة

(x + ıy)л = 5 − 12ı ⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

xл − yл = 5
2xy = −12

xл + yл = ʶ5л + (−12)л = 13

. x = أي±3 2xл = 18 : على طرفنحصل إلى طرفا الثالثة و الأولى المعادلتين حدود بجمع

. y = على2 نحصل الثانية المعادلة بالتعويضفي و x = −3 أجل من •

. y = على2− نحصل الثانية المعادلة بالتعويضفي و x = 3 أجل من •

. zк = 3 − 2ı و zй = −3 + 2ı هما L = 5 − 12ı للعدد التربيعيان الجذران إذن

بالتالي و xл + yл = 1 و 2xy = 1 ، xл − yл = 0 لدينا . L = ı للعدد تربيعيًا جذرًا z = x + ıy ليكن •2
.−√2

2 − ı√2
2 و √2

2 + ı√2
2 هما ı للعدد التربيعيان فالجذران إذن نفسالإشارة، من y و x و ؛ xл = yл = 1

2
: أنّ ı−نلاحظ للعدد التربيعيين الجذرين لإيجاد •3

−ı = −
چ
√2
2 + ı√2

2 ڇ

л

= ıл
چ
√2
2 + ı√2

2 ڇ

л

=
چ
ı
چ
√2
2 + ı√2

2 ڇڇ

л

=
چ
ı√2
2 − √2

2 ڇ

л

=
چ

−√2
2 + ı√2

2 ڇ

л

.±
چ

−√2
2 + ı√2

2 ڇ
ı−هما للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي و

الثانية الدرجة من المعادلات 3.III
الثانية الدرجة من لمعادلة ، ℂ في ، الحل 1.3.III

: نعتبرفيℂالمعادلة
azл + bz + c = 0 (𝟒)

. a ≠ 0 و مركبة أعداد c ، b ، aحيث
: لدينا zمركب عدد كل أجل من

azл + bz + c = a
ʲ
zл + b

az + c
aʳ

= a
ʴڄ

z + b
2aڅ

л
− bл

4aл + c
aٶ

𝟰𝟯
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الثانية الدرجة من المعادلات .3.III

أي

azл + bz + c = a
ʴڄ

z + b
2aڅ

л
− bл − 4ac

4aл ٶ
: لدينا . bл − 4ac للعدد التربيعيين الجذرين أحد 𝛿 ليكن

azл + bz + c = 0 ⟺ a
ʴڄ

z + b
2aڅ

л
− bл − 4ac

4aл ٶ
= 0

⟺ a
ʴڄ

z + b
2aڅ

л
− 𝛿л

4aлٶ
= 0

⟺ a
ʴڄ

z + b
2aڅ

л
− ڄ

𝛿
2aڅ

л

ٶ
= 0

⟺ zڄ + b
2a − 𝛿

2aڄڅz + b
2a + 𝛿

2aڅ = 0

⟺ z = −b − 𝛿
2a أو −b + 𝛿

2a
إذن

هو 𝛿حيث −b + 𝛿
2a و −b − 𝛿

2a هما فيℂحلّين تقبل ، a ≠ حيث0 ، azл + bz + c = 0 المعادلة : 19 مبرهنة
. bл − 4ac للعدد التربيعيين الجذرين أحد

.ℝ الحقيقية الأعداد مجموعة في الحال هو كما Δ بالرمز إليه نرمز و المعادلة ممُيَِّز bл − 4ac العدد يُسمّى
. (1 + ı) zл + (3 − 4ı) z + ı − 5 = 0 : نعتبرفيℂالمعادلة : 22 مثال

.Δ = (3 − 4ı)л − 4 (1 + ı) (ı − 5) = −3 − 4ı : لدينا
: لدينا . 𝛿л = Δحيث مركبا عددًا 𝛿 = x + ıy ليكن

(x + ıy)л = −3 − 4ı ⟺ xл − yл + 2ıxy = −3 − 4ı

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xл − yл = −3
2xy = −4

xл + yл = 5

⟺ ʭ
(x = 1 و y = −2) x)أو = −1 و y = 2)

.( 𝛿 = 1 − 2ı (أو 𝛿 = −1 + 2ı منه و
: هما المقترحة للمعادلة zк و zй الحلان إذن

zй = − (3 − 4ı) − (−1 + 2ı)
2 (1 + ı) = ı

zк = − (3 − 4ı) + (−1 + 2ı)
2 (1 + ı) = 1

2 + 5
2ı

المُختصر المُميِّز نُعرّف فإننا azл + 2bດz + c = 0 : المعادلة كانت إذا أي b = 2bດ كان إذا ⧏ : 13 ملاحظة
: بالعبارة تُعطى السابقة المعادلة حلول Δດفإنّ للعدد تربيعيًا جذرًا 𝛿ດ كان إذا و Δດ؛ = bດл − ac

zк = −bດ − 𝛿ດ

a و zл = −bດ + 𝛿ດ

a
𝟰𝟰

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

III

..

III
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⧐

. ca هو جداؤهما b−و
a هو الجذرين مجموع أنّ نلاحظ

. zл − sz + p = 0 : المعادلة حلّ يكفي p جداؤهما و s مركبينمجموعهما عددين لإيجاد بالعكس، و

حقيقية بمعاملات الثانية الدرجة من لمعادلة ، ℂ في ، الحل 2.3.III
Δحقيقيا. العدد يكون حقيقيةً أعدادًا c ، b ، aكانت إذا

: هما متمايزين حلّينحقيقيين تقبل (𝟒) المعادلة Δفإنّ > 0 كان إذا •

zк = −b − √Δ
2a , zл = −b + √Δ

2a

. −b
2a : هو مضاعفا حقيقيا حلا تقبل (𝟒) المعادلة Δفإنّ = 0 كان إذا •

: مترافقينهما مركبين حلين تقبل (𝟒) المعادلة و Δ = ڃı√−Δڂ
л
الشكل Δعلى كتابة يمكن Δفإنه < 0 كان إذا •

zк = −b − ı√−Δ
2a , zл = −b + ı√−Δ

2a
إذن

مترافقين. مركبين أو حلّينحقيقيين ،ℂفي تقبل، بمعاملاتحقيقية الثانية الدرجة من معادلة كل : 20 مبرهنة

المبرهنة فنتيجة الشرط، هذا يتحقق لم إذا لأنه جدّا حقيقية»مهمة c ، b ، aالمعاملات» (الشرط) الفرضية : 14 ملاحظة
. 22 المثال ذلك يُبينِّ كما خاطئة 20

sin 𝜃 و cos 𝜃 بدلالة sinn𝜃 و cosn𝜃 حساب 4.III
: التالية الطريقة باتباع ذلك و sin 𝜃 و cos 𝜃 بدلالة sinn𝜃و cosn𝜃حساب يمكن

. cosn𝜃 + ı sinn𝜃 = (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)ѫ : موافر حسبدستور لدينا
cosn𝜃يساوي الحقيقي مركبجزؤه عدد على نحصل الحد، ثنائي حسبدستور المساواة، هذه من الثاني نشرالطرف عند

: التالية الأمثلة في كما sinn𝜃يساوي التخيلي جزؤه و

: لدينا . n = 2 نأخذ •1

cos 2𝜃 + ı sin 2𝜃 = (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)л

= cosл 𝜃 − sinл 𝜃 + 2ı cos 𝜃 sin 𝜃

: المعروفتان النتيجتان منه و
cos 2𝜃 = cosл 𝜃 − sinл 𝜃 , sin 2𝜃 = 2 sin 𝜃 ⋅ cos 𝜃

: لدينا . n = 3 نأخذ •2

cos 3𝜃 + ı sin 3𝜃 = (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)м

= cosм 𝜃 + 3 (cos 𝜃)л (ı sin 𝜃) + 3 (cos 𝜃) (ı sin 𝜃)л + (ı sin 𝜃)м

= cosм 𝜃 − 3 cos 𝜃 ⋅ sinл 𝜃 + ı 3ڂ cosл 𝜃 ⋅ sin 𝜃 − sinм 𝜃ڃ

𝟰𝟱
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sin 𝜃 و cos 𝜃 بدلالة sinn𝜃 و cosn𝜃 حساب .4.III

: التاليتان النتيجتان منه و
cos 3𝜃 = cosм 𝜃 − 3 cos 𝜃 ⋅ sinл 𝜃 , sin 3𝜃 = 3 cosл 𝜃 ⋅ sin 𝜃 − sinм 𝜃

: لدينا . n = 4 نأخذ •3
cos 4𝜃 + ı sin 4𝜃 = (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)н

= cosн 𝜃 + 4 (cos 𝜃)м (ı sin 𝜃) + 6 (cos 𝜃)л (ı sin 𝜃)л + 4 (cos 𝜃) (ı sin 𝜃)м + (ı sin 𝜃)н

= cosн 𝜃 − 6 cosл 𝜃 ⋅ sinл 𝜃 + sinн 𝜃 + ı 4ڂ cosм 𝜃 ⋅ sin 𝜃 − 4 cos 𝜃 ⋅ sinм 𝜃ڃ
: التاليتان النتيجتان منه و

cos 4𝜃 = cosн 𝜃 − 6 cosл 𝜃 ⋅ sinл 𝜃 + sinн 𝜃 , sin 4𝜃 = 4 cosм 𝜃 ⋅ sin 𝜃 − 4 cos 𝜃 ⋅ sinм 𝜃

: لدينا . n = 5 نأخذ •4

cos 5𝜃 + ı sin 5𝜃 = (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)о

= cosо 𝜃 + 5 (cos 𝜃)н (ı sin 𝜃) + 10 (cos 𝜃)м (ı sin 𝜃)л

+10 (cos 𝜃)л (ı sin 𝜃)м + 5 (cos 𝜃) (ı sin 𝜃)н + (ı sin 𝜃)о

= cosо 𝜃 − 10 cosм 𝜃 ⋅ sinл 𝜃 + 5 cos 𝜃 ⋅ sinн 𝜃
+ı 5ڂ cosн 𝜃 ⋅ sin 𝜃 − 10 cosл 𝜃 ⋅ sinм 𝜃 + sinо 𝜃ڃ

: التاليتان النتيجتان منه و

cos 5𝜃 = cosо 𝜃 − 10 cosм 𝜃 ⋅ sinл 𝜃 + 5 cos 𝜃 ⋅ sinн 𝜃
sin 5𝜃 = 5 cosн 𝜃 ⋅ sin 𝜃 − 10 cosл 𝜃 ⋅ sinм 𝜃 + sinо 𝜃

: أنّ بنفسالطريقة نجد •5

cos 6𝜃 = cosп 𝜃 − 15 cosн 𝜃 ⋅ sinл 𝜃 + 15 cosл 𝜃 ⋅ sinн 𝜃 − sinп 𝜃
sin 6𝜃 = 6 cosо 𝜃 ⋅ sin 𝜃 − 20 cosм 𝜃 ⋅ sinм 𝜃 + 6 cos 𝜃 ⋅ sinо 𝜃

cos 7𝜃 = cosр 𝜃 − 21 cosо 𝜃 ⋅ sinл 𝜃 + 35 cosм 𝜃 ⋅ sinн 𝜃 − 7 cos 𝜃 ⋅ sinп 𝜃
sin 7𝜃 = 7 cosп 𝜃 ⋅ sin 𝜃 − 35 cosн 𝜃 ⋅ sinм 𝜃 + 21 cosл 𝜃 ⋅ sinо 𝜃 − sinр 𝜃

: أنّ موافر دستور باستعمال نبرهن، أن يمكن

cosnx =
̓ѫ/л̈́
௝
ൔ=й

ڂ
n
2ℓڃ (−1)ൔ (cos x)ѫ−лൔ 1ڀ − cosл xځ

ൔ

sinnx = sin x
л̈́/ٿѫ−кپ̓

௝
ൔ=й

ڂ
n

2ℓ + ڃ1 (−1)ൔ (cos x)ѫ−лൔ−к 1ڀ − cosл xځ
ൔ

. tالحقيقي للعدد 1 الصحيح الجزء إلى يرمز [t]حيث

، ̓м.л̈́ = м : مثلاً . ̓ѱ̈́ ≤ ѱ < ̓ѱ̈́ + к يحُقق صحيح عدد أكبر هو ، ̓ѱ̈́ بالرمز إليه نرمز الذي و ، ѱ الحقيقي للعدد الصحيح 1الجزء
.(−лليس (و ̓−л.йр̈́ = −м ، ̓ӧ́ = о

𝟰𝟲
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المركبة الأعداد تطبيقات .III

: لدينا أدقّ، بتعبير . cos xفي حدود كثير عن عبارة sinnx
sin x و cosnx من فكلّ بالتالي، و

cosnx = Tѫ (cos x) , sinnx
sin x = Uѫ (cos x)

: حيث

Tѫ (X) =
̓ѫ/л̈́
௝
ൔ=й

ڂ
n
2ℓڃ (−1)ൔ Xѫ−лൔ

1ڂ − Xл
ڃ

ൔ
Uѫ (X) =

л̈́/ٿѫ−кپ̓
௝
ൔ=й

ڂ
n

2ℓ + ڃ1 (−1)ൔ Xѫ−лൔ−к
1ڂ − Xл

ڃ
ൔ

Uѫبكثيرحدود يُدعىكثيرالحدود و الصنفالأوّل من (T)تشيبيتشيف بكثيرحدود Tѫ يُدعىكثيرالحدود
الثاني2. الصنف تشيبيتشيفمن

sinn 𝜃 و cosn 𝜃 من لكل الخطية العبارة 5.III
الشكل من أو 𝛼 cos k𝜃 الشكل من حدود كمجموع sinѫ 𝜃 و cosѫ 𝜃 من كل عن التعبير هو الفقرة، هذه في الهدف،

. k ∈ ℕ و 𝛼 ∈ ℝحيث 𝛼 sin k𝜃
: التالية الطريقة نتّبع لذلك

1
z = cos 𝜃 − ı sin 𝜃 منه و z = cos 𝜃 + ı sin 𝜃 نضع

. 1
zѫ = cosn𝜃 − ı sinn𝜃 و zѫ = cosn𝜃 + ı sinn𝜃 : عندئذ يكون و

: بالتالي و

cos 𝜃 = 1
2 zڄ + 1

zڅ , sin 𝜃 = 1
2ı zڄ − 1

zڅ

cosn𝜃 = 1
2 zڄ

ѫ + 1
zѫڅ , sinn𝜃 = 1

2ı zڄ
ѫ − 1

zѫڅ

الحالتين مستعملينفي
ʲ
1
2ı zڄ − 1

zڅʳ

ѫ
ننشر sinѫ 𝜃 على للحصول و

ʲ
1
2 zڄ + 1

zڅʳ

ѫ
ننشر cosѫ 𝜃 على للحصول

الحد. ثنائي دستور
: sinн 𝜃 و cosн 𝜃 ، sinм 𝜃 ، cosм 𝜃 من لكل الخطية العبارة : 23 أمثلة

•1

cosм 𝜃 =
ʲ
1
2 zڄ + 1

zڅʳ

м

= 1
8 zڄ

м + 3zл × 1
z + 3z × 1

z + 1
zмڅ

= 1
8 ʲڄ

zм + 1
zмڅ + zڄ3 + 1

zڅʳ
= 1

8 [2 cos 3𝜃 + 3 × 2 cos 𝜃]

: ѫفإنّ ≥ кطبيعي عدد لكل أنه نبرهن أن 2يمكن

їؙ ٿћپ = лؙ
ؙ

௞
ר=ؖ

ћپ − cos лѨپ − кٿഏ
лѫ ٿ യ јؙ ٿћپ = лؙ−ר

ؙ
௞
ר=ؖ

ћپ − cos Ѩഏ
ѫ + кٿ

𝟰𝟳
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sinѫ 𝜃 و cosѫ 𝜃 من لكل الخطية العبارة .5.III

منه و

cosм 𝜃 = 1
4 cos 3𝜃 + 3

4 cos 𝜃

•2

sinм 𝜃 =
ʲ
1
2ı zڄ − 1

zڅʳ

м

= − 1
8ı zڄ

м − 3zл × 1
z + 3z × 1

z − 1
zмڅ

= − 1
8ı ʲڄ

zм − 1
zмڅ + zڄ3 − 1

zڅʳ
= − 1

8ı [2ı sin 3𝜃 − 3 × 2ı sin 𝜃]
منه و

sinм 𝜃 = −1
4 sin 3𝜃 + 3

4 sin 𝜃

•3

cosн 𝜃 =
ʲ
1
2 zڄ + 1

zڅʳ

н

= 1
16 zڄ

н + 4zм × 1
z + 6zл × 1

zл + 4z × 1
zм + 1

zнڅ

= 1
16 ʲڄ

zн + 1
zнڅ + zڄ4

л + 1
zлڅ + 6

ʳ
= 1

16 [2 cos 4𝜃 + 4 × 2 cos 2𝜃 + 6]
منه و

cosн 𝜃 = 1
8 cos 4𝜃 + 1

2 cos 2𝜃 + 3
8

•4

sinн 𝜃 =
ʲ
1
2ı zڄ − 1

zڅʳ

н

= 1
16 zڄ

н − 4zм × 1
z + 6zл × 1

zл − 4z × 1
zм + 1

zнڅ

= 1
16 ʲڄ

zн + 1
zнڅ − zڄ4

л + 1
zлڅ + 6

ʳ
= 1

16 [2 cos 4𝜃 − 4 × 2 cos 2𝜃 + 6]
منه و

sinн 𝜃 = 1
8 cos 4𝜃 − 1

2 cos 2𝜃 + 3
8

: أنّ بنفسالطريقة نجد •5

cosо 𝜃 = 1
16 cos 5𝜃 + 5

16 cos 3𝜃 + 5
8 cos 𝜃 cosп 𝜃 = 1

32 cos 6𝜃 + 3
16 cos 4𝜃 + 15

32 cos 2𝜃 + 5
16

sinо 𝜃 = 1
16 sin 5𝜃 − 5

16 sin 3𝜃 + 5
8 sin 𝜃 sinп 𝜃 = − 1

32 cos 6𝜃 + 3
16 cos 4𝜃 − 15

32 cos 2𝜃 + 5
16

𝟰𝟴
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المركبة الأعداد تطبيقات .III

cosр 𝜃 = 1
64 cos 7𝜃 + 7

64 cos 5𝜃 + 21
64 cos 3𝜃 + 35

64 cos 𝜃

sinр 𝜃 = − 1
64 sin 7𝜃 + 7

64 sin 5𝜃 − 21
64 sin 3𝜃 + 35

64 sin 𝜃

𝟰𝟵
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المركب المستوي في النقطية التحويلات تمثيل u
u
u
u
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.. 4
,Oڂ. ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم منسوبإلى المستوي يلي، فيما

المستوية الهندسة و المركبة الأعداد 1.IV
المسافة 1.1.IV

الترتيب. على صورتيهما zл و zк ليكن و المستوي من Mлنقطتين Mкو لتكن : 21 مبرهنة
.MкMл = ||zл − zк|| Mлهي النقطتينMкو بين المسافة

Mл بينMкو المسافة MкMлفإنّ = ‖๞MкMл‖ = ||zл − zк|| أنّ بما و . zл −zк ๞MкMлهي الشعاع صورة البرهان.
■ . ||zл − zк||هي

المتناسبة المسافات مركز 2.1.IV
حقيقيينحيث 𝛼лعددين 𝛼кو ليكن الترتيب. على b و zл ، zк Bثلاثنقطصورها Mлو ،Mк لتكن : 22 مبرهنة

. 𝛼к + 𝛼л ≠ 0
: كان إذا فقط و إذا 𝛼л و 𝛼кبالمعاملين Mлالمرفوقتين للنقطتينMкو المتناسبة المسافات مركز هي B النقطة

𝛼к (b − zк) + 𝛼л (b − zл) = 0

Mлالمرفوقتين Mкو للنقطتين المتناسبة المسافات مركز هي B النقطة : المتناسبة المسافات مركز تعريف حسب البرهان.
: كان إذا فقفط و إذا أي 𝛼кำBMк + 𝛼лำBMл = ⃗0 كان إذا فقط و إذا 𝛼л و 𝛼кبالمعاملين

𝛼к (b − zк) + 𝛼л (b − zл) = 0
■

المساواة نجد و ʱMкMлٳ القطعة منتصف هي B النقطة ، 𝛼к = 𝛼л = 1 الخاصة الحالة في ⧏ : 15 ملاحظة

. b = zк + zл
2 : (المعروفة)

𝟱𝟭

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

IV

..

IV

..

IV
المسـتویة الهندسة و المركبة الأعداد .1.IV

−→
i

−→
j

A (a)

B (b)

C (c)

O

(b − a)

(c− a)

شعاعين. زاوية :1.IV شكل

⧐

: يلي كما النتيجة هذه م تُعمَّ و

على zѫ ،⋯ ، zл ، zк لواحقها المستوي من Aѫنقطاً ،⋯ ،Aл ،Aк لتكن و طبيعيا عددًا n ≥ 2 ليكن : 23 مبرهنة
. 𝛼к + 𝛼л + ⋯ + 𝛼ѫ ≠ بحيث0 حقيقية أعدادًا 𝛼ѫ ،⋯ ، 𝛼л ، 𝛼к لتكن الترتيب.

حققتلاحقتها إذا فقط و إذا ، i = 1, 2, ⋯ ,n ، 𝛼Ѧبالمعاملات AѦالمرفوقة للنقط المتناسبة المسافات مركز Gهي النقطة
: المعادلة z

𝛼к (zк − z) + 𝛼л (zл − z) + ⋯ + 𝛼ѫ (zѫ − z) = 0

𝛼к ෿GAк + 𝛼л ෿GAл + ⋯ + 𝛼ѫ ෿GAѫ = ⃗0 المتناسبة) المسافات مركز تعريف (من المعادلة كتابة إعادة يكفي البرهان.
■ اللاحقة. باستعمال

الزوايا 3.1.IV
لواحقها c و b ، a لتكن و ، B Aو Cتختلفعن النقطة بحيث المستوي من نقط Cثلاث و B ،A لتكن : 24 مبرهنة

الترتيب. على
. ๔
,C්Aڂ C්Bڃ = argڄ

b − c
a − cڅ (mod 2𝜋) : هي ๔

,C්Aڂ C්Bڃ الزاوية قياسات إحدى

. argڄ
b − c
a − cڅ = arg (b − c) − arg (a − c) (mod 2𝜋) أنّ نعلم البرهان.

. arg (a − c) = ๔
ڂ ⃗i, C්Aڃ و arg (b − c) = ๔

ڂ ⃗i, C්Bڃ منه C්A لاحقة هي a − c و C්B لاحقة هي b − c لكن
๔

,C්Aڂ C්Bڃ = argڄ
b − c
a − cڅ (mod 2𝜋) : فإنّ ๔

,C්Aڂ C්Bڃ = ๔
ڂ ⃗i, C්Bڃ − ๔

ڂ ⃗i, C්Aڃ (mod 2𝜋) أنّ بما و
■ .

: يلي نستخلصما هنا من

𝟱𝟮
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المركب المسـتوي في النقطية التحویلات تمثيل .IV

على لواحقها c و b ، a لتكن و ، A عن تختلف C النقطة بحيث المستوي من نقط ثلاث C و B ، A لتكن : 1 لازمة
الترتيب.

حقيقيا. c − b
c − a كان إذا فقط و إذا واحدة استقامة Cعلى و B ،Aالنقط •

صرفا. تخيليا c − b
c − a كان إذا فقط و إذا متعامدان (CB) و (CA) المستقيمان •

: كانت إذا واحدة استقامة Cعلى و B ،Aالنقط • البرهان.
. ๔
,C්Aڂ C්Bڃ = 𝜋 (mod 2𝜋) أو ๔

,C්Aڂ C්Bڃ = 0 (mod 2𝜋)

argڄ
b − c
a − cڅ = 0 (mod 2𝜋) كان إذا فقط و إذا معدومة ๔

,C්Aڂ C්Bڃ الزاوية السابقة، المبرهنة حسب

. argڄ
b − c
a − cڅ = 𝜋 (mod 2𝜋) كان إذا فقط و إذا مستقيمة و

91 صفحة 25 التمرين أنظر � حقيقيا. c − b
c − a كان إذا فقط و إذا ( الحالتين في ) أي

๔
,C්Aڂ C්Bڃ = ±𝜋

2 (mod 2𝜋) كان إذا فقط و إذا متعامدان (CB) و (CA) المستقيمان •

تخيليا c − b
c − a كان إذا فقط و إذا أي argڄ

b − c
a − cڅ = ±𝜋

2 (mod 2𝜋) كان إذا فقط و إذا ( السابقة المبرهنة حسب ) أي
صرفا.

■

السلمي الجداء 4.1.IV

على zл = xл + ıyл و zк = xк + ıyк 𝒫لاحقتاهما المستوي شعاعينمن Vඁлڂ
xл
yл

ڃ و Vඁкڂ
xк
yк

ليكنڃ : 25 مبرهنة

الترتيب.
. Vඁк ⋅ Vඁл = Re (zк ⋅ zл)هي Vඁл و Vඁкللشعاعين Vඁк ⋅ Vඁл السلمي للجداء المركبة العبارة

جهة من لدينا البرهان.
Vඁк ⋅ Vඁл = xкxл + yкyл

أخرى جهة من و
zк ⋅ zл = xкڀ − ıyкځ xлڀ + ıyлځ = xкxл + yкyл + xкyлڀ − yкxлځ ı

■ النتيجة. منه

المركب المستوي في النقطية التحويلات تمثيل 2.IV
صِيغ إعطاء يلي فيما سنحاول و التحليلية)، الهندسة باستخدام (أي تحليلية دراسة سبق ما في النقطية التحويلات دُرِست

المعقدة. الحسابات و العمل ل يُسهِّ الذي الشئ المركبة، الأعداد باستعمال لها جديدة

𝟱𝟯
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المركب المسـتوي في النقطية التحویلات تمثيل .2.IV

المستوي. أشعة 𝒱مجموعة و 𝒫المستوي ليكن
نفسه. 𝒫في للمستوي تقابلي تطبيق كل نقطيا نسمّيتحويلا

f:
ʯ
𝒫 ⟶ 𝒫
M ⟼ Mດ = f(M)

،M الصورة ذي zالمركب بالعدد يرفق الذي و نفسه في المركب للمستوي g التطبيق f نقطي تحويل بكل نرفق أن يمكن
.Mດ = f (M) النقطة لاحقة zດ المركب العدد

g:
ʯ
ℂ ⟶ ℂ
z ⟼ zດ

المركبة. فبالأعداد مُعرَّ نقطي تحويل أنّه نقولتجاوزًا المركبو المستوي في fالنقطي التحويل يُمثِّل gالتطبيق أنّ عندئذ نقول
: بالعبارة المعرف النقطي التحويل f ليكن : 24 مثال

f:
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝒫 ⟶ 𝒫

M(x,y) ⟼ Mດ(xດ,yດ) حيث
ʯ

xດ = xл − yл

yດ = 2xy
يحقق f بالتحويل المرفق g التطبيق فإنّ ıл = حيث1− zດ = xດ + ıyດ و z = x + ıy كان إذا

zດ = g(z) = xດ + ıyດ = xл − yл + 2ıxy = (x + ıy)л = zл
أي

g:
ʯ
ℂ ⟶ ℂ
z ⟼ g(z) = zл

العكسصحيح. و التحليلية عبارته من انطلاقًا نقطي لتحويل المركبة العبارة تعيين يمكن ⧏ : 16 ⧏ملاحظة
: المركبة عبارته الذي التطبيق g ليكن : 25 مثال

g:
ʯ
ℂ ⟶ ℂ
z ⟼ g(z) = ız + 1 − ı

: لدينا
zດ = g(z) = ız + 1 − ı = ı (x + ıy) + 1 − ı = (−y + 1) + (x − 1) ı
: هي g للتطبيق الموافق f للتحويل التحليلية العبارة إذن ، xດ = −y + 1 , yດ = x − 1 : أنّ أي

f:
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝒫 ⟶ 𝒫

M(x,y) ⟼ Mດ(xດ,yດ) حيث
ʯ

xດ = −y + 1
yດ = x − 1

التحاكي و الإنسحاب 1.2.IV
: 14 تعريف

.𝒫 المستوي من شعاعًا V⃗ ليكن •

نقطة بكل يرفق الذي و نفسه 𝒫في للمستوي النقطي التحويل ،𝒯V⃗ بالرمز إليه نرمز و ، V⃗ شعاعه نسميانسحابا
. ำMMດ = V⃗ : Mດبحيثيكون 𝒫النقطة Mمن

معدوم. غير حقيقيا عدداً k ليكن و المستوي من Ωنقطة لتكن •

نفسه 𝒫في للمستوي النقطي التحويل هو ،ℋ (Ω, k) بالرمز إليه الذينرمز و ،k نسبته Ωو التحاكيالذيمركزه
. ෿ΩMດ = k ⋅ ෿ΩM : Mດبحيثيكون 𝒫النقطة Mمن نقطة بكل يرفق الذي و

𝟱𝟰
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المركب المسـتوي في النقطية التحویلات تمثيل .IV

k > 0

k < 0

Ω

M

M ′

M

Ω

M ′

التحاكي :3.IV شكل

A

A′

M

M ′

−→
V

الإنسحاب :2.IV شكل

: خواص(مراجعة)

: التحاكي و الإنسحاب من لكل بالخواصالأساسية برهان) (بدون يلي فيما نُذكّر

.𝒯
−V⃗ الإنسحاب هو العكسيله التحويل و نفسه، 𝒫في للمستوي تقابلي 𝒯V⃗تطبيق الإنسحاب •1

التحويل هو 𝟙𝒫 𝒯حيث ⃗0 = 𝟙𝒫 فإنّ V⃗ = ⃗0 كان إذا و ، (صامدة) مضاعفة نقطة توجد فلا V⃗ ≠ ⃗0 كان إذا
Mنفسها). Mالنقطة ∈ 𝒫 نقطة بكل يرفق الذي (التحويل للمستوي (المطابق) الحيادي

.𝒯
V⃗ + Vඁ ດ الإنسحاب 𝒯Vඁهو ດ 𝒯V⃗و تركيبالإنسحابين

. |k| بالعدد يضربها k نسبته الذي التحاكي و قياس) تساوي أنه (نقول المسافات الإنسحابيحفظ

نفس ℋ(له ,Ωڄ 1kالتحاكيڅ هو العكسيله التحويل و ، 𝒫فينفسه تقابليللمستوي ℋتطبيق (Ω, k)التحاكي •2
. المركز)

. k = ±1 كان إذا فقط و إذا تضامنيا التحاكي يكون إذن

صامدة النقط جميع فإنّ k = 1 كان إذا و ، الوحيدة (الصامدة) المضاعفة النقطة Ωهي النقطة تكون k ≠ 1 كان إذا
.(෿ΩM = k෿ΩM ⟺ (1 − k) ෿ΩM = ⃗0 (لأنّ

. ℋ(نفسالمركز) (Ω, kкkл)التحاكي هو ℋл(نفسالمركز) (Ω, kл) ℋкو (Ω, kк)التحاكيين تركيب

. k نسبته تحاك هو ترتيب) (بأي k نسبته تحاكٍ انسحابو تركيب •3

. zй لاحقته شعاعاً V⃗ ليكن •1 : 26 مبرهنة

. zດ = z + zй : هي V⃗ شعاعه 𝒯V⃗الذي للإنسحاب المركبة العبارة

معدوم. غير حقيقيا عدداً k ليكن و 𝜔 المستويلاحقتها من Ωنقطة لتكن •2
: هي k نسبته Ωو مركزه ℋالذي (Ω, k)للتحاكي المركبة العبارة

.( zດ = kz + (1 − k)𝜔 (أو zດ − 𝜔 = k (z − 𝜔)

. zດ = xດ + ıyດ و z = x + ıy ،(zй = a + ıbأي) V⃗ڂ
a
bڃ نضع •1 البرهان.

𝟱𝟱
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المركب المسـتوي في النقطية التحویلات تمثيل .2.IV

Ω

θ < 0

A′

θ

M ′

A

M

Ω

θ > 0

A′

θ

M ′

A

M

الدوران :4.IV شكل

ʯ
xດ = x + a
yດ = y + b : 𝒯V⃗هي للإنسحاب التحليلية العبارة أنّ نعلم

: منه و
zດ = xດ + ıyດ = (x + a) + ı (y + b) = (x + ıy) + (a + ıb) = z + zй

: تُكتب ෿ΩMດ = k ⋅ ෿ΩM المساواة إذن zດ − 𝜔 هي ෿ΩMດ الشعاع لاحقة و z − 𝜔 هي ෿ΩM الشعاع لاحقة •2
. zດ − 𝜔 = k (z − 𝜔)

■

الدوران 2.2.IV
موجهة. زاوية 𝜃 𝒫و المستوي في ثابتة Ωنقطة لتكن : 15 تعريف

Ω Ωالنقطة بالنقطة يرفق الذي النقطي التحويل ،ℛ (Ω, 𝜃) بالرمز إليه نرمز الذي و ،𝜃 زاويته Ωو مركزه دوراناً نسمي

.
⎧
⎨
⎩

ΩMດ = ΩM
๔

,෿ΩMڂ ෿ΩMດ
ڃ = 𝜃 (mod 2𝜋)

: Mດبحيث Ωالنقطة Mتختلفعن نقطة بكل يرفق و نفسها

فتكون ، ΩM قطرها نصف و Ω مركزها دائرة من 𝜃 قياسه قوساً نرسم ،ℛ (Ω, 𝜃) الدوران Mوفق نقطة محوّلة لإيجاد
.Mດ النقطة هي نهايته

𝟱𝟲
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IV
المركب المسـتوي في النقطية التحویلات تمثيل .IV

: خواص(مراجعة)

: للدوران بالخواصالأساسية برهان) (بدون يلي فيما نُذكّر

Ω النقطة متقاطعينفي إختياريين مستقيمين عموديينحول تناظرين ℛكتركيب (Ω, 𝜃) الدوران عن التعبير يمكن •1
الآخر و إختياري المستقيمين أحد أنّ (بمعنى الحالات من منتهٍ غير بعدد ذلك و ، 𝜃

2 يساوي بينهما الزاوية قيس و

.( 𝜃
2 المعطاة الزاوية معه يصنع

.ℛ −к (Ω, −𝜃) الدوران العكسيهو تطبيقه و نفسه، 𝒫في للمستوي تقابلي ℛتطبيق (Ω, 𝜃) الدوران •2

بالنسبة (تناظر مستقيمة كانتزاويته أو (التطبيقالحيادي) معدومة كانتزاويته فقطإذا و إذا الدورانتضامنيا يكون •3
نقطة). إلى

. 𝜃 ≠ 0 (mod 2𝜋) كان إذا الوحيدة الصامدة النقطة هو الدوران مركز •4
ℛ(نفسالمركز). (Ω, 𝜃к + 𝜃л) الدوران هو ℛл(نفسالمركز) (Ω, 𝜃л) ℛкو (Ω, 𝜃к)الدورانين تركيب •5

الزاوية. نفس له دوران هو العكس) (أو دوران انسحابمع تركيب •6

حقيقيا. عدداً 𝜃 ليكن و 𝜔 المستويلاحقتها من Ωنقطة ∈ 𝒫 لتكن : 27 مبرهنة
.( zດ = eѸഈz + 1ڀ − eѸഈځ𝜔 (أو zດ − 𝜔 = eѸഈ (z − 𝜔) ℛهي (Ω, 𝜃) للدوران المركبة العبارة

: Mفإنّ ≠ Ω كان إذا الترتيب. Mດعلى Mو لاحقتَيْ zດ و z لتكن البرهان.
Mດ = ℛ (Ω, 𝜃) (M) ⟺ ΩM = ΩMດ و ๔

,෿ΩMڂ ෿ΩMດ
ڃ = 𝜃 (mod 2𝜋)

⟺ |z − 𝜔| = ||zດ − 𝜔|| و argڄ
zດ − 𝜔
z − 𝜔 څ = 𝜃 (mod 2𝜋)

⟺
|
|
||
zດ − 𝜔
z − 𝜔

|
|
||
= 1 و argڄ

zດ − 𝜔
z − 𝜔 څ = 𝜃 (mod 2𝜋)

⟺ zດ − 𝜔
z − 𝜔 = [1, 𝜃] = eѸഈ

⟺ zດ − 𝜔 = eѸഈ (z − 𝜔)

■ محققة. zດ − 𝜔 = eѸഈ (z − 𝜔) المساواة و zດ = z = 𝜔أيMດ = Ω فإنّ ،M = Ω الخاصة الحالة في

المباشر المستوي التشابه 3.IV
: بالعبارة 𝜃 زاويته و k > 0 نسبته 𝒮الذي (k, 𝜃)المباشر المستوي التشابه يُعرّف

∀M,N ∈ 𝒫 :
⎧
⎨
⎩

MດNດ = k ⋅ MN
๔

,෿MNڂ ำMດNດ
ڃ = 𝜃 (mod 2𝜋)

دراسته. بعضالشئ يُسهّل له آخر تعريفا سنعطي هذا، بحثنا في لكن

𝟱𝟳
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المباشر المسـتوي التشابه .3.IV

: هي المركبه عبارته الذي المستوي التحويل هو المباشر التشابه : 16 تعريف

.
ʯ
ℂ ⟶ ℂ
z ⟼ az + b ; a ∈ ℂ∗ , b ∈ ℂ

: يلي ما إثبات بإمكاننا بدايةً،

Aн Aмو ،Aл ،Aк كانت إذا : بمعنى المسافات بين النسبة و الموجهة الزوايا على المباشريحافظ التشابه : 28 مبرهنة
𝒮 (k, 𝜃)المباشر بالتشابه Aດصورها

н Aດو
м ،Aດ

л ،Aດ
кكانت Aмو ≠ Aн Aкو ≠ Aлبحيث𝒫 المستوي نقطمن أربع

فإنّ:
๔

ڂ
ำAດ
кAດ

л, ำAດ
мAດ

нڃ = ๔
,ำAкAлڂ ำAмAнڃ (mod 2𝜋) و Aດ

мAດ
н

Aດ
кAດ

л
= AмAн

AкAл

،Aл ،Aк النقط لواحق zн، zм ، zл ، zк لتكن .𝒮 (k, 𝜃) للتشابه المركب التمثيل f : z ↦ az + b ليكن البرهان.
zດ
Ѧ = azѦ + b : لدينا الترتيب. Aດعلى

н ،Aດ
м ،Aດ

л ،Aດ
к النقط لواحق zດ

н ، zດ
м ، zດ

л ، zດ
к لتكن الترتيبو Aнعلى ،Aм
: منه . i ∈ {1, 2, 3, 4} لأجل

ʯ
zດ
л − zດ

к = a (zл − zк)
zດ
н − zດ

м = a (zн − zм)

zດ
н − zດ

м
zດ
л − zດ

к
= zн − zм

zл − zк
: فإنّ a ≠ 0 أنّ بما و

: منه
๔

ڂ
ำAດ
кAດ

л, ำAດ
мAດ

нڃ = argڄ
zດ
н − zດ

м
zດ
л − zດ

кڅ
= argڄ

zн − zм
zл − zкڅ

= ๔
,ำAкAлڂ ำAмAнڃ (mod 2𝜋)

و
Aດ

мAດ
н

Aດ
кAດ

л
=

|
|
||
zດ
н − zດ

м
zດ
л − zດ

к

|
|
||
=

|
|
||
zн − zм
zл − zк

|
|
||
= AмAн

AкAл

■

المباشر التشابه العكسيهو تحويله و نفسه للمستويفي تقابلي تحويل f : z ↦ az+bالمباشر التشابه •1 : 29 مبرهنة

. f−к : z ↦ 1
az − b

a
مباشر. تشابه هو مباشرين تركيبتشابهين •2

: فإنّ a ≠ 0 أنّ بما •1 البرهان.
zດ = az + b ⟺ az = zດ − b ⟺ z = zດ − b

a
: لدينا مباشرين. تشابهين fл : z ↦ aлz + bл و fк : z ↦ aкz + bк ليكن •2

fл (fк (z)) = fл (aкz + bк) = aл (aкz + bк) + bл = aкaлz + aлbк + bл

لتشابه المركبة العبارة هي و c ≠ حيث0 fл ∘ fк : z ↦ cz + d نجد d = aлbк + bл و c = aкaл بوضع و
مباشر.

■

𝟱𝟴
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المركب المسـتوي في النقطية التحویلات تمثيل .IV

O

α

Ω

M

M ′

M ′′

−→
j

−→
i

المباشر التشابه :5.IV شكل

. f : z ↦ az + bهي المركبة عبارته المباشرالذي التشابه f ليكن . b ∈ ℂ و a ∈ ℂ∗ ليكن : 3 نظرية

. b شعاعه الذيلاحقة الإنسحاب هو f فإنّ a = 1 كان إذا •1

التشابه. مركز تُدعى Ω . (Ω = f (Ω)) وحيدة (مضاعفة) صامدة نقطة fالمباشر للتشابه فإنّه a ≠ 1 كان إذا •2
: كان إذا ذلك، إلى بالإضافة

.aالمركب للعدد عمدة 𝛼 •

. 𝛼 زاويته Ωو مركزه الذي الدوران ℛهو = ℛ (Ω, 𝛼) •

. |a| نسبته Ωو مركزه الذي التحاكي ℋهو = ℋ (Ω, |a|) •

. f = ℛ ∘ ℋ = ℋ ∘ ℛ :ℋ ℛو تركيب يُكتبعلىشكل f فإنّ
التشابه. زاوية قياس) اختصارًا، قياسات(أو، إحدى 𝛼 العدد و التشابه نسبة |a|الحقيقي العدد يُسمى

. |a| نسبته Ωو مركزه الذي التحاكي هو f فإنّ a ∈ ℝ∗ كان إذا •3

. 𝛼 زاويته Ωو مركزه الذي الدوران هو f فإنّ |a| = 1 كان إذا •4

. b شعاعه الذي الإنسحاب هو f ، 26 المبرهنة حسب و f(z) = z + b فإنّ a = 1 كان إذا •1 البرهان.
: f بالتحويل الصامده النقط لنبحثعن و a ≠ نفرض1 •2

ذات Ωالنقطة لتكن . (! a ≠ 1 فرضنا ) zй = b
1 − a منه zй = azй + b لدينا صامدة. نقطة لاحقة zй لتكن

z اللاحقة ذات Mالنقطة لتكن . f بالتحويل الوحيدة الصامدة النقطة Ωهي النقطة سبق، حسبما . zй اللاحقة
a للعدد عمدة 𝛼لتكن . zດ − zй = a (z − zй) : لدينا . zດ = f(z) = az + b اللاحقة ذات Mດالنقطة لتكن و

.ℛ (Ω, 𝛼) ℛالدوران ℋو (Ω, |a|)التحاكيℋ ،

حسب .ℋ (ℛ (M)) لاحقة zл ℛو (M) لاحقة zк لتكن .ℛ ℋو تركيب شكل على يُكتب f أنّ لنثُبت

𝟱𝟵
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المباشر المسـتوي التشابه .3.IV

: لدينا 55 صفحة 26 المبرهنة

zк − zй = eѸഁ (z − zй)
zл − zй = |a| (zк − zй)

إذن
zл − zй = |a| eѸഁ (z − zй) = a (z − zй)

. f = ℋ ∘ ℛ آخر بتعبير أو f (M) النقطة لاحقة هي zл أنّ أي zл = zດ أنّ يعني هذا و

. f = ℛ ∘ ℋ أنّ بنفسالطريقة نثبت
■

: المركبة بالصيغة المعرّف عناصرالتحويل و طبيعة حالة كل في عينِّ : 5 تطبيق

fм : z ↦ (1 − ı) z •

fн : z ↦ −2z + 1 − ı •

fк : z ↦ ız + ı − 1 •

fл : z ↦ (1 + ı) z + 2 − 4ı •

.a = ı = ,1ٴ 𝜋
ٷ2 لأنّ دوران fк • الحلّ.

.Ω (−1, أي(0 zй = ı − 1
1 − ı = −1 لاحقتها Ωالتي النقطة مركزه

.ℛ ,1−)ڂ 0) , 𝜋
ڃ2 الدوران هو fк إذن

. a = 1 + ı = ,2√ٴ 𝜋
ٷ4 لأنّ تشابه fл •

.Ω (4, 2) أنّ أي zй = 2 − 4ı
1 − (1 + ı) = 4 + 2ıهيΩ الوحيدة الصامدة النقطة لاحقة

.𝒮 ,4)ڂ 2) ,√2, 𝜋
ڃ4 التشابه هو fл إذن

. a = 1 − ı = ,2√ٴ −𝜋
ٷ4 لأنّ تشابه fм •

.Ω (0, 0) أنّ أي zй = 0
1 − (1 − ı) = Ωهي0 الوحيدة الصامدة النقطة لاحقة

.𝒮 ,O,√2ڂ −𝜋
ڃ4 التشابه هو fм إذن

. a = −2 ∈ ℝ∗ ّ لأن تحاكي fн •

.Ωڄ
1
3 , −1

څ3 أنّ أي zй = 1 − ı
1 − (−2) = 1

3 − 1
3ıهيΩ الوحيدة الصامدة النقطة لاحقة

.ℋ ڄڄ
1
3 , −1

څ3 , څ2− التحاكي هو fн إذن
■

الترتيب. على zл و z ، هي1 لواحقها المستوي من نقط ثلاث P Mو ،A : 6 تطبيق
الساقين. متساوي فيAو المثلثAMPقائما يكون لكي z المركبة الأعداد أوجد

𝟲𝟬
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المركب المسـتوي في النقطية التحویلات تمثيل .IV

7.IV شكل

O

M

M ′ M ′′

S

T

6.IV شكل

.±𝜋
2 زاويته Aو مركزه الذي بالدوران P Mإلى من ننتقل أن يكفي يجبو المطلوب، z العدد يحُقق لكي الحلّ.
. ı هو له عمدة 𝜋

2 و 1 طويلته الذي المركب العدد و ،−ı هو له 𝜋−عمدة
2 و 1 طويلته الذي المركب العدد

zл − 1 = ı (z − 1) أو zл − 1 = −ı (z − 1) تحقق التي الأعداد هي نبحثعنها التي z فالأعداد
. (z − 1) (z + 1 − ı) = 0 أو (z − 1) (z + 1 + ı) = أي0

■ z = −1 − ı و z = −1 + ı و متطابقة) P ،M ،A ) z = 1 : نجد

الإنزلاق : آخر نقطي تحويل 1.3.IV
؛ f :

ʯ
ℂ ⟶ ℂ
z ⟼ f(z) = z + u : المركبة بالعبارة المعرف النقطي لندرسالتحويل

. u ∈ ℝ∗ معدوم: غير حقيقي عدد uحيث
النقطة نظيرة هي z = x− ıy Mດالتيلاحقتها النقطة . x,y ∈ ℝحيث ، z = x+ ıy المستويلاحقتها من لتكنMنقطة
f(z) = z + u لاحقتها التي Mດດالنقطة لتكن الحقيقية). الأعداد محور سمّيناه (الذي (Ox) الفواصل لمحور Mبالنسبة
. ำMດMດດ = u ⃗i فإنّ u ∈ ℝ∗ أنّ بما و ، f(z) − z = uهي ำMດMດດ الشعاع لاحقة .( f Mبالتحويل النقطة (أيصورة
Sالعمودي التناظر مع u ⃗i شعاعه 𝒯الذي الإنسحاب تركيب عن عبارة f المركبة بالعبارة Mالمعرّف ⟼ Mດດ التحويل

. (Ox) المحور ذو يُدعىالإنزلاق التحويل هذا .𝒯 ∘ S : (Ox) الفواصل لمحور بالنسبة
: لدينا

f ∘ f (z) = f (z + u) = z + u + u
= z + u + u = z + 2u , حقيقي) u لأنّ u = u)

. 2u ⃗i شعاعه الذي بالإنسحاب z النقطة هيصورة f ∘ f (z) النقطة أنّ يعني هذا
يمكن التي الزخارف بعض يبينّ 7.IV الشكل و f بالإنزلاق الأسود للمضلع المتتابعة الصور بعض يمثل 6.IV الشكل

(تكرارية). متتابعة بصفة إنزلاق بتطبيق عليها الحصول

𝟲𝟭
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.. 5
صيغة إيجاد أو خاصية إثبات في المتبعة للطرق فهمه و للدرس الطالب استيعاب مدى اختبار هو الآتية الأسئلة من الهدف

ما. علاقة أو
النظر عليه ينبغي فلا دقائق، 10 عن تقلّ أن بحثلايجب و تفكير مدة بعد الردّ، عن عجز الجوابأو الطالبفي أخفق إذا
يساعده لم فإذا الدرس؛ يراجع فيه، ضالته يجد لم إذا و ، د صفحة الملخصالموجود في النظر بدايةً بإمكانه بل مباشرة الحل إلى
… السؤال من يتمكن يتوقفحتى لا و أسابيع أو أيام بعد المحاولة يُعاود أن ينسى لا و تركيز بكلّ الحل يتأمّل كله، ذلك

أساسالنجاح. فالمثابرة

.. .١ .: أنّ أثبت ، المثلثية) (المتباينة ∀z, zດ ∈ ℂ , ||z + zດ|| ≤ |z| + ||zດ|| : أنه علماً
∀z, zດ ∈ ℂ , |||z| − ||zດ|||| ≤ ||z + zດ||

: بكتابة لنا تسمح المثلثية المتباينة مركبين. عددين zດ و z ليكن الجواب.
. ||zດ|| − |z| ≤ ||z + zດ|| أي zڀ|| + zດځ + (−z)|| ≤ ||z + zດ|| + |−z|

.− ||zດ||ڀ − |z|ځ ≤ ||z + zດ||أي |z| − ||zດ|| ≤ ||z + zດ|| أنّ نثبت بنفسالطريقة، و
: فإنّ ||zດ|| − |z| أو |z| − ||zດ|| إمّا يساوي |||z| − ||zດ|||| أنّ بما و

∀z, zດ ∈ ℂ , |||z| − ||zດ|||| ≤ ||z + zດ||
■

.. .٢ .: الإثباتالآتي في الخطأ إبحثعن
لا aл + bл المجموع فإنّ bл ≥ 0 و aл ≥ 0 أنّ بما . aл + bл = بحيث0 مركبين عددين b و a ليكن »

. a = b = 0 كان إذا أي bл = 0 و aл = 0 كان إذا إلاّ معدوماً يكون
« .( b ≠ 0 و a ≠ 0 لكن aл + bл = 0 فإنّ b = ı و a = 1 كان إذا مثلاً لأنه الإثباتخاطئ (هذا

. ıл = −1 مثلاً معدوم. موجبأو أنه القول يمكن لا إذن حقيقياً عدداً العامة، الحالة في مركبليس، عدد مربع الجواب.
■ . 5 الدرسصفحة في تمشرحه معنىفيℂكما ليسلها (≥ الترتيب≥(أو علاقة أنّ إلى السببيرجع

.. .٣ الأسي.. الشكل 3−على و 1 + ıأكتب مركب؟ لعدد (الأسي) المثلثي الشكل تحديد كيفيتم

𝟲𝟱
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.« eѸഈ = cos 𝜃 + ı sin 𝜃 » الجزء يبقى و مشترك كعامل العدد طويلة نضع : بسيطة الطريقة الجواب.
: فإنّ ||1 + ı|| = √2 أنّ بما مثلاً،

1 + ı = √2
چ
√2
2 + √2

2 ı
ڇ

= cosڂ2√ 𝜋
4 + ı sin 𝜋

ڃ4 = √2eѸഏ/н

.−3 = 3 × (−1) = 3eѸഏ : 3−هو الأسيللعدد الشكل بالمثل،
■ موجباً. حقيقياً عدداً تكون أن يجب الطويلة 3−لأنّ للعدد المثلثي الشكل ليست 3eѸй−التي الكتابة من يجبالحذر

.. .٤ ..−16 للعدد الرابعة الجذور الشرح، مع أوجد،

: لدينا .−16 للعدد رابعاً جذراً z ليكن الجواب.
zн = −16 ⟺ zн = 16eѸഏ الأسي: الشكل نكتب16−على بدايةً،

⟺ zн = ځ2eѸഏ/нڀ
н : رابع جذر علىشكل للمعادلة الأيمن الطرف نكتب ثمّ

⟺ ڂ
z

2eѸഏ/нڃ
н

= 1 : 𝜔н = 1 الشكل إلى المعادلة نُحوّل بعدها،

⟺ ∃k ∈ {0, 1, 2, 3} ∣ z
2eѸഏ/н = eлѸѨഏ/н : الوحدة جذور الدرسحول نتيجة نُطبّق الأخير، في

⟺ ∃k ∈ {0, 1, 2, 3} ∣ z = 2eپлѨ+кٿѸഏ/н

■ . 2e±мѸഏ/н و 2e±Ѹഏ/н : هي الحلول أنّ نجد . 3 و 2 ، 1 ، 0 بالقِيَم k نُعوّضعن الحل، لإتمام

.. .٥ المجهول. ذات azл + bz + c = 0 المعادلة ْ حليَّ zл و zк ليكن . a ≠ بحيث0 مركبة أعداد c ، b ، a
. c و b ، aالمعاملات بدلالة p = zкzл و s = zк + zл عن عبرِّ . z ∈ ℂ

؟ بسرعة إيجادها فكيفيمكن الصِيَغ، هذه نحفظ نكن لم إذا

: يلي إثباتذلككما يمكن و p = c
a و s = −b

a أنّ نعلم الجواب.
azл + bz + c = a (z − zк) (z − zл) = azл − a (zк + zл) z + azкzл = azл − asz + ap

■ . c = ap و b = −as : ينتج بالمطابقة إذن ، z ∈ ℂمركب عدد لكل صحيحة المساواة هذه

.. .٦ .. azл + bz + c العبارة النموذجي الشكل أكتبعلى . a ≠ بحيث0 مركبة أعداد c ، b ، a
. 5zл − 2z + 1 و zл + 8z − 6 على النتيجة هذه طبق

: المربع إتمام طريقة نتبع ثمّ . aڄz
л + b

2az + c
aمشتركڅ كعامل a نضع بدايةً، الجواب.

azл + bz + c = a
ʲ
zл + b

2aa + c
aʳ

= a
ʴڄ

z + b
2aڅ

л
− ڄ

b
2aڅ

л
+ c

aٶ
= a

ʴڄ
z + b

2aڅ

л
− bл − 4ac

4aл ٶ

zл + 8z − 6 = (z + 4)л − 4л − 6 = (z + 4)л − 22 : إذن

5zл − 2z + 1 = 5
ʲ
zл − 2

5z + 1
5ʳ

= 5
ʴڄ

z − 1
څ5

л
− ڄ

1
څ5

л
+ 1

ٶ5
= 5

ʴڄ
z − 1

څ5

л
+ 4

ٶ25
و

𝟲𝟲
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للدرس استيعابك اختبر .V

■

.. .٧ .. خطية عبارة علىشكل ، x ∈ ℝ m,nو ∈ ℕ مع ، sinѪ x cosѫ x الجداء كتابة طريقة إشرح
. (n = 3 mو = 4 الحالة في (يمكنشرحها

: لدينا . x ∈ ℝ ليكن . n = 3 mو = 4 الحالة في الطريقة نشرح الجواب.
sinн x cosм x = ڄ

eѸѵ − e−Ѹѵ

2ı څ

н

ڄ
eѸѵ + e−Ѹѵ

2 څ

м
= 1

2р
(eѸѵ − e−Ѹѵ)н (eѸѵ + e−Ѹѵ)м : أولر صِيغ نطبق بدايةً،

= 1
2р eнѸѵڀ − 4eлѸѵ + 6 − 4e−лѸѵ + e−нѸѵځ eмѸѵڀ + 3eѸѵ + 3e−Ѹѵ + e−мѸѵځ : الحد ثنائي دستور بعدها،

= 1
2р eрѸѵڀ − eоѸѵ − 3eмѸѵ + 3eѸѵ + 3e−Ѹѵ − 3e−мѸѵ − e−оѸѵ + eрѸѵځ : الترتيب النشرو ثمّ،

= 1
2п

(cos (7x) − cos (5x) − 3 cos (3x) + 3 cos x) : أولر صِيغ الأخير، في

■

.. .٨ الشرح.. الأسيمع الشكل على eѸѵ + eѸѶ العدد أكتب حقيقيان. عددان y و x
. eѸѵ − eѸѶ الأسيللعدد الشكل استنتج

: فيكون مشترك كعامل eѸپѵ+Ѷٿ/л نضع و النصف» «الزاوية طريقة نتبع الجواب.
eѸѵ + eѸѶ = eѸپѵ+Ѷٿ/л л/ٿѵ−ѶپeѸڀ + e−Ѹپѵ−Ѷځٿ = 2 cosڂ

x − y
2 ڃ eѸپѵ+Ѷٿ/л

: بالتالي و
؛ معرف) الأسيغير (الشكل eѸѵ + eѸѶ = 0 فإنّ cos ѵ−Ѷ

л = 0 كان إذا •

؛ 2 cos ѵ−Ѷڀ
л ځ eѸپѵ+Ѷٿ/л هو eѸѵ + eѸѶ الأسيللعدد الشكل فإنّ cos ѵ−Ѷ

л > 0 كان إذا •

.−2 cos ѵ−Ѷڀ
л ځ eѸഏ+Ѹپѵ+Ѷٿ/л هو eѸѵ + eѸѶ الأسيللعدد الشكل فإنّ cos ѵ−Ѷ

л < 0 كان إذا و •

: أنّ نستنتج سبق فحسبما ، eѸѵ − eѸѶ = eѸѵ + eѸپѶ+ഏٿ أنّ بما و
؛ معرف) الأسيغير (الشكل ѵ−Ѷ−ഏ

л = 0 كان إذا eѸѵ − eѸѶ = 0 •

2 sin ѵ−Ѷڀ
л ځ eѸپѵ+Ѷ+ഏٿ/л أي 2 cos ѵ−Ѷ−ഏڀ

л ځ eѸپѵ+Ѷ+ഏٿ/л هو eѸѵ + eѸѶ الأسيللعدد الشكل •

؛ cos ѵ−Ѷ−ഏ
л > 0 كان إذا (cos tڀ − ഏ

лځ = sin t (لأنّ
−2 sin ѵ−Ѷڀ

л ځ eѸഏ+Ѹپѵ+Ѷ+ഏٿ/л أي −2 cos ѵ−Ѷ−ഏڀ
л ځ eѸഏ+Ѹپѵ+Ѷ+ഏٿ/л هو eѸѵ + eѸѶ الأسيللعدد الشكل و •

. cos ѵ−Ѷ−ഏ
л < 0 كان إذا (cos tڀ − ഏ

лځ = sin t (لأنّ
■

.. .٩ .. z بدلالة zດ عن عبرِّ .
𝜋
4 زاويته و ı مركزه الذيلاحقة بالدوران صورته zດ مركبو عدد z

: فإنّ eѸഏ/н = √2
2 + √2

2 ı أنّ بما و zດ − ı = eѸഏ/н (z − ı) أنّ نعلم الجواب.
zດ = ı +

چ
√2
2 + √2

2 ı
ڇ
(z − ı) = √2 + ı√2

2 z +
√2 + ı 2ڂ − ڃ2√

2
■

𝟲𝟳
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.. 6
المركبة الأعداد مجموعة 1.VI

.. .𝟏 .�: التالية الحسابات أنجز

(1 + ı) (4 + 3ı)
(5 − ı) (2 + ı) •7

2 + ı
3 − ı + 3 − ı

2 + ı •8

ڄ
1 + ı
1 − ıڅ

мл
•4

(4 − 5ı) ⋅ (6 + 3ı) •5
(2 + 3ı)м ⋅ (2 − 3ı)м •6

(1 + ı)л •1

(3 − ı)л •2

(3 − 2ı)м •3

الحلّ.
(1 + ı)л = 1л + 2 × 1 × ı + ıл = 1 + 2ı − 1 = 2ı •1
(3 − ı)л = 3л − 2 × 3 × ı + ıл = 9 − 6ı − 1 = 8 − 6ı •2
(3 − 2ı)м = 3м − 3 × 3л × 2ı + 3 × 3 (2ı)л − (2ı)м •3

= 27 − 54ı − 36 + 8ı = −9 − 46ı
1 + ı
1 − ı = (1 + ı)л

1л + (−1)л
= 2ı

2 = ı : لدينا •4

ڄ
1 + ı
1 − ıڅ

л
= ıмл = ځıнڀ

с = 1с = 1 : منه

(4 − 5ı) ⋅ (6 + 3ı) = 4 × 6 + 4 × 3ı − 5ı × 6 − 5ı × 3ı •5
= 24 + 12ı − 30ı − 15ıл = 24 − 18ı + 15 = 39 − 18ı

: بالتالي و a = 2 − 3ı فيكون a = 2 + 3ı نضع •6

(2 + 3ı)м ⋅ (2 − 3ı)м = aм ⋅ aм = (aa)м = ڃa|л|ڂ
м

𝟲𝟵
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المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

= 2ڂ
л + 3лڃ

м
= 13м = 2197

(1 + ı) (4 + 3ı)
(5 − ı) (2 + ı) = 1 × 4 + 1 × 3ı + ı × 4 + ı × 3ı

5 × 2 + 5 × ı − ı × 2 − ıл •7

= 4 + 3ı + 4ı + 3ıл
10 + 5ı − 2ı + 1 = 4 + 7ı − 3

11 + 3ı = 1 + 7ı
11 + 3ı

= (1 + 7ı) ⋅ (11 − 3ı)
11л + 3л

= 1 × 11 + 1 × (−3ı) + 7ı × 11 + 7ı × (−3ı)
130

= 11 − 3ı + 77ı − 21ıл
130 = 11 + 74ı + 21

130 = 32 + 74ı
130 = 16

65 + 37
65ı

2 + ı
3 − ı + 3 − ı

2 + ı = (2 + ı) (3 + ı)
3л + (−1)л

+ (3 − ı) (2 − ı)
2л + 1л

•8

= 2 × 3 + 2 × ı + ı × 3 + ıл
10 + 3 × 2 + 3 × (−ı) − ı × 2 + ıл

5
= 6 + 5ı − 1

10 + 6 − 5ı − 1
5 = 5 + 5ı

10 + 5 − 5ı
5

= 1 + ı
2 + 1 − ı = 1 + ı + 2 − 2ı

2 = 3 − ı
2 = 3

2 − 1
2ı

■

.. .𝟐 .�: الأعداد الجبري الشكل أكتبعلى

2 + 5ı
1 − ı + 2 − 5ı

1 + ı •3
ڄ
1 + ı
2 − ıڅ

л
+ 3 + 6ı

3 − 4ı •2
3 + 6ı
3 − 4ı •1

: لدينا •1 الحلّ.
3 + 6ı
3 − 4ı = (3 + 6ı) (3 + 4ı)

(3 − 4ı) (3 + 4ı) = 9 + 12ı + 18ı − 24
3л + 4л

= −15 + 30ı
25 = −3

5 + 6
5ı

•2
1 + ı
2 − ı = (1 + ı) (2 + ı)

(2 − ı) (2 + ı) = 2 + ı + 2ı − 1
2л + 1л

= 1 + 3ı
5 = 1

5 + 3
5ı : لدينا

ڄ
1 + ı
2 − ıڅ

л
= ڄ

1 + 3ı
5 څ

л
= (1 + 3ı)л

5л
= 1 + 6ı − 9

25 = −8 + 6ı
25 = − 8

25 + 6
25ı : منه

3 + 6ı
3 − 4ı + ڄ

1 + ı
2 − ıڅ

л
= −3

5 + 6
5ı − 8

25 + 6
25ı = −15 + 30ı

25 + −8 + 6ı
25 = −23 + 36ı

25 : منه

= −23
25 + 36

25ı

: لكن . 2 + 5ı
1 − ı + 2 − 5ı

1 + ı = a + a = 2Re (a) : بالتالي و 2 − 5ı
1 + ı = a فيكون a = 2 + 5ı

1 − ı نضع •3

a = 2 + 5ı
1 − ı = (2 + 5ı) (1 + ı)

(1 − ı) (1 + ı) = 2 + 2ı + 5ı − 5
1л + 1л

= −3 + 7ı
2 = −3

2 + 7
2ı

: إذن
2 + 5ı
1 − ı + 2 − 5ı

1 + ı = a + a = 2Re (a) = 2Re3−ڄ
2 + 7

2ıڅ = 3−ڄ2
څ2 = −3

■

𝟳𝟬
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.. .𝟑 الجبري�. شكلها على التالية المركبة أكتبالأعداد

ı + 7
3 + 7ı + 1 − ı

1 + ı •5

(1 + ı)м
1 − ı + (1 − ı)н

(1 + ı)л
•6

3 + 2ı
2 − 5ı •3

(1 + 2ı) (−2 + 5ı)
(7 + 3ı) (−12 + ı) •4

2 + ı
ı •1

1
1 − 4ı •2

الحلّ.
2 + ı
ı = (2 + ı) (−ı)

−ıл = −2ı − ıл
1 = 1 − 2ı •1

1
1 − 4ı = 1 + 4ı

1л + 4л
= 1 + 4ı

17 = 1
17 + 4

17ı •2

3 + 2ı
2 − 5ı = (3 + 2ı) (2 + 5ı)

2л + 5л
= 3 ⋅ 2 + 3 ⋅ 5ı + 2 ⋅ 2ı + 2ı ⋅ 5ı

29 •3

= 6 + 15ı + 4ı + 10ıл
29 = 6 + 19ı − 10

29 = −4 + 19ı
29 = − 4

29 + 19
29ı

(1 + 2ı) (−2 + 5ı)
(7 + 3ı) (−12 + ı) = −2 + 5ı − 4ı + 10ıл

−84 + 7ı − 36ı + 3ıл = −2 + ı − 10
−84 − 29ı − 3 •4

= −12 + ı
−87 − 29ı = (−12 + ı) (−87 + 29ı)

(−87)л + 29л

= 1044 − 348ı − 87ı + 29ıл
8410 = 1044 − 435ı − 29

8410

= 1015 − 435ı
8410 = 7

58 − 3
58ı

ı + 7
3 + 7ı + 1 − ı

1 + ı = (7 + ı) (3 − 7ı)
3л + 7л

+ (1 − ı)л

1л + 1л
•5

= 21 − 49ı + 3ı − 7ıл
58 + 1 − 2ı − 1

2 = 21 − 46ı + 7
58 − ı

= 28 − 46ı − 58ı
58 = 28 − 104ı

58 = 14
29 − 52

29ı

(1 + ı)м
1 − ı + (1 − ı)н

(1 + ı)л
= (1 + ı)н

1л + 1л
+ (1 − ı)н (1 + ı)л

1ڂ
л + 1лڃ

л •6

= 1)ڂ + ı)лڃ
л

2 + (1 − ı)п
4 = (1 + 2ı − 1)л

2 + 1)ڂ − ı)лڃ
м

4

= (2ı)л
2 + (−2ı)м

4 = −4
2 + 8ı

4 = −2 + 2ı

■

𝟳𝟭
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المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

.. .𝟒 .�

. jлأحسب . j = −1
2 + √3

2 ı نضع •1

. ( j مرافق هو j ) 1
j = jл = j و jм = 1 ؛ 1 + j + jл = 0 : أنّ إستنتج •2

: الآتية أحسبالأعداد •3
1 − j

(1 + ı)л
(ه�)

j + 1
j − 1 (و)

1 − ı
1 − jл

(ج)

1 + j
(1 − ı)л

(د)

j (j + 1) (ا)

j
jл + 1

(ب)

: لدينا •1 الحلّ.
jл =

چ
−1
2 + ı√3

2 ڇ

л

= 1
4 − 2ı√3

4 − 3
4 = −1

2 − ı√3
2

: سبق حسبما •2
1 + j + jл = 1 − 1

2 + ı√3
2 − 1

2 − ı√3
2 = 0

. jм = أي1 1 − jм = أي0 (1 − j) 1ڂ + j + jлڃ = 0 : منه

. 1j = jл أي j × jл = 1 آخر: بتعبير

. j = 1
j = jл فإنّ ||j|| = 1 أنّ بما و

•3
j (j + 1) = jл + j = −1 (ا)

j
jл + 1

= j
−j = −1 (ب)

1 − ı
1 − jл

= 1 − ı
1 + к

л + ı̤м
л

= 2 − 2ı
3 + ı√3

=
(2 − 2ı) 3ڂ − ı√3ڃ

3л + √3л
(ج)

= 6 − 2ı√3 − 6ı + 2√3ıл
12 =

6 − 2ı 3ڂ + ڃ3√ − 2√3
12 = 3 − √3

6 − ı3 + √3
6

1 + j
(1 − ı)л

= −jл
1 − 2ı − 1 = jл

2ı = −1
2ıj

л = −1
2ıچ

−1
2 − ı√3

2 ڇ
= √3

4 − 1
4ı (د)

1 − j
(1 + ı)л

= 1 + к
л − ı̤м

л
1 + 2ı − 1 = −1

2ıچ
3
2 − ı√3

2 ڇ
= −√3

4 − 3
4ı (ه�)

j + 1
j − 1 = (j + 1) (j − 1)

(j − 1) (j − 1)
=

(j + 1) jڂ
л − ڃ1

(j − 1) jڂ
л − ڃ1

(و)

𝟳𝟮
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تطبيقية تمارين .VI

= jм + jл − j − 1
jм − (jл + j) + 1

= 1 + (−j − 1) − j − 1
1 − (−1) + 1 = −1 − 2j

3

■

.. .𝟓 .�
z = √3 + ı

√3 − ı
+ √3 − ı

√3 + ı
+ ı − 1 مركبحيث عدد z

.z + 1
z اُحسب ثم الجبري شكله على zأكتب

. z = a + 1
a + ı − 1 فيكون a = √3 + ı

√3 − ı
نضع الحلّ.

a = √3 + ı
√3 − ı

= 3√ڂ + ıڃ
л

√3л + 1л
= 3 + 2ı√3 − 1

4 = 1
2 + ı√3

2 : لدينا

1
a = 1

к
л + ı̤м

л
=

к
л − ı̤м

л

ځклڀ
л + м̤ڂ

л ڃ
л = 1

2 − ı√3
2 : منه

z = 1
2 + ı√3

2 + 1
2 − ı√3

2 + ı − 1 = ı : بالتالي و

z + 1
z = ı + 1

ı = ı − ı = 0 و

■

.. .𝟔 .�
الجبري. شكله على zл + z + 1

zн − 1 المركب العدد ضع . z = 3 − 2ı مركبحيث عدد z

الحلّ.
zл = (3 − 2ı)л = 3л − 2 × 3 × 2ı + (2ı)л = 9 − 12ı − 4 = 5 − 12ı : لدينا
zн = ځzлڀ

л = (5 − 12ı)л = 5л − 2 × 5 × 12ı + (12ı)л : منه
= 25 − 120ı − 144 = −119 − 120ı

zл + z + 1
zн − 1 = 5 − 12ı + 3 − 2ı + 1

−119 − 120ı − 1 = 9 − 14ı
−120 − 120ı = − 1

120 ⋅ 9 − 14ı
1 + ı : بالتالي و

= − 1
120 ⋅ (9 − 14ı) (1 − ı)

1л + 1л
= − 1

120 ⋅ 9 − 9ı − 14ı + 14ıл
2

= − 1
240 (−5 − 23ı) = 1

48 + 23
240ı

■

𝟳𝟯
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المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

.. .𝟕 .�
.zл = ı

2ı√3 − 2
و zк = 1 + ı√3

1 − ı√3
حيث مركبان عددان zл و zк

: الجبري شكلها على الآتية أكتبالأعداد
zк
zл

•5 zк ⋅ zл •4 zк + zл •3 zл •2 zк •1

الحلّ.

zк = 1 + ı√3
1 − ı√3

= 1ڂ + ı√3ڃ
л

1л + √3л
= 1 + 2ı√3 − 3

4 = −2 + 2ı√3
4 = −1

2 + ı√3
2 •1

zл = ı
−2 + 2ı√3

= 1
2 ⋅ ı

−1 + ı√3
= 1

2 ⋅
ı 1−ڂ − ı√3ڃ
1л + √3л

•2

= 1
2 ⋅ √3 − ı

4 = √3
8 − 1

8ı

zк + zл = −1
2 + ı√3

2 + √3
8 − 1

8ı = √3 − 4
8 + ı4√3 − 1

8 •3

zк ⋅ zл =
چ

−1
2 + ı√3

2 چڇ
√3
8 − 1

8ıڇ
= 1

16 1−ڂ + ı√33√ڂڃ − ıڃ •4

= 1
16 3√−ڂ + ı + 3ı + ڃ3√ = 1

4ı

zк
zл

= −к
л + ı̤м

л
̤м
с − к

с ı
= 4 ⋅ −1 + ı√3

√3 − ı
= 4 ⋅ ڂ

−1 + ı√33√ڂڃ + ıڃ
√3л + 1л

•5

= 4 ⋅ −√3 − ı + 3ı − √3
4 = −2√3 + 2ı

■

.. .𝟖 .�
. b = 1

√2 − ı
و a = 1 + ı√2

1 − ı√2
: مركبينحيث عددين b و a ليكن

a
b و ab ، a − b ، a + b ، b ، a : من ăكلا الجبري الشكل أكتبعلى

: لدينا الحلّ.

a = 1 + ı√2
1 − ı√2

= 1ڂ + ı√21ڂڃ + ı√2ڃ

1ڂ − ı√21ڂڃ + ı√2ڃ
= 1 + 2ı√2 − 2

1 + 2 = −1
3 + ı2√2

3

b = 1
√2 − ı

= √2 + ı

2√ڂ − ıڃ 2√ڂ + ıڃ
= √2 + ı

2 + 1 = √2
3 + 1

3ı

𝟳𝟰
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تطبيقية تمارين .VI

a + b = −1
3 + ı2√2

3 + √2
3 + 1

3ı = √2 − 1
3 + ı1 + 2√2

3 : منه

a − b = −1
3 + ı2√2

3 − √2
3 − 1

3ı = −√2 + 1
3 + ı2√2 − 1

3

ab =
چ

−1
3 + ı2√2

3 چڇ
√2
3 + 1

3ıڇ
= −√2

9 − 1
9ı + 4

9ı − 2√2
9 = −√2

3 + 1
3ı

a
b =

−1
3 + ı2√2

3
1

√2 − ı

=
چ

−1
3 + ı2√2

3 2√ڂڇ − ıڃ = −√2
3 + 1

3ı + 4
3ı + 2√2

3 = √2
3 + 5

3ı

■

.. .𝟗 .�، a = 2ı لواحقها Cالتي و B ،Aالنقط نعتبر . ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم منسوبإلى المستوي
الترتيب. على c = −√3 − ı و b = −√3 + ı

المستوي. Cفي و B ،Aالنقط علم الأسيثمّ الشكل على c و b ، a أكتبالأعداد •1

. Z = a − b
c − b ليكن •2

الأسي. ثمّ الجبري الشكل على Zأكتب (ا)
.ABCالمثلث طبيعة استنتج (ب)

: لدينا •1 الحلّ.
a = 2ı = 2 cosڂ 𝜋

2 + ı sin 𝜋
ڃ2 = 2eѸഏ/л

b = −√3 + ı = cosڄ2 5𝜋
6 + ı sin 5𝜋

6 څ = 2eоѸഏ/п

c = −√3 − ı = cosڄ2 7𝜋
6 + ı sin 7𝜋

6 څ = 2eрѸഏ/п = 2e−оѸഏ/п

. 1.VI الشكل أنظر

: لدينا (ا) •2

Z = a − b
c − b = 2ı + √3 − ı

−√3 − ı + √3 − ı
= √3 + ı

−2ı = −1 + ı√3
2 الجبري) (الشكل

= cos 2𝜋
3 + ı sin 2𝜋

3 = eлѸഏ/м الأسي) (الشكل

الساقين المثلثABCمتساوي أنّ يعني هذا و BA = BCأي ||a − b|| = ||c − b|| فإنّ ||eлѸഏ/м|| = 1 أنّ بما (ب)
. Bالرأس عند

■

𝟳𝟱
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−2 −1

−1

1

2
A

B

C

1.VI شكل

.. .𝟏𝟎 .�: التالية التكافؤات أثبت

Z = Z ⟺ حقيقي Z
Z ∈ ℝ ⟺ Zڀ = 0 أو arg (Z) = 0 (mod 𝜋) ځ

Z + Z = 0 ⟺ تخيليصرف Z

Z ∈ ıℝ ⟺ Zڂ = 0 أو arg (Z) = 𝜋
2 (mod 𝜋) ڃ

: تطبيقات

التي z المركبة للأعداد E المجموعة حدّد ؟ حقيقيا عدداً Z = zл + 2z − 3 يكون حتى z العدد إختيار كيفيجب •1
حقيقيا. عدداً Z أجلها من يكون

.Z = 1 − z
ı − z نضع .A تختلفعن المستوي من Mنقطة لتكن .1 العدد صورة B و ı العدد Aصورة لتكن •2

حقيقيا. عدداً Z أجلها من يكون للنقطMالتي E المجموعة حدّد •

صرفا. تخيليا Z أجلها من يكون للنقطMالتي F المجموعة حدّد •

: جهة من لدينا الحلّ.
حقيقي Z ⟺ Im (Z) = 0 ⟺ 1

2ı Zڀ − Zځ = 0 ⟺ Z = Z

تخيليصرف Z ⟺ Re (Z) = 0 ⟺ 1
2 Zڀ + Zځ = 0 ⟺ Z + Z = 0

: أخرى جهة من و

Z ∈ ℝ ⟺ Zڀ = 0 أو arg (z) = 0 (mod 2𝜋) أو arg (z) = 𝜋 (mod 2𝜋)ځ

𝟳𝟲
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⟺ Zڀ = 0 أو arg (z) = 0 (mod 𝜋)ځ
Z ∈ ıℝ ⟺ Zڂ = 0 أو arg (z) = 𝜋

2 (mod 2𝜋) أو arg (z) = −𝜋
2 (mod 2𝜋)ڃ

⟺ Zڂ = 0 أو arg (z) = 𝜋
2 (mod 𝜋)ڃ

: تطبيقات

: حسبخواصالمرافق و سبق حسبما •1

حقيقي Z ⟺ Z = Z ⟺ zл + 2z − 3 = zл + 2z − 3 ⟺ (z − z) [(z + z) + 2] = 0

⟺ zڀ = z أو 2Re (z) = ځ2− ⟺ حقيقيڂ z أو Re (z) = −1 ڃ

. x = −1 و y = المستقيمين0 اتحّاد هي نبحثعنها التي E فالمجموعة

:A أيMتختلفعن z ≠ ı أنّ نُذكّر : E المجموعة تحديد • •2

Z ∈ ℝ ⟺ Zڀ = 0 أو arg (Z) = 0 (mod 𝜋)ځ

⟺ zڄ = 1 أو argڄ
z − zх
z − zфڅ = 0 (mod 𝜋)څ

⟺ Mڂ = B أو ,෿AMڂ B්Mڃ = 0 (mod 𝜋)ڃ
⟺ M ≠ A مع واحدة استقامة على B Mو ،Aالنقط

.A النقطة باستثناء (AB) المستقيم هي E المجموعة أنّ نستنتج

:A أيMتختلفعن z ≠ ı أنّ نُذكّر : F المجموعة تحديد •

Z ∈ ıℝ ⟺ Zڂ = 0 أو arg (Z) = 𝜋
2 (mod 𝜋)ڃ

⟺ zڄ = 1 أو argڄ
z − zх
z − zфڅ = 𝜋

2 (mod 𝜋)څ
⟺ Mڂ = B أو ,෿AMڂ B්Mڃ = 𝜋

2 (mod 𝜋)ڃ

.A النقطة باستثناء [AB] هو قطرها التي الدائرة هي F المجموعة أنّ نستنتج

■

.. .𝟏𝟏 .�: الجبري الشكل على اكتبالحلول و z المجهول ذات الآتية المعادلات من ℂكلا المجموعة في حلّ

z + 2ız = 1 + ı •5

z + 2 (1 + ı) z = ı •6

ı (z + z) + (z + 2z) = 3 •7

(1 + 4ı) z + 3 + 2ı√2 = 0 •1
2ız − 3ı + (1 + ı) z = 0 •2

2z − 2 + ız = 8 − 6ı + (1 + 2ı) z •3
(ız + 2) (3z − 1 + ı) = 0 •4

حقيقيان. عددان y و xحيث z = x + ıy ليكن الحلّ.
𝟳𝟳
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المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

: لدينا •1

(1 + 4ı) z + 3 + 2ı√2 = 0 ⟺ (1 + 4ı) z = −3 − 2ı√2 ⟺ z = −3 + 2ı√2
1 + 4ı

⟺ z = 3ڂ− + 2ı√2ڃ (1 − 4ı)
1л + 4л

⟺ z = −3 − 12ı + 2ı√2 + 8√2
17 = −3 + 8√2

17 + ı12 − 2√2
17

.𝒮 =
ʯ

−3 + 8√2
17 + ı12 − 2√2

17 ʰ
هي الحلول أيمجموعة z = −3 + 8√2

17 + ı12 − 2√2
17 إذن

: لدينا •2

2ız − 3ı + (1 + ı) z = 0 ⟺ (2ı + 1 + ı) z = 3ı ⟺ (1 + 3ı) z = 3ı

⟺ z = 3ı
1 + 3ı = 3ı (1 − 3ı)

1л + 3л
= 3ı + 9

10 = 9
10 + 3

10ı

.𝒮 = ʭ
9
10 + 3

10ıʮهي الحلول أيمجموعة z = 9
10 + 3

10ı إذن

: لدينا •3

2z − 2 + ız = 8 − 6ı + (1 + 2ı) z ⟺ (2 + ı) z − (1 + 2ı) z = 8 − 6ı + 2
⟺ (2 + ı − 1 − 2ı) z = 10 − 6ı ⟺ (1 − ı) z = 10 − 6ı

⟺ z = 10 − 6ı
1 − ı = (10 − 6ı) (1 + ı)

1л + 1л

⟺ z = 10 + 10ı − 6ı + 6
2 = 8 + 2ı

.𝒮 = {8 + 2ı}هي الحلول أيمجموعة z = 8 + 2ı إذن

: لدينا •4

(ız + 2) (3z − 1 + ı) = 0 ⟺ ız + 2 = 0 أو 3z − 1 + ı = 0
⟺ ız = −2 أو 3z = 1 − ı

⟺ z = −2
ı = 2ı أو z = 1

3 − 1
3ı

.𝒮 = ʭ2ı,
1
3 − 1

3ıʮهي الحلول أيمجموعة z = 1
3 − 1

3ı أو z = 2ı إذن

: لدينا •5

z + 2ız = 1 + ı ⟺ x − ıy + 2ıx − 2y = 1 + ı ⟺ (x − 2y) + (2x − y) ı = 1 + ı

⟺
ʯ
x − 2y = 1
2x − y = 1 ⟺

ʯ
x − 2(2x − 1) = 1

y = 2x − 1 ⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

x = 1
3

y = −1
3

.𝒮 = ʭ
1
3 − 1

3ıʮهي الحلول أيمجموعة z = 1
3 − 1

3ı إذن

𝟳𝟴
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: لدينا •6
z + 2 (1 + ı) z = ı ⟺ x + ıy + 2 (1 + ı) (x − ıy) = ı ⟺ (3x + 2y) + (2x − y) ı = ı

⟺
ʯ
3x + 2y = 0
2x − y = 1 ⟺

ʯ
(3x + 2y) + 2(2x − y) = 0 + 2 × 1

y = 2x − 1 ⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

x = 2
7

y = −3
7

.𝒮 = ʭ
2
7 − 3

7ıʮهي الحلول أيمجموعة z = 2
7 − 3

7ı إذن

: لدينا •7
ı (z + z) + (z + 2z) = 3 ⟺ 2ıx + 3x − ıy = 3 ⟺ 3x + (2x + y) ı = 3

⟺
ʯ

3x = 3
2x + y = 1 ⟺

ʯ
x = 1
y = −2x = −2

.𝒮 = {1 − 2ı}هي الحلول أيمجموعة z = 1 − 2ı إذن

■

.. .𝟏𝟐 .�

ʯ
ız − 2zດ = −4 + 3ı
z + 2zດ = 3

: الجملة المركبة الأعداد مجموعة في حلّ

الحلّ.

ʯ
ız − 2zດ = −4 + 3ı
z + 2zດ = 3

⟺
ʯ
ız − 2zດ = −4 + 3ı
z + 2zດ = 3

⟺
ʯ
ız − 2zດ = −4 + 3ı
z + 2zດ = 3

⟺
⎧
⎨⎩

ızڀ − 2zດځ + zڀ + 2zດځ = (−4 + 3ı) + 3

zດ = 1
2 (3 − z)

⟺
⎧
⎨⎩

(1 + ı) z = −1 + 3ı

zດ = 1
2 (3 − z)

⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

z = −1 + 3ı
1 + ı = (−1 + 3ı) (1 − ı)

1л + 1л
= 1

2 (2 + 2ı) = 1 + 2ı

zດ = 1
2 (3 − (1 + 2ı)) = 1 − ı

■ . ,zڀ zດځ = (1 + 2ı, 1 − ı) : هو و وحيد حل للجملة إذن

.. .𝟏𝟑 .�: zດ و zالمجهولين ذات التالية ℂالجمُل المجموعة في حلّ

ʯ
(1 + ı)z + ızດ = 2 − ı

(2 − ı)z + (3 − ı)zດ = 5 + 3ı •3

ʯ
ız − 2zດ = −3(1 − ı)

(1 − ı)z − (1 − ı)zດ = 0 •4

ʯ
2ız + zດ = 2ı
3z − ızດ = 1 •1

ʯ
2z + 2(1 + ı)zດ = 4 − 6ı

z + 3ızດ = −3 − 2ı •2

𝟳𝟵
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أي 3z − ı (2ı − 2ız) = 1 : ينتج الثانية المعادلة بالتعويضفي . zດ = 2ı − 2ız نجد الأولى المعادلة من •1 الحلّ.
. zດ = 2ı − 2ı (−1) = 4ı بالتالي و z = −1 منه 3z + 2 − 2z = 1

. (−1, 4ı) : هو وحيد حلّ للجملة إذن

: ينتج الأولى المعادلة بالتعويضفي . z = −3ızດ − 3 − 2ı نجد الثانية المعادلة من •2
2 (1 − 2ı) zດ = 10−2ı (−6ı + 2 + 2ı) zດ = 4−6ı+6+4ı2أي 3ızດ−ڀ − 3 − 2ı2+ځ (1 + ı) zດ = 4−6ı

: منه
zດ = 2 (5 − ı)

2 (1 − 2ı) = (5 − ı) (1 + 2ı)
1л + 2л

= 5 + 10ı − ı + 2
5 = 7

5 + 9
5ı

: بالتالي و

z = −3ıڄ
7
5 + 9

5ıڅ − 3 − 2ı = 27
5 − 21

5 ı − 3 − 2ı = 12
5 − 31

5 ı

ڄ.
12
5 − 31

5 ı, 75 + 9
5ıڅ : هو وحيد حلّ للجملة إذن

: نجد الأولى المعادلة من •3
zດ = 1

ı (2 − ı − (1 + ı) z) = −ı (2 − ı − (1 + ı) z) = −1 − 2ı + (−1 + ı) z

أي (2 − ı) z + (3 − ı) (−1 − 2ı + (−1 + ı) z) = 5 + 3ı : ينتج الثانية المعادلة بالتعويضفي

أي z = 10 + 8ı
3ı منه 3ız = 10 + 8ı منه (2 − ı + (3 − ı) (−1 + ı)) z = 5 + 3ı + (3 − ı) (1 + 2ı)

: بالتالي و . z = 8
3 − 10

3 ıأي z = −10 + 8ı
3 ⋅ ı

zດ = −1 − 2ı + (−1 + ı) ڄ
8
3 − 10

3 ıڅ = −1 − 2ı + 2
3 + 6ı = −1

3 + 4ı

ڄ.
8
3 − 10

3 ı, −1
3 + 4ıڅ : هو وحيد حلّ للجملة إذن

ız− 2z = −3+ 3ıينتج الأولى المعادلة بالتعويضفي . z = zດ أي (1 − ı) z = (1 − ı) zດ : تُكافئِ الثانية المعادلة •4
أي

zດ = z = −3 + 3ı
ı − 2 = (−3 + 3ı) (−2 − ı)

2л + 1л
= 6 + 3ı − 6ı + 3

5 = 9
5 − 3

5ı

ڄ.
9
5 − 3

5ı,
9
5 − 3

5ıڅ : هو وحيد حلّ للجملة إذن
■

.. .𝟏𝟒 .�

.
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

x + y + z = a
x + jy + jлz = b
x + jлy + jz = c

: فيℂالجملة حلّ مركبة. أعدادا c و b ، a لتكن

؟ حقيقية الحلول تكون حتى c ، b ، a الأعداد إختيار كيفيجب

: لدينا . j = jл و 1+ j+ jл = 0 ، jм = 1 أنّ ر نُذكِّ الترتيب. على معادلاتالجملة (3) و (2) ، نسمي(1) •1 الحلّ.
1+ j+ jл = 0 أنّ بما و . 3x+ (1+ j+ jл)y+ (1+ jл + j)z = a+b+ cينتج (1)+ (2)+ (3) بجمع ⬫

. 3x = a + b + c فإنّ

𝟴𝟬
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VI
تطبيقية تمارين .VI

.(1+ jл + j)x+ (1+ jм + jм)y+ (1+ jн + jл)z = a+bjл +cjينتج (1)+ jл × (2)+ j× (3) بجمع ⬫
. 3y = a + bjл + cj فإنّ 1 + j + jл = 0 و jн = j ، jм = 1 أنّ بما و

.(1+ j+ jл)x+ (1+ jл + jн)y+ (1+ jм + jм)z = a+bj+cjлينتج (1)+ j× (2)+ jл × (3) بجمع ⬫
. 3z = a + bj + cjл فإنّ 1 + j + jл = 0 و jн = j ، jм = 1 أنّ بما و

. z = a + bj + cjл
3 و y = a + bjл + cj

3 ، x = a + b + c
3 إذن

للجملة. حلول z = a + bj + cjл
3 و y = a + bjл + cj

3 ، x = a + b + c
3 أنّ من بسهولة نتحقق بالعكس، و

: و حقيقي a = x + y + z فإنّ حقيقيةً z و y ، x كانتالحلول إذا •2
b = x + jлy + jz = x + jлy + jz = x + jy + jлz = c

. c = b و a ∈ ℝ إذن
: فإنّ c = b و a ∈ ℝ كان إذا بالعكس،

x = a + b + c
3 = a + b + b

3 = a + b + b
3 = a + c + b

3 = x

y = a + bjл + cj
3 = a + bjл + bj

3 = a + bj + bjл
3 = a + cj + bjл

3 = y

z = a + bj + cjл
3 = a + bj + bjл

3 = a + bjл + bj
3 = a + cjл + bj

3 = z

حقيقية. z و y ، x الحلول أنّ أي
. c = b و a ∈ ℝ كان إذا فقط و إذا حقيقيةً الجملة حلول تكون الأخير، في

■

.. .𝟏𝟓 .�: مرافقه z و المجهول هو zحيث التالية المعادلات ،ℂ المجموعة في حلّ،

zz + z − z − 5 − 2ı = 0 •4
(3 + ı) z + (1 − 2ı) z + 2 − 3ı = 0 •5
(3 + ı) z + (1 − 3ı) z + 12 − 6ı = 0 •6

zл − z + 2 = 0 •1
z = (1 + ı) z + 3 − 2ı •2
zл + zz − 4 − 6ı = 0 •3

. x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
: لدينا •1

zл − z + 2 = 0 ⟺ (x + ıy)л − (x − ıy) + 2 = 0
⟺ xл − yл + 2ıxy − x + ıy + 2 = 0
⟺ xлڀ − yл − x + ځ2 + ıy (2x + 1) = 0

⟺
ʯ
xл − yл − x + 2 = 0

y (2x + 1) = 0

. x = −1
2 أو y = 0 أنّ نستنتج الثانية المعادلة من

𝟴𝟭
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المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

Δ = (−1)л − 4 ⋅ 2 = −7 < 0 هو ممُيِّزها . xл − x + 2 = 0 : تُصبح الأولى المعادلة فإنّ y = 0 كان إذا •

. حقيقيان) عددان y و x أنّ ر (نُذكِّ حقيقية حلول ليسلها إذن

. y = ±√11
2 منه yл = 11

4 أي 14 − yл + 1
2 + 2 = 0 : تُصبح الأولى المعادلة فإنّ x = −1

2 كان إذا •

.−1
2 + ı√11

2 1−و
2 − ı√11

2 هما حلاّن للمعادلة إذن

: لدينا •2
z = (1 + ı) z + 3 − 2ı ⟺ x + ıy − (1 + ı) (x − ıy) = 3 − 2ı

⟺ x + ıy − x − y − ıx + ıy = 3 − 2ı
⟺ −y + (2y − x) ı = 3 − 2ı

⟺
ʯ

−y = 3
2y − x = −2 ⟺

ʯ
y = −3
x = 2y + 2 = −6 + 2 = −4

.−4 − 3ı هو وحيد حلّ للمعادلة إذن
: لدينا •3

zл + zz − 4 − 6ı = 0 ⟺ xл − yл + 2ıxy + xл + yл − 4 − 6ı = 0 ⟺ 2xл + 2ıxy = 4 + 6ı

⟺
ʯ

2xл = 4
2xy = 6 ⟺

ʯ
xл = 2
xy = 3

. x = ±√2 أنّ نستنتج الأولى المعادلة من

؛ z = −√2 − 3√2
2 ıأي y = 3

−√2
= −3√2

2 أنّ نجد الثانية المعادلة فمن x = −√2 كان إذا •

. z = √2 + 3√2
2 ıأي y = 3

√2
= 3√2

2 فإنّ x = √2 كان إذا و •

.√2 + 3√2
2 ı 2√−و − 3√2

2 ı : هما حلاّن للمعادلة إذن

: لدينا •4

zz + z − z − 5 − 2ı = 0 ⟺ xл + yл + 2ıy = 5 + 2ı ⟺
ʯ
xл + yл = 5

2y = 2

⟺
ʯ
xл = 4
y = 1 ⟺

ʯ
x = ±2
y = 1

. 2 + ı 2−و + ı : هما حلاّن للمعادلة إذن
: لدينا •5

(3 + ı) z + (1 − 2ı) z + 2 − 3ı = 0 ⟺ (3 + ı) (x + ıy) + (1 − 2ı) (x − ıy) = −2 + 3ı
⟺ 3x + 3ıy + ıx − y + x − ıy − 2ıx − 2y = −2 + 3ı
⟺ 4x − 3y + ı (−x + 2y) = −2 + 3ı

⟺
ʯ

4x − 3y = −2
−x + 2y = 3 ⟺

ʯ
4 (2y − 3) − 3y = −2

x = 2y − 3

⟺
ʯ
5y = 10
x = 2y − 3 ⟺

ʯ
y = 2
x = 2y − 3 = 1

𝟴𝟮
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. 1 + 2ı : هو وحيد حلّ للمعادلة إذن
: لدينا •6

(3 + ı) z + (1 − 3ı) z + 12 − 6ı = 0 ⟺ (3 + ı) (x + ıy) + (1 − 3ı) (x − ıy) = −12 + 6ı
⟺ 4x − 4y + ı (−2x + 2y) = −12 + 6ı

⟺
ʯ

4x − 4y = −12
−2x + 2y = 6 ⟺

ʯ
x − y = −3
x − y = −3

⟺
ʯ
y = t
x = t + 3 , t ∈ ℝ

. t ∈ ℝ مع t + ı (t + 3) الأعداد هي و الحلول من لانهائي عدد للمعادلة إذن
■

.. .𝟏𝟔 .�
. Z = zл + z + 1

z − 1 نضع . z ≠ حيث1 مركبا عدداً z = x + ıy ليكن

. ∀z ≠ 1 , Z = az + b + c
z − 1 : بحيثيكون c و b ، a المركبة الأعداد أوجد •1

. y و x بدلالة Im (Z) و Re (Z) عن عبرِّ •2

. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المنسوبإلى المستوي في z Mصورة لتكن •3
. z ∉ ℝ و Z ∈ ℝ النقطMبحيثيكون ℰمجموعة أوجد

: لدينا •1 الحلّ.
Z = az + b + c

z − 1 ⟺ zл + z + 1
z − 1 = az + b + c

z − 1
⟺ zл + z + 1

z − 1 = az (z − 1) + b (z − 1) + c
z − 1

⟺ zл + z + 1
z − 1 = azл + (b − a) z + c

z − 1

⟺
⎧
⎨
⎩

a = 1
b − a = 1
c − b = 1

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

a = 1
b = 2
c = 3

. ∀z ≠ 1 , Z = z + 2 + 3
z − 1 : إذن

: لدينا •2

Z = z + 2 + 3
z − 1 = x + ıy + 2 + 3

x − 1 + ıy = x + 2 + ıy + 3 (x − 1 − ıy)
(x − 1)л + yл

= x + 2 + 3 (x − 1)
(x − 1)л + yл

+
چ
y − 3y

(x − 1)л + yлڇ
ı

. Im (Z) = y − 3y
(x − 1)л + yл

و Re (Z) = x + 2 + 3 (x − 1)
(x − 1)л + yл

: إذن

𝟴𝟯
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المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

: لدينا .ℰ من M(x,y)نقطة لتكن •3

ʯ
Z ∈ ℝ
z ∉ ℝ

⟺
ʯ

Im (Z) = 0
Im (z) ≠ 0 ⟺

⎧⎪
⎨⎪
⎩

y − 3y
(x − 1)л + yл

= 0

y ≠ 0
⟺

⎧⎪
⎨⎪
⎩

y
چ
1 − 3

(x − 1)л + yлڇ
= 0

y ≠ 0

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

1 − 3
(x − 1)л + yл

= 0

y ≠ 0
⟺

ʯ
(x − 1)л + yл = 3

y ≠ 0

Ω (1, 0) مركزها التي الدائرة ℰهي إذن . x = 1±√3 منه (x − 1)л = 3 yفإنّ = كان0 إذا الأخيرة، المعادلة في
.Mл 1ڂ + √3, ڃ0 Mкو 1ڂ − √3, النقطتينڃ0 3√باستثناء نصفقطرها و

■

.. .𝟏𝟕 .�متجانس. و متعامد معلم منسوبإلى المستوي

. L = z + 4
z نضع .M مركبصورته عدد z

حقيقيا. عددًا L بحيثيكون المستوي ℰللنقطMمن المجموعة عينِّ •

صرِفًا. تخيليا L بحيثيكون المستوي ℰللنقطMمن ດ المجموعة عينِّ •

: لدينا . z ≠ 0 و x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
L = z + 4

z = zл + 4
z = xл − yл + 2ıxy + 4

x + ıy = xлڀ − yл + 4 + 2ıxyځ (x − ıy)
xл + yл

= xм − ıxлy − xyл + ıyм + 4x − 4ıy + 2ıxлy + 2xyл

xл + yл

= xм + 4x + xyл

xл + yл + ıy
м − 4y + xлy
xл + yл

: بالتالي و
•

M ∈ ℰ ⟺ Im (L) = 0 ⟺ yм − 4y + xлy
xл + yл = 0 ⟺ yм − 4y + xлy = 0

⟺ y xлڀ + yл − ځ4 = 0 ⟺ y = 0 أو xл + yл = 2л

O(0, 0) النقطة باستثناء الفواصل) (محور y = 0 معادلته Δالذي المستقيم هي نبحثعنها التي النقط مجموعة إذن
. 2 نصفقطرها ,O(0و 0) مركزها 𝒞التي (O, 2) الدائرة و

.ℰ = 𝒞 ∪ (Δ ⧵ {O}) : أي

•

M ∈ ℰ ດ ⟺ Re (L) = 0 ⟺ xм + 4x + xyл

xл + yл = 0 ⟺ xм + 4x + xyл = 0

⟺ x xлڀ + yл + ځ4 = 0 ⟺ x = 0 (xл + yл + 4 > 0 (لأنّ

𝟴𝟰
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.O(0, 0) النقطة باستثناء التراتيب) (محور x = 0 معادلته Δດالذي المستقيم ℰهي ດ بالتالي و

.ℰ ດ = Δດ ⧵ {O} : إذن

■

.. .𝟏𝟖 .�متجانس. و متعامد معلم منسوبإلى المستوي
مرافقه. z Mو مركبصورته عدد z

. zz + 3 (z + z) = 7 : بحيثيكون المستوي النقطMمن مجموعة عينّ

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
zz + 3 (z + z) = (x + ıy) (x − ıy) + 3 (x + ıy + x − ıy) = xл − (ıy)л + 6x = xл + yл + 6x

: بالتالي و

zz + 3 (z + z) = 7 ⟺ xл + yл + 6x = 7 ⟺ (x + 3)л − 9 + yл = 7
⟺ (x + 3)л + (y − 0)л = 16 = 4л

. 4 نصفقطرها Ωو (−3, 0) مركزها 𝒞التي (Ω, 4) الدائرة معادلة هي و
■ .𝒞 الدائرة هي zz + 3 (z + z) = 7 : بحيثيكون المستوي النقطM(z)من مجموعة إذن

.. .𝟏𝟗 . 

. 1 + zл ، z ، 1 : الترتيب على لواحقها المستوي من Mດنقط ،M ،A •1
واحدة. استقامة Mດعلى ،M ،A النقطMبحيثتكون مجموعة عينّ

. ız ، z ، ı : الترتيب على لواحقها المستوي من Mດنقط ،M ، B •2
واحدة. استقامة Mດعلى ،M ، B النقطMبحيثتكون مجموعة عينّ

.Mດ النقط مجموعة الحالة هذه في حدّد

. x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
البديهي من Mو = A (لأنّ واحدة استقامة Mດعلى (2) ،M(1) ،A(1)النقط أنّ الواضح فمن z = 1 كان إذا •1

. z ≠ 1 أنّ نفرضإذن . واحدة) استقامة على المستوي من نقطتين أيّ أنّ

أي ๔MAMດ = 0 (mod 𝜋) كان إذا فقط و إذا واحدة استقامة Mດعلى 1ڀ + zлځ ،M(z) ،A(1)النقط تكون

و ๔
,෿AMڂ ෿AMດ

ڃ = argڄ
zл + 1 − 1

z − 1 څ (mod 2𝜋)لكن . ๔
,෿AMڂ ෿AMດ

ڃ = 0 (mod 𝜋)كان فقطإذا و إذا

argڄ
zл

z − څ1 = 0 (mod 𝜋)كان فقطإذا و إذا واحدة Mດعلىاستقامة 1ڀ + zлځ ،M(z) ،A(1)النقط بالتالي

𝟴𝟱
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: لكن . Imڄ
zл

z − څ1 = 0 كان إذا فقط و إذا أي

zл
z − 1 = xл − yл + 2ıxy

x − 1 + ıy = xлڀ − yл + 2ıxyځ (x − 1 − ıy)
(x − 1)л + yл

= xм − xл − ıxлy − xyл + yл + ıyм + 2ıxлy − 2ıxy + 2xyл

(x − 1)л + yл

= xм − xл + xyл + yл

(x − 1)л + yл
+ ıy

м + xлy − 2xy
(x − 1)л + yл

Imڄ
zл

z − څ1 = 0 ⟺ yм + xлy − 2xy
(x − 1)л + yл

= 0 ⟺ yм + xлy − 2xy = 0 : منه

⟺ y xлڀ + yл − 2xځ = 0 ⟺ y = 0 أو (x − 1)л − 1 + yл = 0
⟺ y = 0 أو (x − 1)л + (y − 0)л = 1л

الدائرة مع (z ≠ 1 (لأنّ A(1) النقطة باستثناء الفواصل) (محور y = 0 معادلته الذي Δ المستقيم اتحاد هي و
.1 نصفقطرها و (Ω = Aأي)Ω (1, 0) مركزها 𝒞التي (Ω, 1)

تحقق A(1)لأنها النقطة نستثني 𝒞(لا الدائرة Δمع المستقيم اتحاد المطلوبهي التيتحقق النقط مجموعة الأخير، في
.2.VI الشكل أنظر . البداية) Mفي = A الخاصة الحالة درسنا و أيضاً المطلوب

.z ≠ ı أنّ نفرضإذن واحدة. استقامة Mດعلى ،M ، Bالنقط بالتالي Mو = B فإنّ z = ı كان إذا •2
الطريقة (بنفس Imڂ

ız − ı
z − ı ڃ = 0 كان إذا فقط و إذا واحدة استقامة Mດعلى (ız) ،M(z) ، B (ı)النقط تكون

: لكن . السابقة)
ız − ı
z − ı = ız − 1

z − ı = ı x − 1 + ıy
x + ı (y − 1) = ı (x − 1 + ıy) (x − ı (y − 1))

xл + (y − 1)л

= ıx
л − ıx (y − 1) − x + ı (y − 1) + ıxy + y (y − 1)

xл + (y − 1)л

= −x − y + 1
xл + (y − 1)л

+ ıx
л + yл − x − y
xл + (y − 1)л

Imڂ
ız − ı
z − ı ڃ = 0 ⟺ xл + yл − x − y

xл + (y − 1)л
= 0 ⟺ xл + yл − x − y = 0 : منه

⟺ xڄ − 1
څ2

л
+ yڄ − 1

څ2

л
= 1

2 =
چ
√2
2 ڇ

л

(لأنّ B (ı) النقطة باستثناء √2
2 قطرها نصف Ωດو

ڄ
1
2 , څ12 مركزها 𝒞التي ດ

چ
Ωດ, √2

2 ڇ
الدائرة معادلة هي و

. (z ≠ ı
. (2.VI الشكل 𝒞(أنظر ດ الدائرة المطلوبهي تحقق التي النقط مجموعة الأخير، في

. (ı = eѸഏ/л (لأنّ 𝜋
2 زاويته Oو مركزه الذي Mبالدوران Mດهيصورة النقطة :Mດ النقط مجموعة

الدائرة إذنصورة (ı ڄ
1
2 + 1

2ıڅ = −1
2 + 1

2ı Ωດດ(لأنّ
1−ڄ

2 , څ12 النقطة هي الدوران Ωດبهذا
ڄ
1
2 , څ12 صورة

.𝒞 ດດ

چ
Ωດດ, √2

2 ڇ
الدائرة 𝒞هي ດ

چ
Ωດ, √2

2 ڇ

𝟴𝟲
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1 2

−1

1

A

B

Ω
′

C

C′

∆

2.VI شكل

. √2
2 نصفقطرها Ωດດو

1−ڄ
2 , څ12 مركزها التي الدائرة Mດهي النقط مجموعة إذن

■

.. .𝟐𝟎 . 
نفسالطويلة. z − 1 و 1

z ، z للأعداد يكون أجلها من التي z المركبة الأعداد عينّ

: لدينا الحلّ.

|z| =
|
|
||
1
z

|
|
||
= ||1 − z|| ⟺

⎧
⎨
⎩

1
|z| = |z|

||1 − z|| = |z|
⟺

ʯ
|z| = 1

||1 − z|| = |z|

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

ʶxл + yл = 1

ʶ(x − 1)л + yл = ʶxл + yл
⟺

ʯ
xл + yл = 1

(x − 1)л + yл = xл + yл

⟺
ʯ

yл = 1 − xл
xл − 2x + 1 + yл = xл + yл ⟺

ʯ
yл = 1 − xл

2x + 1 = 0

⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

yл = 1 − ڄ
1
څ2

л
= 3

4

x = 1
2

⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

y = ±√3
2

x = 1
2

z = 1
2 + √3

2 ı = eѸഏ/м = −jл و z = 1
2 − √3

2 ı = e−Ѹഏ/м = −j : هما المطلوبو يحققان مركبان عددان يوجد إذن
الدائرة مع (|z| = 1 معادلتها التي (أي 1 نصفقطرها O(0)و مركزها التي الدائرة تقاطع نقطتَيْ يُمثلان العددان هذان .

. (||z − 1|| = 1 معادلتها التي (و 1 نصفقطرها A(1)و مركزها التي
■ .𝒮 = ʫ−j, −jлʬ : هي الحلول مجموعة الأخير، في

𝟴𝟳
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.. .𝟐𝟏 . 
Cالتي ، B ،Aالنقط تكون حتى zالمركب العدد يحققه الذييجبأن الكافي و اللازم الشرط هو ما

؟ واحدة استقامة على zн ، zл ، z لواحقها

متطابقتين. الأقل) (على نقطتان تكون أن أو مثنى مثنى Cمختلفة و B ،Aالنقط تكون أن إمّا : حالتين نُميّز الحلّ.
: إذا متطابقتين الأقل) (على نقطتان تكون •

؛ z ∈ {0, أي{1 z (z − 1) = أي0 z = zл Aأي = B كان ➛

؛ z ∈ ʫ0, 1, j, jлʬأي z zڀ
м − ځ1 = أي0 z = zн Aأي = C أو ➛

؛ z ∈ {0, 1, أي{1− zл zлڀ − ځ1 = أي0 zл = zн أي B = C أو ➛
؛ z ∈ {0, أي{1 z ∈ {0, 1} ∩ {0, 1, أي{1− z = zл = zн Aأي = B = C أو ➛

واحدة. استقامة على أنها البديهي فمن الحالة هذه في و z ∈ ʫ0, 1, −1, j, jлʬ كان إذا أي

: فإنّ 53 صفحة 1 المبرهنة حسب و z ∉ ʫ0, 1, −1, j, jлʬ فإنّ مثنى مثنى Cمختلفة و B ،Aالنقط كانت إذا •

واحدة استقامة Cعلى و B ،Aالنقط ⟺ zн − zл
zл − z ∈ ℝ ⟺ zл + z ∈ ℝ

⟺ zڄ + 1
څ2

л
− 1

4 ∈ ℝ ⟺ zڄ + 1
څ2

л
∈ ℝ

⟺ z + 1
2 ∈ ℝ أو z + 1

2 ∈ ıℝ

⟺ z ∈ ℝ أو Reڄz + 1
څ2 = 0

⟺ z ∈ ℝ أو Re (z) = −1
2

Re (z) = −1
2 أو 1و1−) يشمل0، (وهذا z ∈ ℝكان فقطإذا و إذا واحدة BوCعلىاستقامة ،Aالنقط تكون فيالأخير،

■ . ( jл و j يشمل هذا (و

.. .𝟐𝟐 .!: z ∈ ℂ المجهول ذات التالية المعادلة نعتبر . مركبين عددين q و p ليكن
zм + pz + q = 0 (𝟏)

المعادلة. هذه حلول 𝛾 ، 𝛽 ، 𝛼 لتكن

تحُققه أن يجب الذي الكافي و اللازم الشرط هو ما •2
(𝟏) المعادلة حلول صُوَر تكون حتى q و p الأعداد

؟ الساقين متساوي و قائم رؤوسمثلث
.
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0
𝛼𝛽 + 𝛼𝛾 + 𝛽𝛾 = p

𝛼𝛽𝛾 = −q
: أنّ أثبت •1

: إذن zм + pz + q الحدود كثير جذور هي (𝟏) المعادلة حلول •1 الحلّ.
zм + pz + q = (z − 𝛼) (z − 𝛽) (z − 𝛾) = zм + (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)л + (𝛼𝛽 + 𝛼𝛾 + 𝛽𝛾) z − 𝛼𝛽𝛾

. 𝛼𝛽𝛾 = −q و 𝛼𝛽 + 𝛼𝛾 + 𝛽𝛾 = p ، 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0 أنّ نستنتج بالمطابقة

𝟴𝟴
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بالدوران B්C صورة B්A يكون أن يكفي الساقين متساوي فيBو Cرؤوسمثلثقائم و B ،Aالنقط تكون حتى •2
. 𝜋
2 زاويته و B مركزه الذي

: منه 𝛾 = (1 − ı)𝛼 + ı𝛽أي 𝛾 − 𝛼 = ı (𝛽 − 𝛼)أي 𝛾 − 𝛼 = eѸഏ/л (𝛽 − 𝛼) تحُقق 𝛾 ، 𝛽 ، 𝛼 فالحلول إذن

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

𝛾 = (1 − ı)𝛼 + ı𝛽
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0

𝛼𝛽 + 𝛼𝛾 + 𝛽𝛾 = p
𝛼𝛽𝛾 = −q

⟺

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

𝛾 = (1 − ı)𝛼 + ı𝛽
(2 − ı)𝛼 + (1 + ı)𝛽 = 0

𝛼 (𝛽 + 𝛾) + 𝛽𝛾 = p
𝛼𝛽𝛾 = −q

⟺

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝛾 = (1 − ı)𝛼 + ı𝛽

𝛽 = −2 − ı
1 + ı𝛼 = −1 + 3ı

2 𝛼
−𝛼л + 𝛽𝛾 = p

𝛼𝛽𝛾 = −q

⟺

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝛾 = (1 − ı)𝛼 + ı ڄ
−1 + 3ı

2 𝛼څ = −1 − 3ı
2 𝛼

𝛽 = −1 + 3ı
2 𝛼

−𝛼л + 𝛽𝛾 = p
𝛼𝛽𝛾 = −q

⟺

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝛾 = −1 − 3ı
2 𝛼

𝛽 = −1 + 3ı
2 𝛼

−𝛼л + ڄ
−1 − 3ı

2 𝛼ڄڅ
−1 + 3ı

2 𝛼څ = p

𝛼ڄ
−1 − 3ı

2 𝛼ڄڅ
−1 + 3ı

2 𝛼څ = −q

⟺

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝛾 = −1 − 3ı
2 𝛼

𝛽 = −1 + 3ı
2 𝛼

3
2𝛼л = p

5
2𝛼м = −q

⟺

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝛾 = −1 − 3ı
2 𝛼

𝛽 = −1 + 3ı
2 𝛼

𝛼л = 2
3p

𝛼м = −2
5q

⟺

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𝛾 = −1 − 3ı
2 𝛼

𝛽 = −1 + 3ı
2 𝛼

𝛼м = −2
5q

𝛼п = 2−ڄ
5qڅ

л
= ڄ

2
3pڅ

м

و قائم مثلث رؤوس 𝛾 و 𝛽 ، 𝛼 صور تكون حتى q و p الأعداد تحُققه أن يجب الذي الكافي و اللازم الشرط إذن

. 50pм = 27qл 2−ڄأي
5qڅ

л
= ڄ

2
3pڅ

м
الساقينهو متساوي

■

.. .𝟐𝟑 .�: z ∈ ℂ المجهول ذات التالية المعادلة نعتبر . مركبة أعداد ثلاثة c و b ، a لتكن
zн + azл + bz + c = 0 (𝟐)

المعادلة. هذه حلول 𝛿 ، 𝛾 ، 𝛽 ، 𝛼 لتكن

.𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 = 0 : أنّ أثبت •1

رؤوس (𝟐) المعادلة حلول صُوَر تكون حتى c و b ، a الأعداد تحُققه أن يجب الذي الكافي و اللازم الشرط هو ما •2
؟ مربع

𝟴𝟵
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: إذن P (z) = zн + azл + bz + c الحدود كثير جذور هي (𝟐) المعادلة حلول •1 الحلّ.
zн + azл + bz + c = (z − 𝛼) (z − 𝛽) (z − 𝛾) (z − 𝛿)

= zн − (𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿) zм + (𝛼𝛽 + 𝛼𝛾 + 𝛼𝛿 + 𝛽𝛾 + 𝛽𝛿 + 𝛾𝛿) zл
− (𝛼𝛽𝛾 + 𝛼𝛽𝛿 + 𝛼𝛾𝛿 + 𝛽𝛾𝛿) z + 𝛼𝛽𝛾𝛿

. 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 = −أي0 (𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿) = 0 أنّ نستنتج الطرفين، في zм معامل بين بالمطابقة

هي قطريه) تقاطع نقطة هو (الذي المربع هذا مركز لاحقة فإنّ مربع رؤوس 𝛿 ، 𝛾 ، 𝛽 ، 𝛼 الحلول كانتصور إذا •2
الرأس هوصورة المربع رأسلهذا أيّ فإنّ بالتالي و المعلم. Oمبدأ هو المربع هذا مركز إذن 14 (𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿) = 0

. 𝜋
2 زاويته Oو مركزه الذي بالدوران الساعة) أيعكسعقارب المثلثي الإتجاه (في المجاور

−𝛼 ، ı𝛼 ،𝛼هي الجذور إذن 𝛿 = ı𝛾 = −ı𝛼 و 𝛾 = ı𝛽 = −𝛼 بالمثل، . 𝛽 = ı𝛼أي 𝛽 − 0 = eѸഏ/л (𝛼 − 0) إذن
: فإنّ بالتالي ı𝛼−و و

zн + azл + bz + c = (z − 𝛼) (z − ı𝛼) (z + 𝛼) (z + ı𝛼) = zлڀ − 𝛼лځ zлڀ + 𝛼лځ = zн − 𝛼н

. c = −𝛼н و b = 0 ، a = 0 أنّ نستنتج بالمطابقة،

صور أنّ نعلم c−و للعدد الرابعة الجذور هي P جذور إذن P (z) = zн + c فإنّ b = 0 و a = 0 كان بالعكسإذا
.O مركزه رؤوسمربع هي معدوم مركبغير لعدد الرابعة الجذور

. a = b = 0 : هو نبحثعنه الذي الشرط الأخير، في
■

.. .𝟐𝟒 . 
على zм ، zл ، z لواحقها مثنى مثنى مختلفة المستوي من نقط Cثلاث ، B ،A و مركبا عدداً z ليكن

الترتيب.
المثلثABC؟ أعمدة تقاطع نقطة Oهو المبدأ يكون حتى الكافي و اللازم الشرط هو ما

. z ∉ {0, 1, أي{1− zл ≠ zм و z ≠ zм و z ≠ zл فإنّ مثنى مثنى Cمختلفة و B ،Aالنقط أنّ بما الحلّ.
: 53 صفحة 1 اللازمة حسب . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع

ABC أعمدة تقاطع Oنقطة ⟺ (OA) ⟂ (BC) و (OB) ⟂ (AC)

⟺ zм − zл
z − 0 ∈ ıℝ و zм − z

zл ∈ ıℝ

⟺ Re zлڀ − zځ = 0 و ڄ
zл − 1

z څ = −zл − 1
z

⟺ Re ʱڀxл − x − yлځ + ıy (2x − ٳ(1 = 0 و zл − 1
z = −zл − 1

z
⟺ xл − x − yл = 0 و z zڂ

л − ڃ1 + z zлڀ − ځ1 = 0

⟺ xڄ − 1
څ2

л
− yл = 1

4 و z |z|л − z + z |z|л − z = 0

⟺ xڄ − 1
څ2

л
− yл = 1

4 و (z + z) z|л|ڂ − ڃ1 = 0

𝟵𝟬
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⟺ xڄ − 1
څ2

л
− yл = 1

4 و 2Re (z) × z|л|ڂ − ڃ1 = 0

⟺ xڄ − 1
څ2

л
− yл = 1

4 و Reڂ (z) = 0 أو |z| = ڃ1

⟺ xڄ − 1
څ2

л
− yл = 1

4 و xڂ = 0 أو xл + yл = ڃ1

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xڄ − 1
څ2

л
− yл = 1

4
x = 0

أو
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xڄ − 1
څ2

л
− yл = 1

4
xл + yл = 1

⟺
ʯ
y = 0
x = 0 أو

ʯ
yл = xл − x

xл + xлڀ − xځ = 1

⟺
ʯ
y = 0
x = 0 أو

⎧
⎨⎩

yл = xл − x

x = 1 أو x = −1
2

⟺
ʯ
y = 0
x = 0 أو

⎧⎪
⎨⎪
⎩

xڂ = 1 و yл = ڃ0

xڂ = −1
2 و yл = 3

ڃ4 أو

⟺ z = 0 أو z = 1 أو z = j أو z = jл

ABCمثلث يوجد إذن ʩz, zл, zмʪ = ʫ1, j, jлʬ فإنّ الحالتين كلتا في و z = jл أو z = j فإنّ z ∉ {0, 1, −1} أنّ بما و
. jм و jл ، هي1 رؤوسه لواحق الذي المثلث هو و وحيد

تلتقي الثلاثة الأعمدة لأنّ النتيجة يُغيرِّ ذلكلا لكن (OC) ⟂ (AB)الشرط إضافة بالإمكان كان ⧏ : 17 ملاحظة
كيفيَينْ. عمودين تقاطع نقطة هي و واحدة نقطة في

: التكافؤ من الأوّل الشطر نفسطريقة اتِباع أيضاً بالإمكان كان

(OB) ⟂ (AC) ⟺ zм − z
zл ∈ ıℝ ⟺ Reڄ

zл − 1
z څ = 0

⟺ Re
ʴ
x xлڀ + yл − ځ1

xл + yл + ıy xлڀ + yл + ځ1
xл + yл ٶ

= 0

⟺ x xлڀ + yл − ځ1 = 0
⧐

■

.. .𝟐𝟓 .!C ، B ،Aالنقط تكون حتى c ، b ، a المركبة الأعداد تحققه الذييجبأن الكافي و اللازم الشرط هو ما
؟ واحدة استقامة على c ، b ، a لواحقها التي

1صفحة حسباللازمة .b ≠ c aو ≠ c aو ≠ bمثنىأي مثنى Cمختلفة ،B ،Aالنقط نفرضأنّ بدايةً، • الحلّ.

𝟵𝟭
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: 53

واحدة استقامة Cعلى و B ،A ⟺ c − b
c − a ∈ ℝ ⟺ ڄ

c − b
c − aڅ = c − b

c − a

⟺ c − b
c − a = c − b

c − a ⟺ cڀ − bځ (c − a) = (c − a) (c − b)
⟺ cc − ca − bc + ba = cc − cb − ac + ab
⟺ ab + bc + ca = ab + bc + ca

: إذن ab + bc + ca = ab + bc + ca لكن

واحدة استقامة Cعلى و B ،A ⟺ ab + bc + ca = ab + bc + ca
⟺ ab + bc + ca ∈ ℝ

لواحقها Cالتي ،B ،Aالنقط تكون حتى c ،b ،a المركبة الأعداد تحققه الذييجبأن الكافي و اللازم الشرط هو و
واحدة. استقامة على c ، b ، a

،Aالنقط فإنّ a = b = c أو b = c أو a = c أو a = b كان إذا أي مثنى مثنى Cمختلفة ، B ،Aالنقط تكن لم إذا •

: فإنّ a = b كان إذا مثلاً، حقيقي. ab + bc + ca العدد أيضاً الحالة هذه في و واحدة استقامة Cعلى ، B
ab + bc + ca = aa + ac + ac = |a|л + ac + ac = |a|л + 2Re (ac) ∈ ℝ

b ، a لواحقها Cالتي ،B ،Aالنقط تكون حتى c ، b ، a المركبة الأعداد تحققه الذييجبأن الكافي و اللازم الشرط إذن،
حقيقياً. ab + bc + ca العدد يكون أن هو واحدة استقامة على c ،

مختلفة C ، B ، A النقط تكون أن يشترط لا لأنه 53 صفحة 1 اللازمة شرط من أعمّ الشرط هذا ⧏ : 18 ملاحظة
مثنى. ⧏مثنى

■

.. .𝟐𝟔 الترتيب.�. على zм و zл ، zهي لواحقها المستوي من نقط Cثلاث و B ،A
الساقين. المثلثABCمتساوي يكون أجلها من التي z المركبة الأعداد أوجد

. x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
: حالات 3 نُميِّز إذن .CA = CB أو BA = BC ABأو = AC كان إذا الساقين المثلثABCمتساوي

: الأولى الحالة •

AB = AC ⟺ ||zл − z|| = ||zм − z|| ⟺ |z| ⋅ ||z − 1|| = |z| ⋅ ||z − 1|| ⋅ ||z + 1||
⟺ |z| ⋅ ||z − 1|| z||ڀ + 1|| − ځ1 = 0
⟺ |z| = 0 أو ||z − 1|| = 0 أو ||z + 1|| − 1 = 0
⟺ z = 0 أو z − 1 = 0 أو ||z + 1|| = 1
⟺ z = 0 أو z = 1 أو ||z + 1|| = 1
⟺ z = 0 أو z = 1 أو (x + 1)л + yл = 1

𝒞к الدائرة Mкو (−1, 0) النقطة اتحاد هي عنها نبحث التي المجموعة إذن . ||z + 1|| = 1 يحُقق z = 0 أنّ نلاحظ
. 1 نصفقطرها Ωкو (1, 0) مركزها التي

𝟵𝟮
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: الثانية الحالة •

BA = BC ⟺ ||z − zл|| = ||zм − zл|| ⟺ |z| ⋅ ||z − 1|| = |z|л ⋅ ||z − 1||
⟺ |z| ⋅ ||z − 1|| (|z| − 1) = 0
⟺ |z| = 0 أو ||z − 1|| = 0 أو |z| − 1 = 0
⟺ z = 0 أو z − 1 = 0 أو |z| = 1
⟺ z = 0 أو z = 1 أو |z| = 1
⟺ z = 0 أو z = 1 أو xл + yл = 1

التي 𝒞л الدائرة و O(0, 0) النقطة اتحاد هي عنها نبحث التي المجموعة إذن . |z| = 1 يحُقق z = 1 أنّ نلاحظ
. 1 نصفقطرها ,O(0و 0) مركزها

: الثالثة الحالة •

CA = CB ⟺ ||z − zм|| = ||zл − zм|| ⟺ |z| ⋅ ||z − 1|| ⋅ ||z + 1|| = |z|л ⋅ ||z − 1||
⟺ |z| ⋅ ||z − 1|| z||ڀ + 1|| − |z|ځ = 0
⟺ |z| = 0 أو ||z − 1|| = 0 أو ||z + 1|| − |z| = 0
⟺ z = 0 أو z − 1 = 0 أو ||z + 1|| = |z|
⟺ z = 0 أو z = 1 أو (x + 1)л + yл |z| = xл + yл

⟺ z = 0 أو z = 1 أو x = −1
2

x = −1
2 معادلته الذي (Δ) المستقيم Mкو (1, 0) ,O(0و النقطتين(0 اتحاد هي عنها نبحث التي المجموعة إذن

. (Re (z) = −1
2 (أي

O ∈ 𝒞к أنّ (لاحظ (Δ) المستقيم 𝒞лو 𝒞кو الدائرتين اتحاد المطلوبهي تحقق التي المركبة الأعداد مجموعة الأخير، في
■ . (Mк ∈ 𝒞л و

.. .𝟐𝟕 .�
. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم منسوبإلى المستوي

: نضع .M مركبصورته عدد z

L = z + 1
z − 1

حقيقيا. عددًا L بحيثيكون المستوي ℰللنقطMمن المجموعة عينِّ •1

صرِفًا. تخيليا L بحيثيكون المستوي ℰللنقطMمن ດ المجموعة عينِّ •2

واحدة. استقامة Mດعلى ،M ،Oالنقط Mດبحيثتكون النقط مجموعة عينّ . L Mດصورة نسمي •3

𝟵𝟯
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: لدينا .M ≠ Aأي z ≠ 1 يكون أن يجب مُعرَفاً L يكون حتى . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy A(1)و نضع الحلّ.
L = z + 1

z − 1 = x + 1 + ıy
x − 1 + ıy = (x + 1 + ıy) (x − 1 − ıy)

(x − 1)л + yл

= xл − x − ıxy + x − 1 − ıy + ıxy − ıy + yл

(x − 1)л + yл

= xл + yл − 1
(x − 1)л + yл

− ı 2y
(x − 1)л + yл

: لدينا .M ≠ A لتكن •1

M ∈ ℰ ⟺ Im (L) = 0 ⟺ − 2y
(x − 1)л + yл

= 0 ⟺ y = 0

.A(1) النقطة باستثناء الفواصل) (محور y = 0 معادلته Δالذي المستقيم هي و
.ℰ = Δ ⧵ {A} : إذن
: لدينا .M ≠ A لتكن •2

M ∈ ℰ ດ ⟺ Re (L) = 0 ⟺ xл + yл − 1
(x − 1)л + yл

= 0 ⟺ xл + yл = 1

.A النقطة باستثناء 1 نصفقطرها ,O(0و 0) مركزها 𝒞التي (O, 1) الدائرة هي و
.ℰ ດ = 𝒞 ⧵ {A} : إذن

. z ≠ 1 ليكن •3
. z ≠ 0 أنّ نفرضإذن واحدة. استقامة Mດعلى (L) ،M(z) ،O(0)النقط بالتالي Mو = O فإنّ z = 0 كان إذا

و إذا أي ๔MOMດ = 0 (mod 𝜋) كان إذا فقط و إذا واحدة استقامة Mດعلى (L) ،M(z) ،O(0)النقط تكون

بالتالي و ๔
,෿OMڂ ෿OMດ

ڃ = argڄ
L − 0
z − څ0 (mod 2𝜋) لكن . ๔

,෿OMڂ ෿OMດ
ڃ = 0 (mod 𝜋) كان إذا فقط

فقط و إذا أي argڄ
L
zڅ = 0 (mod 𝜋) كان إذا فقط و إذا واحدة استقامة Mດعلى (L) ،M(z) ،O(0)النقط

: لكن . Imڄ
L
zڅ = 0 كان إذا

L
z = z + 1

z (z − 1) = z + 1
zл − z = x + 1 + ıy

xл − yл + 2ıxy − x − ıy = x + 1 + ıy
xл − yл − x + ıy (2x − 1)

= (x + 1 + ıy) xлڀ − yл − x − ıy (2x − ځ(1
xлڀ − yл − xځ

л + yл (2x − 1)л

= xм − xyл − xл − ıxy(2x − 1) + xл − yл − x − ıy(2x − 1) + ıxлy − ıyм − ıxy + yл(2x − 1)
(xл − yл − x)л + yл(2x − 1)л

= xм + xyл − x − 2yл

xлڀ − yл − xځ
л + yл (2x − 1)л

+ ı −yм − xлy − 2xy + y
xлڀ − yл − xځ

л + yл (2x − 1)л

Imڄ
L
zڅ = 0 ⟺ −yм − xлy − 2xy + y

xлڀ − yл − xځ
л + yл (2x − 1)л

: منه

⟺ y xлڀ + yл + 2x − ځ1 = 0
⟺ y = 0 أو xл + yл + 2x − 1 = 0

⟺ y = 0 أو (x + 1)л + yл = 2 = ڃ2√ڂ
л

𝟵𝟰
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تطبيقية تمارين .VI

و z ≠ 0 (لأنّ A(1) و O(0) النقطتين باستثناء الفواصل) (محور y = 0 معادلته الذي Δ المستقيم اتحاد هي و
.√2 نصفقطرها Ωو (−1, 0) مركزها 𝒞التي ڃΩ,√2ڂ الدائرة مع (z ≠ 1

نستثني 𝒞(لا الدائرة A(1)مع النقطة باستثناء Δ المستقيم اتحاد هي المطلوب تحقق التي النقط مجموعة الأخير، في
. البداية) Mفي = O الخاصة الحالة درسنا و أيضاً المطلوب تحقق O(0)لأنها النقطة

■

.. .𝟐𝟖 .�
: بحيث z اللاحقة النقطMذات مجموعة أنشئ ثم د حدِّ . Z = 1 + z

1 − z نضع . z ∈ ℂ ⧵ {1} ليكن

(Z ∈ ℝأي) حقيقي Z •3

(Z ∈ ıℝتخيليصرف(أي Z •4

||Z|| = 1 •1

||Z|| = 2 •2

: هندسية الثانية و بالحساب الأولى : طريقتين يلي نستعرضفيما الحلّ.
. (x,y) ≠ (1, 0) و x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع . z ≠ حيث1 z ∈ ℂ ليكن

نبحثعنها. التي ℰالمجموعة و 1 اللاحقة ذات النقطة B 1−؛ لاحقتها التي Aالنقطة لتكن
. z لاحقتها ، B تختلفعن المستوي من Mنقطة لتكن

لدينا بالحساب: •1

||Z|| = 1 ⟺
||1 + z||л

||1 − z||л
= 1 ⟺ (1 + x)л + yл = (1 − x)л + yл ⟺ 4x = 0 ⟺ x = 0

. التراتيب) (محور (Oy)أي x = 0 معادلته الذي المستقيم المطلوبهي تحقق التي النقط مجموعة إذن

لدينا : هندسياً
M ∈ ℰ ⟺ ||z + 1|| = ||z − 1|| ⟺ AM = BM

(عموديعلى (Oy) المستقيم هو المحور هذا أنّ بسهولة نتحقق . [AB] المستقيمة القطعة محور ℰهي المجموعة إذن
.(O من أي [AB]منتصف من يمر و (Ox)أيعلى [AB]

لدينا بالحساب: •2

||Z|| = 2 ⟺
||1 + z||л

||1 − z||л
= 4 ⟺ (1 + x)л + yл = 4 (1 − x)л + 4yл

⟺ xл + yл + 2x + 1 = 4xл + 4yл − 8x + 4 ⟺ 3xл + 3yл − 10x + 3 = 0

⟺ xл + yл − 10
3 x + 1 = 0 ⟺ xڄ − 5

څ3

л
+ (y − 0)л = 16

9 = ڄ
4
څ3

л

لا (1, 0) (النقطة 43 قطرها نصف و Ωڄ
5
3 , څ0 مركزها التي الدائرة هي المطلوب تحقق التي النقط مجموعة إذن

. إليها) تنتمي

. {A (1) ,B (−4)} للجملة المتناسبة المسافات Ωمركز (𝜔) لتكن : هندسياً

𝟵𝟱
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: بالتالي Ωو = ڄ
5
3 , څ0 إذن 𝜔 = 5

3 + 0ı منه 1 ⋅ (𝜔 − (−1)) + (−4) (𝜔 − 1) = 0 : لدينا

M ∈ ℰ ⟺ ||z + 1||л = 4 ||z − 1||л ⟺ AMл = 4BMл ⟺ ෿AMл
− 4B්Mл

= 0

⟺ A්Ωڂ + ෿ΩMڃ
л

− 4 B්Ωڂ + ෿ΩMڃ
л

= 0

⟺ −3෿ΩM + 2 A්Ωڂ − 4B්Ωڃ⎤⎥⎥⎥⎥⎦

= ⃗0

⋅෿ΩM + A්Ω
л

− 4B්Ω
л

= 0

⟺ −3ΩMл = ΩAл − 4ΩBл ⟺ ΩMл = 1
3 ΩAлڂ − 4ΩBл

ڃ

: ΩBлإذن = ڄ
5
3 − څ1

л
+ 0л = 4

9 ΩAлو = ڄ
5
3 + څ1

л
+ 0л = 64

9 لكن

1
3 ΩAлڂ − 4ΩBл

ڃ = 1
3 ڄ

64
9 − 16

9 څ = 16
9

M ∈ ℰ ⟺ ΩMл = 16
9 ⟺ ΩM = 4

3 : منه

. 43 نصفقطرها ڄΩو
5
3 , څ0 مركزها التي الدائرة نجد و

.253 صفحة 169 التمرين في أخرى هندسية طريقة �

لدينا بالحساب: •3

Z ∈ ℝ ⟺ Z = Z ⟺ 1 + z
1 − z = 1 + z

1 − z ⟺ (1 + z) (1 − z) = (1 − z) (1 + z)
⟺ z − z = z − z ⟺ z = z ⟺ z ∈ ℝ

. B (1, 0) النقطة باستثناء (Ox) المستقيم ℝأي ⧵ هي{1} نبحثعنها التي المجموعة فإنّ z = 1 ∈ ℝ أنّ بما و

لدينا : هندسياً

M ∈ ℰ ⟺ Z = 0 أو arg (Z) = 0 (mod 𝜋) ⟺ z = −1 أو argڄ
1 + z
1 − zڅ = 0 (mod 𝜋)

⟺ M = A أو ,B්Mڂ ෿AMڃ = 0 (mod 𝜋) ⟺ M ∈ (AB) ⧵ {B}

. B (1, 0) النقطة باستثناء (Ox) المستقيم نجد و

لدينا بالحساب: •4

Z ∈ ıℝ ⟺ Z = −Z ⟺ 1 + z
1 − z = −1 + z

1 − z ⟺ (1 + z) (1 − z) = − (1 − z) (1 + z)

⟺ 1 − zz = −1 + zz ⟺ |z|л = 1 ⟺ |z| = 1

. (1, 0) النقطة باستثناء 1 نصفقطرها Oو مركزها التي الدائرة هي و

𝟵𝟲
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لدينا : هندسياً

M ∈ ℰ ⟺ Z = 0 أو arg (Z) = 𝜋
2 (mod 𝜋) ⟺ z = −1 أو argڄ

1 + z
1 − zڅ = 0 (mod 𝜋)

⟺ M = A أو ,B්Mڂ ෿AMڃ = 𝜋
2 (mod 𝜋)

⟺ B النقطة ABباستثناء قطرها التي الدائرة إلى Mتنتمي النقطة

⟺ M ∈ 𝒞 ,Oڄ 12ABڅ ⧵ {B} ⟺ M ∈ 𝒞 (O, 1) ⧵ {B}

. B (1, 0) النقطة باستثناء 1 نصفقطرها Oو مركزها التي الدائرة نجد و
■

.. .𝟐𝟗 .�
متجانس. و متعامد معلم منسوبإلى المستوي

نضع .M مركبصورته عدد z
L = z − ı

z + ı

حقيقيا. عددًا L بحيثيكون المستوي ℰللنقطMمن المجموعة عينِّ •1

سالبا. حقيقيا L بحيثيكون المستوي ℰللنقطMمن ດ المجموعة عينِّ •2

لدينا .M ≠ Aأي z ≠ −ı يكون يجبأن فاً مُعرَّ L العدد يكون حتى . x,y ∈ ℝ مع z = x+ ıy A(−ı)و نضع الحلّ.
:

L = z − ı
z + ı = x + ı (y − 1)

x + ı (y + 1) = (x + ı (y − 1)) (x − ı (y + 1))
xл + (y + 1)л

= xл − ıxy − ıx + ıxy − ıx + yл − 1
xл + (y + 1)л

= xл + yл − 1
xл + (y + 1)л

− 2ıx
xл + (y + 1)л

: لدينا .M ≠ A لتكن •1

M ∈ ℰ ⟺ Im (L) = 0 ⟺ − 2x
xл + (y + 1)л

= 0 ⟺ x = 0

.A(−ı) النقطة باستثناء التراتيب) (محور x = 0 معادلته Δالذي المستقيم هي و
.ℰ = ıℝ ⧵ {A} : آخر بتعبير أو ℰ = Δ ⧵ {A} : إذن

: لدينا .M ≠ A لتكن •2

M ∈ ℰ ດ ⟺
ʯ

Im (L) = 0
Re (L) ≤ 0 ⟺

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

− 2x
xл + (y + 1)л

= 0

xл + yл − 1
xл + (y + 1)л

≤ 0
⟺

ʯ
x = 0

xл + yл − 1 ≤ 0

⟺
ʯ

x = 0
yл ≤ 1

⟺
ʯ

x = 0
−1 ≤ y ≤ 1

𝟵𝟳
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. B (ı)حيثA النقطة باستثناء [AB] المستقيمة القطعة هي و
.ℰ ດ = ٳABٳ : إذن

■

.. .𝟑𝟎 . 
نضع و z لاحقتها التي المركب المستوي Mمن النقطة نعتبر .1 يختلفعن عدداًمركبا z ليكن

: حدّد .Z = z + ı
z − 1

حقيقيا. عدداً Z للنقطMبحيثيكون E المجموعة •1
.||Z|| = 1 للنقطMبحيثيكون F المجموعة •2

.arg (Z) = 𝜋
2 (mod 2𝜋) GللنقطMبحيثيكون المجموعة •3

.Z = z + ı
z − 1 = z − zф

z − zх
منه B (1) A(−ı)و نضع الحلّ.

•1
حقيقي Z ⟺ Zڀ = 0 أو arg (Z) = 0 (mod 𝜋)ځ ⟺ zڂ = zф أو ,B්Mڂ ෿AMڃ = 0 (mod 𝜋)ڃ

لكن

,B්Mڂ ෿AMڃ = 0 (mod 𝜋) ⟺ B Aو باستثناء (AB) المستقيم إلى Mتنتمي

.B النقطة باستثناء (AB) المستقيم هي E المجموعة أنّ نستنتج منه

•2
||Z|| = 1 ⟺ ||z − zф|| = ||z − zх|| ⟺ AM = BM ⟺ [AB] القطعة مُنصّف إلى Mتنتمي

.[AB] القطعة مُنصّف هي F فالمجموعة
•3

arg (Z) = 𝜋
2 (mod 2𝜋) ⟺ ,B්Mڂ ෿AMڃ = 𝜋

2 (mod 2𝜋)

المثلثAMBمباشراً. بحيثيكون ،B النقطة باستثناء ،[AB] قطرها التي الدائرة نصف Gهي فالمجموعة
■

.. .𝟑𝟏 .�
.M مركبصورته عدد z

صرفا. تخيليا (z − 2ı) (z − 1) النقطMبحيثيكون ℰمجموعة عينّ •1

حقيقيا. (z − 2ı) (z − 1) النقطMبحيثيكون ℰمجموعة ດ عينّ •2

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
(z − 2ı) (z − 1) = zz − z − 2ız + 2ı = (x + ıy) (x − ıy) − x − ıy − 2ı (x − ıy) + 2ı

= xл + yл − x − ıy − 2ıx − 2y + 2ı = xл + yл − x − 2y + ı (−2x − y + 2)
: بالتالي و

𝟵𝟴
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•1
M ∈ ℰ ⟺ Re ((z − 2ı) (z − 1)) = 0

⟺ xл + yл − x − 2y = 0

⟺ xڄ − 1
څ2

л
+ (y − 1)л = 5

4 =
چ
√5
2 ڇ

л

. √5
2 نصفقطرها Ωو клڀ , ځ1 مركزها 𝒞التي

چ
Ω, √5

2 ڇ
الدائرة ℰهي إذن

•2
M ∈ ℰ ດ ⟺ Re ((z − 2ı) (z − 1)) = 0

⟺ −2x − y + 2 = 0
⟺ y = −2x + 2

. y = −2x + 2 معادلته Δالذي المستقيم ℰهي ດ إذن

■

.. .𝟑𝟐 .�
. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم منسوبإلى المستوي

نضع .M مركبصورته عدد z

L = z + 2
z + 2

. L للعدد التخيلي و الحقيقي الجزءين عينّ •1

حقيقيا. عددًا L بحيثيكون المستوي ℰللنقطMمن المجموعة عينِّ •2

صرِفًا. تخيليا L بحيثيكون المستوي ℰللنقطMمن ດ المجموعة عينِّ •3

.M ≠ Aأي z ≠ −2 يكون أن يجب فاً مُعرَّ L العدد يكون حتى .x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy A(−2)و نضع الحلّ.
: لدينا •1

L = z + 2
z + 2 = x + 2 − ıy

x + 2 + ıy = (x + 2 − ıy)л

(x + 2)л + yл

= (x + 2)л − 2ıy (x + 2) + (ıy)л

(x + 2)л + yл

= xл + 4x + 4 − 2ıxy − 4ıy − yл

(x + 2)л + yл

= xл − yл + 4x + 4
(x + 2)л + yл

− ı 2xy + 4y
(x + 2)л + yл

. Im (L) = − 2xy + 4y
(x + 2)л + yл

و Re (L) = xл − yл + 4x + 4
(x + 2)л + yл

منه L للعدد الجبري الشكل هو و

𝟵𝟵
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: لدينا .M ≠ A لتكن •2

M ∈ ℰ ⟺ Im (L) = 0 ⟺ − 2xy + 4y
(x + 2)л + yл

= 0 ⟺ 2xy + 4y = 0

⟺ y (2x + 4) = 0 ⟺ y = 0 أو 2x + 4 = 0
⟺ y = 0 أو x = −2

باستثناء x = −2 Δлالذيمعادلته المستقيم مع الفواصل) y(محور = 0 Δкالذيمعادلته المستقيم اتحاد ℰهي إذن
.A(−2) النقطة

: لدينا .M ≠ A لتكن •3

M ∈ ℰ ດ ⟺ Re (L) = 0 ⟺ xл − yл + 4x + 4
(x + 2)л + yл

= 0 ⟺ xл − yл + 4x + 4 = 0

⟺ (x + 2)л − yл = 0 ⟺ y = − (x + 2) أو y = x + 2

Δດالذيمعادلته
л المستقيم A(−2)مع النقطة yباستثناء = −x−2 Δດالذيمعادلته

к المستقيم اتحاد ℰهي
ດ بالتالي و

. المستقيمين) هذين تقاطع نقطة Aهي A(−2)(النقطة النقطة باستثناء y = x + 2

■

.. .𝟑𝟑 .�
. Z = 2ız + 1

z − 1 نضع المركب. المستوي في Mصورته و 1 يختلفعن مركبا عدداً z ليكن

: حدّد •1
حقيقيا. عدداً Z للنقطMبحيثيكون E المجموعة (ا)

. ||Z|| = 2 للنقطMبحيثيكون F المجموعة (ب)

متجانس. و متعامد معلم في F و Eالمجموعتين مثّل •2

. (x,y) ≠ (0, 1) فإنّ z ≠ 1 أنّ بما . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
: لدينا •1

Z = 2ız + 1
z − 1 = 2ı (x + ıy) + 1

x + ıy − 1 = −2y + 2ıx
x − 1 + ıy = (1 − 2y + 2ıx) (x − 1 − ıy)

(x − 1)л + yл

= x − 1 − ıy − 2xy + 2y + 2ıyл + 2ıxл − 2ıx + 2xy
(x − 1)л + yл

= x − 1 + 2y
(x − 1)л + yл

+ ı2x
л + 2yл − 2x − y
(x − 1)л + yл

. Z للعدد الجبري الشكل هو و

𝟭𝟬𝟬
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−1 1

1

Ω

Ω
′

E = C \ {A}

A

F = C′

3.VI شكل

: لدينا (ا)

Z ∈ ℝ ⟺ Im (Z) = 0 ⟺ 2xл + 2yл − 2x − y
(x − 1)л + yл

= 0

⟺ 2xл + 2yл − 2x − y = 0 ⟺ xл + yл − x − 1
2y = 0

⟺ xڄ − 1
څ2

л
− 1

4 + yڄ − 1
څ4

л
− 1

16 = 0

⟺ xڄ − 1
څ2

л
+ yڄ − 1

څ4

л
= 1

4 + 1
16 = 5

16 =
چ
√5
4 ڇ

л

هذه إلى ,A(1تنتمي 0) النقطة لكن . √5
4 نصفقطرها ڄΩو

1
2 , څ14 مركزها 𝒞التي الدائرة معادلة هي و
. E = 𝒞 ⧵ {A (1, 0)} : بالتالي و الدائرة

: لدينا (ب)

||Z|| = 2 ⟺ ||2ız + 1|| = 2 ||z − 1|| ⟺ ||2ız + 1||л = 4 ||z − 1||л

⟺ ||1 − 2y + 2ıx||л = 4 ||x − 1 + ıy||л ⟺ (1 − 2y)л + (2x)л = (x − 1)л + yл

⟺ 3xл + 3yл + 2x − 4y = 0 ⟺ xл + yл + 2
3x − 4

3y = 0

⟺ xڄ + 1
څ3

л
− 1

9 + yڄ − 2
څ3

л
− 4

9 = 0

⟺ xڄ + 1
څ3

л
+ yڄ − 2

څ3

л
= 5

9 =
چ
√5
3 ڇ

л

تنتمي ,A(1لا 0) النقطة أنّ بما و . √5
3 نصفقطرها Ωດو

1−ڄ
3 , څ23 𝒞التيمركزها

ດ الدائرة هيمعادلة و

. F = 𝒞 ດ : فإنّ الدائرة هذه إلى

. 3.VI الشكل أنظر •2
■

𝟭𝟬𝟭
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VI
المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

−1.5 −1 0.5 1

−0.5

0.5

A Ω E = (Ox) \ {A}

F = C

4.VI شكل

.. .𝟑𝟒 .�.z التيلاحقتها لتكنMالنقطة و حقيقيان) عددان y و x يختلفعن1−( مركبا عدداً z = x+ ıyليكن
. Z = ız

z + 1 نضع

. y و x بدلالة Z للعدد التخيلي و الحقيقي الجزئين عن عبرّ •1

. Im (Z) = للنقطMبحيث0 F المجموعة و Re (Z) = للنقطMبحيث0 E المجموعة إستنتج •2

. (x,y) ≠ (−1, 0) فإنّ z ≠ −1 أنّ بما الحلّ.
: لدينا •1

Z = ız
z + 1 = ı (x + ıy)

x + ıy + 1 = −y + ıx
x + 1 + ıy = (−y + ıx) (x + 1 − ıy)

(x + 1)л + yл

= −xy − y + ıyл + ıxл + ıx + xy
(x + 1)л + yл

= − y
(x + 1)л + yл

+ ı xл + yл + x
(x + 1)л + yл

. Im (Z) = xл + yл + x
(x + 1)л + yл

و Re (Z) = − y
(x + 1)л + yл

إذن

: لدينا •2
Re (Z) = 0 ⟺ − y

(x + 1)л + yл
= 0 ⟺ y = 0

باستثناء الحقيقية) الأعداد (محور (Ox) المستقيم هي أي Im (z) = 0 تحُقق لواحقها التي النقط مجموعة هي E إذن
: أخرى جهة من .A(−1, 0) النقطة

Im (Z) = 0 ⟺ xл + yл + x = 0 ⟺ xڄ + 1
څ2

л
+ yл = ڄ

1
څ2

л

. 12 نصفقطرها 1−ڄΩو
2 , څ0 مركزها 𝒞التي الدائرة معادلة هي و

. (4.VI (شكل F = 𝒞 ⧵ {A (−1, 0)} بالتالي و الدائرة هذه إلى ,A(−1تنتمي 0) لكن

■

𝟭𝟬𝟮
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VI
تطبيقية تمارين .VI

−1 1 2 3

−2

−1

1

2

A

B

C

D

5.VI شكل

.. .𝟑𝟓 .�. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المركبمنسوبإلى المستوي
الترتيب. على d = 2 − 2ı و c = 2ı ، b = −1 − ı ، a = −1 + ı لواحقها Dالتي Cو ، B ،Aالنقط نعتبر

.D Cو ، B ،Aالنقط علم •1

الأسي. ثمّ الجبري الشكل على c − b
d − b و

c − a
d − a العددين أكتب •2

. BCD المثلثينACDو طبيعة إستنتج •3

نصفقطرها. و مركزها تعيين يُطلب دائرة على Dتقع Cو ، B ،Aالنقط أنّ أثبت •4

. 5.VI الشكل أنظر •1 الحلّ.
: لدينا •2

c − a
d − a = 2ı + 1 − ı

2 − 2ı + 1 − ı = 1 + ı
3 − 3ı = (1 + ı)л

3 1ڂ
л + 1лڃ

= 2ı
6 = 1

3ı الجبري) (الشكل

= 1
3e

Ѹഏ/л الأسي) (الشكل
c − b
d − b = 2ı + 1 + ı

2 − 2ı + 1 + ı = 1 + 3ı
3 − ı = ı (3 − ı)

3 − ı = ı الجبري) (الشكل

= eѸഏ/л الأسي) (الشكل

.Aالرأس عند الزاوية المثلثACDقائم فإنّ ๔
,A්Dڂ A්Cڃ = argڂ

c − a
d − aڃ = 𝜋

2 (mod 2ı) أنّ بما •3

. Bالرأس عند الزاوية قائم BCDفالمثلث إذن ๔
,B්Dڂ B්Cڃ = argڄ

c − b
d − bڅ = 𝜋

2 (mod 2ı) بالمثل،

. ID = ||d − zь|| = ||1 − 2ı|| = √5 و zь = c + d
2 = هي1 لاحقتها . [CD] القطعة منتصف I لتكن •4

𝟭𝟬𝟯
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VI
المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

كلها Dتنتمي Cو ،Aالنقط أنّ أي IA = IC = ID بالتالي ACDو القائم المثلث في وتر [CD] المستقيمة القطعة
. ID نصفقطرها و I مركزها التي الدائرة إلى

التيمركزها الدائرة إلى Dتنتمي Cو ،Bالنقط أنّ أي IB = IC = ID المثلثالقائمBCDمنه في وتر [CD] بالمثل،
. ID نصفقطرها و I

.√5 نصفقطرها و I مركزها التي الدائرة إلى Dتنتمي Cو ، B ،Aالنقط إذن

. دائري) فالرباعيABDCرباعي إذن ษCID = 𝜋 = 2 ษCAD = 2ษCBD : الزوايا استخدام أيضاً (يمكن
■

.. .𝟑𝟔 هي�. لواحقها Cالتي و B ،Aالنقط نعتبر ، ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المنسوبإلى المستوي في
الترتيب. على Zц = 1 + √3ı و Zх = √2 + √2ı ، Zф = √3 + ı

. R تعييننصفقطرها Oيُطلب مركزها دائرة على Cتقع و B ،Aالنقط أنّ أثبت

: لكن .OA = OB = OC أنّ نبرهن أن Oيكفي مركزها دائرة إلى Cتنتمي و B ،Aالنقط أنّ نبرهن حتى الحلّ.
OA = ||Zф − Zђ|| = ||√3 + ı|| = ʶ√3л + 1л = 2

OB = ||Zх − Zђ|| = ||√2 + ı√2|| = ʶ√2
л

+ √2
л

= 2

OC = ||Zц − Zђ|| = ||1 + ı√3|| = ʶ1л + √3л = 2

■ . R = 2 نصفقطرها Oو مركزها التي الدائرة على Cتقع و B ،Aالنقط أنّ يعني هذا OAو = OB = OC إذن

.. .𝟑𝟕 هي�. لواحقها Cالتي و B ،Aالنقط نعتبر ، ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المنسوبإلى المستوي في
الترتيب. على Zц = 2 − 5ı و Zх = 4 + ı ، Zф = −ı

المعلم. هذا Cفي و B ،Aالنقط علم •1

الترتيب. على C්A و B්C ، A්B الأشعة لواحق Zм و Zл ، Zк أحسبالأعداد •2
المثلثABC؟ عن قوله يمكن ماذا .Zм و Zл ، Zк من كل أحسبطويلة •3

. 6.VI الشكل أنظر •1 الحلّ.
: لدينا •2

Zк = Zх − Zф = 4 + ı + ı = 4 + 2ı
Zл = Zц − Zх = 2 − 5ı − 4 − ı = −2 − 6ı
Zм = Zф − Zц = −ı − 2 + 5ı = −2 + 4ı

𝟭𝟬𝟰
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تطبيقية تمارين .VI

1 2 3 4

−5

−4

−3

−2

−1

1

A

B

C

6.VI شكل

: لدينا •3

||Zк|| = ʶ4л + 2л = √20 = 2√5

||Zл|| = ʶ(−2)л + (−6)л = √40 = 2√10

||Zм|| = ʶ(−2)л + 4л = √20 = 2√5

.Aالرأس عند الساقين فالمثلثABCمتساوي بالتالي ABو = ACأي ||Zк|| = ||Zм|| أنّ نلاحظ

.Aالرأس عند الزاوية المثلثABCقائم ABлإذن + ACл = BCл أي ||Zк||л + ||Zм||л = ||Zл||л لكن
.Aالرأس عند الساقين متساوي و المثلثABCقائم : الأخير في

■

.. .𝟑𝟖 . 

الترتيب. على 1
2 + √3

2 ı و 1 ، 2ı لواحقها التي Cالنقط و B ،A لتكن
بها. المرفق النقطي التحويل T و f (z) = eѸഏ/мz علىℂبالعبارة المعرفة الدالة f لتكن

. ,Oڂ ⃗i, ⃗jڃ معلم Cفي و B ،Aالنقط علم •1

؟ المميِّزه عناصره هي ما و ؟ T التحويل طبيعة هي ما •2

. ||z − 2ı|| = 2 : بحيث z اللاحقة النقطMذات مجموعة Γ لتكن •3
أكتبمعادلتها. . Γ المجموعة أنشئ ثمّ حدّد (ا)

. معادلتها) إيجاد يُطلب (لا T بالتحويل Γ صورة Γດ المجموعة أنشئ ثمّ حدّد (ب)

. ||z − 1|| =
|
|
||
z − 1

2 − √3
2 ı

|
|
||
: بحيث z اللاحقة النقطMذات Δمجموعة لتكن •4

𝟭𝟬𝟱
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المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

−4 −3 −2 −1 1 2 3

−1

2

3

4

A

B

Γ

∆

I

O

C = B′C′

∆′ = (Oy)

A′

Γ′

+π

3

7.VI شكل

أكتبمعادلتها. .Δ المجموعة أنشئ ثمّ حدّد (ا)
. معادلتها) إيجاد يُطلب (لا T Δبالتحويل Δດصورة المجموعة أنشئ ثمّ حدّد (ب)

و دائرة هي دائرة (صورة هندسيممُاَثلِ شكل هندسيهو أيشكل فصورة بالتالي قياسو تساوي الدوران أنّ ر نُذكِّ الحلّ.
. إلخ) ... مستقيم هي مستقيم صورة

. 7.VI الشكل أنظر •1

دوران. T بالتالي و a = eѸഏ/м = ,1ٴ 𝜋
حيثٷ3 f (z) = az + b الشكل من T التحويل عبارة •2

. 𝜔 = أي0 𝜔 = eѸഏ/м𝜔 : تحُقق 𝜔 الدوران هذا مركز لاحقة

. 𝜋
3 زاويته ,O(0و 0) مركزه ℛالذي ,Oڂ 𝜋

ڃ3 الدوران هو T إذن

: لدينا المستوي. في z Mصورة لتكن (ا) •3
M ∈ Γ ⟺ MA = 2

و A مركزها التي 𝒞 (A, 2) الدائرة هي Γ أي A النقطة عن 2 بمسافة تبعد التي النقط مجموعة هي Γ إذن
. (7.VI (شكل 2 نصفقطرها

. xл + yл − 4y = أي0 (x − 0)л + (y − 2)л = 2л : هي Γ معادلة
: Aດهي النقطة لاحقة . 2 نصفقطرها Aດو = T (A) مركزها التي الدائرة هي Γດ (ب)

eѸഏ/м ⋅ 2ı = 2eѸഏ/м ⋅ eѸഏ/л = 2eѸپಒ
ת + ಒ

ש ٿ = 2eоѸഏ/п = 2
چ

−√3
2 + 1

2ıڇ
= −√3 + ı

. 2 نصفقطرها Aດو
,3√−ڂ ڃ1 مركزها 𝒞التي

ດ ,Aດڀ ځ2 الدائرة هي Γດ إذن

𝟭𝟬𝟲
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تطبيقية تمارين .VI

: لدينا المستوي. في z Mصورة لتكن (ا) •4
M ∈ Δ ⟺ MB = MC

. [BC]المستقيمة القطعة محور Δهو Cإذن و Bالنقطتين عن البعد المتساوية النقط مجموعة هي و

. zь = zх + zц
2 = 3

4 + √3
4 ıهي لاحقتها . [BC]منتصف I لتكن

: لدينا . zц − zх = −1
2 + ı√3

2 الذيلاحقته B්C الشعاع يُعامد و I من يمر الذي المستقيم Δهو إذن

M ∈ Δ ⟺ I්M ⟂ B්C

⟺ xڄ − 3
څ4 ⋅ 1−ڄ

څ2 +
چ
y − √3

4 ڇ
⋅
چ
√3
2 ڇ

= 0

⟺ x − √3y = 0

. x − √3y = 0 : Δهي معادلة إذن

: لدينا .Cດ = T (C) و Bດ = T (B)حيث Bٴ
ດCດ

ٷ القطعة محور Δດهو (ب)

zх′ = f (zх) = eѸഏ/м ⋅ 1 = eѸഏ/м = 1
2 + ı√3

2

zц′ = f (zц) = eѸഏ/м ⋅
چ
1
2 + ı√3

2 ڇ
= eѸഏ/м ⋅ eѸഏ/м = eлѸഏ/м = −1

2 + ı√3
2

. (7.VI الشكل (أنظر

■

.. .𝟑𝟗 .!. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمباشرڃ متجانسو متعامد معلم منسوبإلى المستوي
Mດذات النقطة ، z لاحقتها التي Aو تختلفعن المستوي Mمن نقطة بكل نرفق . ı اللاحقة ذات Aالنقطة لتكن

. zດ = zл
ı − z بحيث z

ດ اللاحقة

.Mດ = Mبحيث أي النقطMالصامدة أوجد •1

: أنّ أثبت حقيقية. أعداد yດ و xດ ، y ، x مع zດ = xດ + ıyດ و z = x + ıy نضع . ıيختلفعن مركبا عدداً zليكن •2

xດ = −x xлڀ + yл − 2yځ
xл + (1 − y)л

. E المجموعة أنشئ ثمّ الصرفة التخيلية الأعداد محور Mດعلى صورها تقع للنقطMالتي E المجموعة إستنتج

.OMດ AMو ،OM الأطوال بين تربط بسيطة علاقة أوجد •3
. F المجموعة أنشئ Oثمّ مركزها دائرة Mດعلى Mو للنقطMبحيثتقع F المجموعة إستنتج

. 12 نصفقطرها Aو مركزها التي الدائرة على تقع و z Mلاحقتها نقطة نعتبر السؤال، هذا في •4
.Mດ ،M ،Aللنقط المتساوية المسافات Gمركز و zດ لاحقتها التي Mດالنقطة لتكن

𝟭𝟬𝟳
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المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

. z بدلالة ،G النقطة ،لاحقة zъأحسب (ا)
تعييننصفقطرها. Oيُطلب مركزها دائرة على Gتقع أنّ أثبت (ب)

.G للنقطة إنشاءاً إقترح ، ڂ ⃗i, ෿AMڃ و ڂ ⃗i, O්Gالزاويتينڃ بمقارنة (ج)

.Mດ للنقطة إنشاءاً إستنتج (د)

أي zл
ı − z = z كان إذا فقط و إذا أي zດ = z كان إذا فقط و إذا Mດ = M : لدينا . M(z) لتكن •1 الحلّ.

. z = ı
2 أو z = 0 منه . zл = ı

2zأي z
л = ız − zл

.Mлڄ
1
2ıڅ Mкو (0) هما صامدتان نقطتان توجد إذن

: لدينا •2

zດ = zл
ı − z = (x + ıy)л

ı − x − ıy = xл − yл + 2ıxy
x + ı (1 − y) = xлڀ − yл + 2ıxyځ (x + ı (1 − y))

xл + (1 − y)л

= 2xy − xyл − xм − ı yмڀ − yл + xлy + xлځ
xл + (1 − y)л

= −x xлڀ + yл − 2yځ
xл + (1 − y)л

+ ı−yм + yл − xлy − xл
xл + (1 − y)л

. xດ = Re ځzດڀ = −x xлڀ + yл − 2yځ
xл + (1 − y)л

: منه

كان إذا فقط و إذا أي z ≠ ı مع Re ځzດڀ = 0 كان إذا فقط و إذا الصرفة التخيلية الأعداد محور على Mດتقع النقطة
. (x,y) ≠ (0, 1) x−مع xлڀ + yл − 2yځ = 0

أو x = 0 كان إذا فقط و إذا أي xл + yл − 2y = 0 أو x = 0 كان إذا فقط و x−إذا xлڀ + yл − 2yځ = 0 لكن
مع ،A(0, 1) النقطة باستثناء ، x = 0 معادلته الذي المستقيم اتحّاد هي E المجموعة بالتالي و xл + (y − 1)л = 1

. 1 نصفقطرها ,A(0و 1) مركزها 𝒞التي الدائرة

: أنّ يعني هذا و ||z − 0||л = |ı − z| ⋅ ||zດ − أي||0 ||zດ − 0|| =
||z − 0||л

|ı − z| منه z
ດ = zл

ı − z : لدينا •3

.OMл = AM × OMດ

أنّ بما OMлو = AM × OM بالتالي OMດو = OM يكون أن Oيجب مركزها دائرة Mດعلى Mو تقع حتى
تنتمي Aلا (النقطة [OA] المستقيمة القطعة إلىمحور Mتنتمي النقطة أنّ OMأي = AM أنّ يعني OMفهذا ≠ 0

إليه).

: لدينا (ا) •4
zъ = 1

3 zфڀ + z + zດځ = 1
3 ıڄ + z + zл

ı − zڅ = (ı + z) (ı − z) + zл
3 (ı − z) = −1

3 (ı − z)

|z − ı| = 1
2 فإنّ

1
2 نصفقطرها Aو مركزها التي الدائرة إلى Mتنتمي أنّ بما (ب)

: منه xл + (y − 1)л = 1
4 أي

zъ = −1
3 (ı − z) = − (−x − ı (1 − y))

3 xлڂ + (1 − y)лڃ
= x + ı (1 − y)

3 ⋅ к
н

= 4
3x + 4

3ı (1 − y)

𝟭𝟬𝟴
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تطبيقية تمارين .VI

: إذن xл + (1 − y)л = 1
4 لكن

ڄ
4
3xڅ

л
+ ڄ

4
3 (1 − y)څ

л
= 16

9 xл + 16
9 (1 − y)л = 16

9 ڄ
1
څ4 = 4

9 = ڄ
2
څ3

л

. 23 نصفقطرها Oو مركزها التي الدائرة معادلة هي و ؛ xлъ + yл
ъ = ڄ

2
څ3

л
: أنّ بالتحديد يعني هذا و

. 23 نصفقطرها Oو مركزها التي الدائرة إلى Gتنتمي النقطة إذن،

arg (zъ − 0) + arg (z − zф) = 2𝜋 (mod 2𝜋) فإنّ 3zъ ⋅ (z − ı) = 1 = eлѸഏ أنّ بما (ج)
. ڂ ⃗i, O්Gڃ + ڂ ⃗i, ෿AMڃ = 2𝜋 (mod 2𝜋)أي

2𝜋 − arg (z − ı) قيسها زاوية تصنع و 1
3 نصفقطرها Oو مركزها التي الدائرة على Gتقع فالنقطة بالتالي و

. (y = 0 (المستقيم الفواصل محور مع

المتناسبة المسافات مركز Mດهي فالنقطة بالتالي و zດ = 3zъ − z − zດ منه zъ = 1
3 zфڀ + z + zດځ لدينا (د)

. {G (3) ,A(−1) ,M(−1)} للجملة
■

.. .𝟒𝟎 .�
.( z ≠ 1 (نفرضأنّ zм ، zл ، z ، 1 : الترتيب على لواحقها المستوي من نقط أربع P ،N ،M ،A

متعامدين. ෿MN و ෿AM النقطMبحيثيكون مجموعة عينّ •1
AMNPمربعا. الرباعي النقطMبحيثيكون أوجد •2

: طريقتين يلي نستعرضفيما •1 الحلّ.
تخيّلياً z − zл

z − 1 العدد كان إذا فقط و إذا متعامدين ෿MN يكون෿AMو ،53 1صفحة حسباللازمة الأولى: الطريقة
: لكن . صرِفاً

z − zл
z − 1 = z (1 − z)

z − 1 = −z = −x − ıy

إذا فقط و إذا أي معدوماً z − zл
z − 1 للعدد الحقيقي الجزء كان إذا فقط و إذا متعامدين ෿MN و ෿AM يكون بالتالي، و

. x = 0 كان إذا فقط و إذا x−أي = 0 كان
. التراتيب) (محور x = 0 معادلته الذي المستقيم هي نبحثعنها التي المجموعة إذن،

.53 صفحة 25 المبرهنة نتيجة نُطبِّق : الثانية الطريقة
كان إذا فقط و إذا متعامدين ෿MN و ෿AM يكون بالتالي و ، zл − z هي ෿MN لاحقة و z − 1 هي ෿AM لاحقة

𝟭𝟬𝟵
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VI
المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

: لكن .Reڂ(z − 1) ⋅ zлڀ − zڃځ = 0 كان إذا فقط و إذا أي ෿AM ⋅ ෿MN = 0

(z − 1) ⋅ zлڀ − zځ = (z − 1) ⋅ zڂ
л − zڃ = zzл − zz − zл + z

= (x + ıy) (x − ıy)л − (x + ıy) (x − ıy) − (x − ıy)л + x − ıy
= (x + ıy) xлڀ − 2ıxy − yлځ − xл − yл − xл + yл + 2ıxy + x − ıy
= xм − 2ıxлy − xyл + ıxлy + 2xyл − ıyм − 2xл + 2ıxy + x − ıy
= xм − 2xл + x + xyл + ı yм−ڀ − xлy + 2xy − yځ

Reڂ(z − 1) ⋅ zлڀ − zڃځ = 0 ⟺ xм − 2xл + x + xyл = 0 ⟺ x xлڀ + yл − 2x + ځ1 = 0 : منه
⟺ x = 0 أو xл + yл − 2x + 1 = 0
⟺ x = 0 أو (x − 1)л + yл = 0
⟺ x = 0 أو xڀ = 1 y = ځ0
⟺ x = 0 أو z = 1
⟺ x = 0 (z ≠ 1 (لأنّ

النتيجة. نفس إلى نصل و

: لكن نفسالطول. لهما و MPمتعامدين ANو قطراه يكون أن يكفي AMNPمربعا الرباعي يكون حتى •2

AN = MP ⟺ ||zл − 1|| = ||zм − z|| ⟺ ||(z − 1) (z + 1)|| = ||z (z − 1) (z + 1)||
⟺ ||z − 1|| ⋅ ||z + 1|| − |z| ⋅ ||z − 1|| ⋅ ||z + 1|| = 0
⟺ ||z − 1|| ⋅ ||z + 1|| (1 − |z|) = 0
⟺ ||z − 1|| = 0 أو ||z + 1|| = 0 أو 1 − |z| = 0
⟺ z = 1 أو z = −1 أو |z| = 1
⟺ |z| = 1 (||−1|| = 1 و z ≠ 1 (لأنّ

(AN) ⟂ (MP) ⟺ A්N ⋅ M්P = 0 ⟺ Reڀڂz
л − ځ1 ⋅ zмڀ − zڃځ = 0 و

⟺ Reڀڂz
л − ځ1 zлڀ − ځ1 ⋅ zڃ = 0 ⟺ Re zл||ڀ − 1|| zځ = 0

⟺ ||zл − 1|| ⋅ Re (z) = 0 حقيقي) عدد ||zл − 1|| (لأنّ
⟺ ||zл − 1|| = 0 أو Re (z) = 0
⟺ zл = 1 أو Re (z) = 0
⟺ z = −1 أو Re (z) = 0 (z ≠ 1 (لأنّ

مربع. ليسلدينا بالتالي و P = M Nو = Aأي zм = z و zл = 1 فإنّ z = −1 كان إذا لكن،
: بالتالي و . Re (z) = 0 كان إذا فقط و إذا MPمتعامدان ANو إذن،

AMNPمربع ⟺
ʯ
A්N ⟂ M්P
AN = MP

⟺
ʯ

|z| = 1
Re (z) = 0 ⟺

ʯ
xл + yл = 1

x = 0

⟺
ʯ
yл = 1
x = 0 ⟺

ʯ
y = ±1
x = 0 ⟺ z = ±ı

. ı ı−و لاحقتاهما اللتان النقطتان هما المطلوبو تحُققان نقطتان توجد إذن
■

𝟭𝟭𝟬
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VI
تطبيقية تمارين .VI

.. .𝟒𝟏 .#: هي التيصورها المركبة الأعداد بين تربط التي العلاقات) (أو العلاقة هي ما

؟ واحدة استقامة على نقط ثلاثة •1
؟ متقايسالأضلاع رؤوسمثلث •2

؟ ضلعاً nذي منتظم رؤوسمضلّع •3

. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم إلى المستوي ننسب الحلّ.
الترتيب. على c ، b ، a لواحقها التي Cالنقط ، B ،A لتكن •1

: كان إذا فقط و إذا أي ,A්Bڂ A්Cڃ = 0 (mod 𝜋) : كان إذا فقط و إذا واحدة استقامة على C و B ، A النقط
. arg (b − a) − arg (c − a) = 0 (mod 𝜋)

: يكون أن هو واحدة استقامة Cعلى و B ،Aالنقط تكون حتى الكافي و اللازم الشرط إذن

argڄ
b − a
c − aڅ = 0 (mod 𝜋)

: كان إذا فقط و إذا الأضلاع متقايس ABCالمثلث الترتيب. على c ، b ، a لواحقها التي النقط C ، B ، A لتكن •2
: لكن ,A්Bڂ B්Cڃ = 2𝜋

3 (mod 𝜋) و ‖A්B‖ = ‖B්C‖

‖A්B‖ = ‖B්C‖ ⟺ |
||
c − b
b − a

|
|| = 1

,A්Bڂ B්Cڃ = 2𝜋
3 (mod 𝜋) ⟺ argڄ

c − b
b − aڅ = 2𝜋

3 (mod 𝜋) و

. c − b
b − a = eлѸഏ/м : كان إذا فقط و إذا المثلثABCمتقايسالأضلاع إذن

الترتيب. على aѫ−к ،⋯ ، aл ، aк ، aй لواحقها التي Aѫ−кالنقط ،⋯ ،Aл ،Aк ،Aй لتكن •3
لأجل يكون أن هو منتظم رؤوسمضلّع Aѫ−к ، ⋯ ، Aл ، Aк ، Aй النقط تكون حتى الكافي و اللازم الشرط

: 1 ≤ k ≤ n − 2

‖ ๞AѨ−кAѨ‖ = ‖ ๞AѨAѨ+к‖ و ڂ ๞AѨ−кAѨ, ๞AѨAѨ+кڃ = 2𝜋
n

: كان إذا فقط و إذا منتظم رؤوسمضلّع Aѫ−кهي ،⋯ ،Aл ،Aк ،Aй النقط إذن
. 1 ≤ k ≤ n − 2 لأجل aѨ+к − aѨ

aѨ − aѨ−к
= eлѸഏ/ѫ

■

.. .𝟒𝟐 . 
: يكون أجلها من التي z المركبة الأعداد هي ما

؟ arg (z) = arg (z + 3 + ı) (mod 2𝜋) و |z| = ||z − 2||

𝟭𝟭𝟭
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VI
المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
|z| = ||z − 2|| ⟺ ʶxл + yл = ʶ(x − 2)л + yл ⟺ xл + yл = xл − 4x + 4 + yл

⟺ −4x + 4 = 0 ⟺ x = 1

. y ∈ ℝ مع z = 1 + ıy إذن
M(z) النقطة أنّ يعني ||z − 0|| = ||z − أي||2 |z| = ||z − الشرط||2 .M(z) A(2)و ،O(0)نضع ⧏ : 19 ملاحظة
هذا معادلة أنّ بسهولة نتحقق . [OA] القطعة محور إلى تنتمي أنها A(2)أي النقطتينO(0)و عن (البُعد) المسافة متساوية

. x = هي1 ⧏المحور
: أخرى جهة من

arg (z) = arg (z + 3 + ı) (mod 2𝜋) ⟺ arg (z) − arg (z + 3 + ı) = 0 (mod 2𝜋)
⟺ argڂ

z
z + 3 + ıڃ = 0 (mod 2𝜋) ⟺ z

z + 3 + ı ∈ ℝ∗
+

⟺ z + 3 + ı = 𝜆z , 𝜆 ∈ ℝ∗
+

: إذن

ʯ
|z| = ||z − 2||

arg (z) = arg (z + 3 + ı) (mod 2𝜋) ⟺
ʯ

z = 1 + ıy, y ∈ ℝ
z + 3 + ı = 𝜆z, 𝜆 ∈ ℝ∗

+

⟺
ʯ

z = 1 + ıy, y ∈ ℝ
1 + ıy + 3 + ı = 𝜆 (1 + ıy) , 𝜆 ∈ ℝ∗

+

⟺
ʯ

z = 1 + ıy, y ∈ ℝ
4 + (1 + y) ı = 𝜆 + ı𝜆y, 𝜆 ∈ ℝ∗

+

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

z = 1 + ıy, y ∈ ℝ
𝜆 = 4

1 + y = 4y, 𝜆 ∈ ℝ∗
+

⟺

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

z = 1 + 1
3ı

𝜆 = 4

y = 1
3

■ . z = 1 + 1
3ı : هو المطلوبو يحُقق مركبوحيد عدد يوجد أنه أي

.. .𝟒𝟑 . 
مُعطى. مركب عدد a . ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المركبمنسوبإلى المستوي

: تحقق z لاحقتها النقطMالتي مجموعة أوجد

z − 1 − ı
z + 2ı ∈ ıℝ •5

(ız + 1) (z + ı − 1) ∈ ıℝ •6

|z − a| = ||2z − a|| •3
z − 1 − ı
z + 2ı ∈ ℝ •4

(ız + 1) (z + ı − 1) ∈ ℝ •1

(ız + 1) (z + ı − 1) ∈ ıℝ •2

𝟭𝟭𝟮
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تطبيقية تمارين .VI

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
(ız + 1) (z + ı − 1) = ızz + ı (ı − 1) z + z + ı − 1 = ı |z|л − (1 + ı) z + z + ı − 1

= ı |z|л − (z − z) − ız + ı − 1 = ı xлڀ + yлځ − 2ıy − ı (x + ıy) + ı − 1
= (y − 1) + xлڀ + yл − x − 2y + ځ1 ı

: إذن •1

(ız + 1) (z + ı − 1) ∈ ℝ ⟺ Im ((ız + 1) (z + ı − 1)) = 0
⟺ xл + yл − x − 2y + 1 = 0

⟺ xڄ − 1
څ2

л
− 1

4 + (y − 1)л − 1 + 1 = 0

⟺ xڄ − 1
څ2

л
+ (y − 1)л = ڄ

1
څ2

л

. 12 نصفقطرها ڄΩو
1
2 , څ1 مركزها التي الدائرة معادلة هي و

: بالمثل •2
(ız + 1) (z + ı − 1) ∈ ıℝ ⟺ y − 1 = 0 ⟺ y = 1

. الفواصل) محور حامل (يوازي مستقيم معادلة هي و

: منه a = 𝛼 + ı𝛽 نضع •3

|z − a| = ||2z − a|| ⟺ ||(x − 𝛼) + ı (y − 𝛽)||л = ||(2x − 𝛼) + ı (2y − 𝛽)||л

⟺ (x − 𝛼)л + (y − 𝛽)л = (2x − 𝛼)л + (2y − 𝛽)л

⟺ xл − 2𝛼x + 𝛼л + yл − 2𝛽y + 𝛽л = 4xл − 4𝛼x + 𝛼л + 4yл − 4𝛽y + 𝛽л

⟺ 3xл − 2𝛼x + 3yл − 2𝛽y = 0 ⟺ xл − 2
3𝛼x + yл − 2

3𝛽y = 0

⟺ xڂ − 𝛼
3 ڃ

л
− 𝛼л

9 + yڄ − 𝛽
څ3

л
− 𝛽л

9 = 0

⟺ xڂ − 𝛼
3 ڃ

л
+ yڄ − 𝛽

څ3

л
= ⎛
⎝
ʶ𝛼л + 𝛽л

3
⎞
⎠

л

ʶ𝛼л + 𝛽л

3 نصفقطرها و ( a3 اللاحقة ذات النقطة (أي Ωڄ
𝛼
3 , 𝛽

څ3 مركزها التي الدائرة معادلة هي و

. ( |a|
3 (أي

𝟭𝟭𝟯
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المركبة الأعداد مجموعة .1.VI

: لدينا . z ≠ −2ı ليكن

z − 1 − ı
z + 2ı = x − 1 + (y − 1) ı

x + (y + 2) ı = ʱx − 1 + (y − 1) ıٳ ʱx − (y + 2) ıٳ
xл + (y + 2)л

= x (x − 1) + (y − 1) (y + 2) − (x − 1) (y + 2) ı + x (y − 1) ı
xл + (y + 2)л

= xл − x − yл − y + 2
xл + (y + 2)л

+ ı−xy − 2x + y + 2 + xy − x
xл + (y + 2)л

= xл − x + yл + y − 2
xл + (y + 2)л

+ ı −3x + y + 2
xл + (y + 2)л

: لدينا ، z ≠ −2ı لأجل •4
z − 1 − ı
z + 2ı ∈ ℝ ⟺ Imڄ

z − 1 − ı
z + 2ı څ = 0 ⟺ −3x + y + 2

xл + (y + 2)л
= 0 ⟺ −3x + y + 2 = 0

. مستقيم معادلة هي و

. (−3) × 0 + (−2) + 2 = 0 لأنّ نعم ؟ المستقيم هذا إلى 2ı−تنتمي لاحقتها التي النقطة هل
. (0, −2) النقطة باستثناء y = 3x − 2 معادلته الذي المستقيم هي نبحثعنها التي المجموعة إذن

: لدينا ، z ≠ −2ı لأجل •5
z − 1 − ı
z + 2ı ∈ ıℝ ⟺ Reڄ

z − 1 − ı
z + 2ı څ = 0 ⟺ xл − x + yл + y − 2

xл + (y + 2)л
= 0

⟺ xл − x + yл − y − 2 = 0

⟺ xڄ − 1
څ2

л
− 1

4 + yڄ + 1
څ2

л
− 1

4 − 2 = 0

⟺ xڄ − 1
څ2

л
+ yڄ + 1

څ2

л
=
چ
√5
2 ڇ

л

. √5
2 نصفقطرها ڄΩو

1
2 , −1

څ2 مركزها التي الدائرة معادلة هي و

0ڄ. − 1
څ2

л
+ 2−ڄ + 1

څ2

л
= 5

2 ≠
چ
√5
2 ڇ

л

لأنّ لا ؟ الدائرة هذه إلى 2ı−تنتمي لاحقتها التي النقطة هل

. √5
2 نصفقطرها ڄΩو

1
2 , −1

څ2 مركزها التي الدائرة هي نبحثعنها التي المجموعة إذن

: لدينا •6
(ız + 1) (z + ı − 1) = ızл + ı (ı − 1) z + z + ı − 1 = ızл − ız + ı − 1

= ı (x + ıy)л − ı (x + ıy) + ı − 1 = ı xлڀ − yл + 2ıxyځ − ıx + y + ı − 1
= y − 2xy − 1 + ı xлڀ − yл − x + ځ1

: منه
(ız + 1) (z + ı − 1) ∈ ıℝ ⟺ Re ((ız + 1) (z + ı − 1)) = 0 ⟺ y−2xy−1 = 0 ⟺ y = 1

1 − 2x
. f (x) = 1

1 − 2x : ℝبـِـ ⧵ ʩк
лʪعلى المعرّفة f الدالة منحنى هي نبحثعنها التي المجموعة إذن

𝟭𝟭𝟰

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VI
تطبيقية تمارين .VI

■

.. .𝟒𝟒 .#. z ∈ ℂ المجهول ذات ||z + 1|| = |z| + 1 حلفيℂالمعادلة

: لدينا الحلّ.
||z + 1||л = (z + 1) zڀ + ځ1 = (z + 1) (z + 1) = zz + z + z + 1 = |z|л + 2Re (z) + 1

: منه (|z| + 1)л = |z|л + 2 |z| + 1 و

||z + 1|| = |z| + 1 ⟺ ||z + 1||л = (|z| + 1)л

⟺ |z|л + 2Re z + 1 = |z|л + 2 |z| + 1
⟺ Re (z) = |z|
⟺ z ∈ ℝ+

■ . S = ℝ+ = [0, +∞[ : هي الحلول مجموعة إذن

مركب لعدد المثلثي الشكل 2.VI

.. .𝟒𝟓 .�: المثلثي شكلها على التالية أكتبالأعداد
ı

2√3 + 2ı
•10

√6
1 + ı •11

−√5 − √15ı •7
−√6 + ı√2 •8

2
1 + ı√3

•9

−ı •4

1 + ı •5

3 − 3ı •6

5 •1
−2 •2
1
2ı •3

: لدينا . a,b ∈ ℝ مع z = a + ıb الشكل على أي الجبري الشكل على عدد نكتبكلّ بدايةً، الحلّ.
z = a + ıb = ʶaл + bл

چ
a

ʵaл + bл + b
ʵaл + bл ıڇ

sin 𝜃 = b
ʵaл + bл و cos 𝜃 = a

ʵaл + bл فإنّ zالمركب للعدد عمدةً 𝜃كانت إذا و |z| = ʵaл + bл الحال بطبيعة

جيبتمامها. و جيبها عُلِم زاوية نبحثعن بالتالي و

𝟭𝟭𝟱
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مركب لعدد المثلثي الشكل .2.VI

5 = 5 (cos 0 + ı sin 0) = [5, 0] •1
−2 = 2 (cos 𝜋 + ı sin 𝜋) = [2, 𝜋] •2
1
2ı = 1

2 cosڂ 𝜋
2 + ı sin 𝜋

ڃ2 =
ʲ
1
2 , 𝜋

2ʳ
•3

−ı = cosڂ−𝜋
ڃ2 + ı sinڂ−𝜋

ڃ2 = ,1ٴ −𝜋
ٷ2 •4

1 + ı = √2
چ
√2
2 + ı sin √2

2 ڇ
= cosڂ2√ 𝜋

4 + ı sin 𝜋
ڃ4 = ,2√ٴ 𝜋

ٷ4 •5

3 − 3ı = 3√2
چ
√2
2 − ı sin √2

2 ڇ
= 𝜋−ڂcosڂ2√3

ڃ4 + ı sinڂ−𝜋
ڃڃ4 = ,2√3ٴ −𝜋

ٷ4 •6

−√5 − √15ı = 2√5
چ

−1
2 − √3

2 ı
ڇ

= cosڄ5√2 4𝜋
3 + ı sin 4𝜋

3 څ =
ʲ
2√5, 4𝜋

3 ʳ
•7

−√6 + ı√2 = 2√2
چ

−√3
2 + 1

2ıڇ
= cosڄ2√2 5𝜋

6 + ı sin 5𝜋
6 څ =

ʲ
2√2, 5𝜋

6 ʳ
•8

2
1 + ı√3

=
2 1ڂ − ı√3ڃ
1л + √3л

= 1
2 − ı√3

2 = cosڂ−𝜋
ڃ3 + ı sinڂ−𝜋

ڃ3 = ,1ٴ −𝜋
ٷ3 •9

ı
2√3 + 2ı

= 1
2 ⋅

ı 3√ڂ − ıڃ
√3л + 1л

= 1
2 ⋅ 1 + ı√3

4 = 1
4 چ

1
2 + ı√3

2 ڇ
•10

= 1
4 cosڂ 𝜋

3 + ı sin 𝜋
ڃ3 =

ʲ
1
4 , 𝜋

3ʳ
√6
1 + ı = √6 (1 − ı)

1л + 1л
= √6

2 (1 − ı) = √3
چ
√2
2 − √2

2 ı
ڇ

•11

= 𝜋−ڂcosڂ3√
ڃ4 + ı sinڂ−𝜋

ڃڃ4 = ,3√ٴ −𝜋
ٷ4

■

.. .𝟒𝟔 .�: الجبري الشكل أكتبعلى

له. 𝜋−عمدة
8 و 3 طويلته الذي zлالمركب العدد •2 له. عمدة 𝜋

3 و 2 طويلته الذي zкالمركب العدد •1

الحلّ.
zк = 2eѸഏ/м = 2 cosڂ 𝜋

3 + ı sin 𝜋
ڃ3 = 2

چ
1
2 + i√3

2 ڇ
= 1 + ı√3 : لدينا

zл = 3e−Ѹഏ/с = 3 𝜋−ڂcosڂ
ڃ8 + ı sinڂ−𝜋

ڃڃ8 = 3 cosڂ 𝜋
8 − ı sin 𝜋

ڃ8 = 3ʵ2 + √2
2 − ı3ʵ2 − √2

2 و

𝟭𝟭𝟲
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VI
تطبيقية تمارين .VI

: التالية1 الطريقة اتّبعنا sin 𝜋
8 و cos 𝜋

8 حيثلإيجاد

.±eѸഏ/с التربيعيينهما جذرَيْه أنّ الواضح من . eѸഏ/н = √2
2 + ı√2

2 لدينا

(x + ıy)л = √2
2 + ı√2

2 لدينا . x,y ∈ ℝحيث eѸഏ/н لـِ تربيعياً جذراً z = x + ıy ليكن

.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

xл − yл = √2
2

2xy = √2
2

xл + yл = ||eѸഏ/н|| = 1

بالتالي و xл − yл + 2ıxy = √2
2 + ı√2

2 أي

. x = ±ʵ2 + √2
2 منه xл = 2 + √2

4 أي 2xл = 1 + √2
2 ينتج الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع

منه yл = 2 − √2
4 أي 2yл = 1 − √2

2 ينتج الثالثة من الأولى المعادلة بطرح . x = ʵ2 + √2
2 مثلاً نحتار

. y = ±ʵ2 − √2
2

eѸഏ/н للعدد التربيعيين فالجذرين بالتالي و y = ʵ2 − √2
2 أي y > 0 أنّ نستنتج الثانية المعادلة فمن x > 0 اخترنا أننا بما

: إذن sin 𝜋
8 > 0 و cos 𝜋

8 > 0 منه 0 < 𝜋
8 < 𝜋

2 لكن .±
چ
ʵ2 + √2

2 + ıʵ2 − √2
2 ڇ

هما

cos 𝜋
8 = ʵ2 + √2

2 و sin 𝜋
8 = ʵ2 − √2

2
■

.. .𝟒𝟕 .�
. 1ڂ + ı√3ڃ

кк
العدد الجبري ثم المثلثي الشكل أكتبعلى

الحلّ.
1 + ı√3 = 2

چ
1
2 + ı√3

2 ڇ
= 2 cosڂ 𝜋

3 + ı sin 𝜋
ڃ3 = 2eѸഏ/м : لدينا

1ڂ + ı√3ڃ
кк

= ځ2eѸഏ/мڀ
кк = 2ккeккѸഏ/м = 2048eپклഏ−ഏٿ/м = 2048eнѸഏ−Ѹഏ/м : منه

= 2048e−Ѹഏ/м = 2048 𝜋−ڂcosڂ
ڃ3 + ı sinڂ−𝜋

ڃڃ3 المثلثي) (الشكل

= 2048
چ
1
2 − ı√3

2 ڇ
= 1024 1ڂ − ı√3ڃ الجبري) (الشكل

■ القسمة. و أنسبللضرب الأسي) (أو المثلثي الشكل أنّ و الطرح و الجبريأنسبللجمع الشكل أنّ ر نُذكِّ

على تعتمد لأنها الطريقة هذه اخترنا لكن ، sin ഈ = ר
ש кپ − cosлഈٿ و cos ഈ = ר

ש кپ + cosлഈالعلاقتينٿ استعمال مثلاً طرق عدة 1هناك
.136 صفحة 69 التمرين نتيجة تطبيق أيضاً يمكن المركبة. الأعداد

𝟭𝟭𝟳
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VI
مركب لعدد المثلثي الشكل .2.VI

.. .𝟒𝟖 .�

؟ z =
چ
1 + ı√3
1 − ı ڇ

лй

للعدد الجبري الشكل هو ما

: لدينا الحلّ.
1 + ı√3 = 2

چ
1
2 + √3

2 ı
ڇ

= 2 cosڂ 𝜋
3 + ı sin 𝜋

ڃ3 = 2eѸഏ/м

1 − ı = √2
چ
√2
2 − √2

2 ı
ڇ

= 𝜋−ڂcosٴ2√
ڃ4 + ı sinڂ−𝜋

ٷڃ4 = √2e−Ѹഏ/н و

z = ڄ
2eѸഏ/м

√2e−Ѹഏ/нڅ

лй
= ڃ2√ڂ

лй
eڂ

Ѹഏרپ
ר+ת

׫ ٿ
ڃ
лй

= 2кйeлйѸഏپ ׮
שר ٿ = 1024eмоѸഏ/м : منه

= 1024eклѸഏ−Ѹಒ
ת = 1024e−Ѹഏ/м = 1024 𝜋−ڂcosٴ

ڃ3 + ı sinڂ−𝜋
ٷڃ3

= 1024
چ
1
2 − ı√3

2 ڇ
= −512 + 512ı√3

■ . z للعدد الجبري الشكل هو و

.. .𝟒𝟗 .�
.Aкйк العدد الجبري الشكل أكتبعلى .A = 1 + ı√3

1 + ı

: إذن 1 + ı = √2eѸഏ/н و 1 + ı√3 = 2eѸഏ/м : لدينا الحلّ.
A = 1 + ı√3

1 + ı = 2eѸഏ/м

√2eѸഏ/н = √2eѸپಒ
ת − ಒ

׫ ٿ = √2eѸഏ/кл

.Aкйк = √2кйкeѸרקר
שר منه

: فإنّ 5
12 = 6 − 1

12 = 1
2 − 1

12 أنّ بما و .A
кйк = eоഏ/кл إذن 10112 = 4 + 5

12 لكن

Aкйк = √2кйкeѸپಒ
ש − ಒ

שר ٿ = √2кйкeѸഏ/л × e−Ѹഏ/кл = ı√2кйкe−Ѹഏ/кл

: لكن

√2eѸഏ/кл = A = 1 + ı√3
1 + ı = √3 + 1

2 + ı√3 − 1
2

: بالتالي و e−Ѹഏ/кл = 1
√2 چ

√3 + 1
2 − ı√3 − 1

2 ڇ
إذن

Aкйк = ı
ʴ
√2

кйк
× 1
√2 چ

√3 + 1
2 − ı√3 − 1

2 ٶڇ
= 2нт 3√ڂ − ڃ1 + 2нт 3√ڂ + ڃ1 ı

■ .Aкйк للعدد الجبري الشكل هو و

.. .𝟓𝟎 .�
أبسطشكل. على z = 1ڂ + ı√3ڃ

ѫ
+ 1ڂ − ı√3ڃ

ѫ
العدد أكتب

𝟭𝟭𝟴
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VI
تطبيقية تمارين .VI

: و z = aѫ + aѫ : لدينا . a = 1 + ı√3 نضع الحلّ.
a = 1 + ı√3 = 2

چ
1
2 + ı√3

2 ڇ
= 2 cosڂ 𝜋

3 + ı sin 𝜋
ڃ3 = 2eѸഏ/м

z = aѫ + aѫ = 2Re (aѫ) = 2Re ځ2ѫeѸѫഏ/мڀ = 2 2ڂ
ѫ cos n𝜋

3 ڃ = 2ѫ+к cos n𝜋
3 : منه

: فيكون 0 ≤ r ≤ 5 مع n = 6q + rنكتب و nعلى6 للعدد الإقليدية القسمة نعتبر

z = 2ѫ+к cos2ڂq𝜋 + r𝜋
3 ڃ = 2ѫ+к cos r𝜋3

■

.. .𝟓𝟏 .�. ∀𝜃 ∈ ℝ : ||eѸഈ − 1||
л = 2 − 2 cos 𝜃 : أنّ أثبت

: لدينا . 𝜃 ∈ ℝ ليكن الحلّ.
||eѸഈ − 1||

л = eѸഈڀ − ځ1 eѸഈڀ − ځ1 = eѸഈڀ − ځ1 eѸഈڂ − ڃ1 = eѸഈڀ − ځ1 e−Ѹഈڀ − ځ1
= eѸഈe−Ѹഈ − eѸഈ − e−Ѹഈ + 1 = 1 − eѸഈڀ + e−Ѹഈځ + 1 = 2 − 2 cos 𝜃

. 𝜃 ∈ ℝ لكل cos 𝜃 ≤ 1 لأنّ 𝜃 ∈ ℝ لكل 2 − 2 cos 𝜃 ≥ 0 ⧏ : 20 ⧏ملاحظة
■

.. .𝟓𝟐 .�: من ăكلا هندسياً مثِّل .w = 2 − ı و z = 3 + 4ıمركبينحيث wعددين و z ليكن

wл •7
30

1 + z + w •8

zw + wz •5
zл + 7
12 •6

wz •3
5z
2w •4

z + w •1

w − z •2

: لدينا الحلّ.
. z + w = 3 + 4ı + 2 − ı = 5 + 3ı •1

.w − z = 2 − ı − 3 − 4ı = −1 − 5ı •2
.wz = (2 − ı) (3 + 4ı) = 6 + 8ı − 3ı − 4ıл = 6 + 5ı + 4 = 10 + 5ı •3

. 5z
2w = 5

2 ⋅ 3 + 4ı
2 − ı = 5

2 ⋅ (3 + 4ı) (2 + ı)
(2 − ı) (2 + ı) = 5

2 ⋅ 6 + 8ı + 3ı + 4ıл
2л − ıл

= 5
2 ⋅ 2 + 11ı

5 = 2 + 11ı
2 •4

. zw + wz = (3 − 4ı) (2 − ı) + (2 + ı) (3 + 4ı) = 2 − 11ı + 2 + 11ı = 4 •5

. z
л + 7
12 = (3 + 4ı)л + 7

12 = 3л + 2 × 3 × 4ı + (4ı)л + 7
12 = −7 + 24ı + 7

12 = 2ı •6

𝟭𝟭𝟵
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مركب لعدد المثلثي الشكل .2.VI

−2 2 4 6 8 10

−6

−4

−2

2

4

6

0

z

w

z + w

w − z

wz

zw + wz

z
2
+7

12

w
2

30

1+z+w

5z

2w

8.VI شكل

.wл = (2 − ı)л = 2л − 2 × 2 × ı + ıл = 4 − 4ı − 1 = 3 − 4ı •7
30

1 + z + w = 30
6 + 3ı = 30 (6 − 3ı)

6л + 3л
= 30 × 3 (2 − ı)

45 = 4 − 2ı •8

: (8.VI (شكل التالي النقطي التمثيل منه و
■

.. .𝟓𝟑 .�. zл = 1 − ı√3 و zк = 4 + 4ı : حيث مركبان عددان zл و zк
: التالية المركبة الأعداد من لكل عمدة و الطويلة عينّ

zл
zк

•5 zк
zл

•4 zмк •3 zк ⋅ zл •2 zлк •1

𝟭𝟮𝟬
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تطبيقية تمارين .VI

: لدينا الحلّ.
zк = 4 + 4ı = 4√2

چ
√2
2 + ı√2

2 ڇ
= cosڂ2√4 𝜋

4 + ı sin 𝜋
ڃ4 = ,2√4ٴ 𝜋

ٷ4

zл = 1 − ı√3 = 2
چ
1
2 − ı√3

2 ڇ
= 2 𝜋−ڂcosڂ

ڃ3 + ı sinڂ−𝜋
ڃڃ3 = ,2ٴ −𝜋

ٷ3

. zл و zк للعددين المثلثي الشكل هو و

: لدينا •1

zлк = ,2√4ٴ 𝜋
ٷ4

л
=
ʲڂ

ڃ2√4
л

, 2 × 𝜋
4ʳ

= ,32ٴ 𝜋
ٷ2

. arg ځzлкڀ = 𝜋
2 (mod 2𝜋) و ||zлк|| = 32 : بالتالي و

: لدينا •2

zк ⋅ zл = ,2√4ٴ 𝜋
ٷ4 ⋅ ,2ٴ −𝜋

ٷ3 = 2√4ٴ × 2, 𝜋
4 − 𝜋

ٷ3 = ,2√8ٴ − 𝜋
ٷ12

. arg (zк ⋅ zл) = − 𝜋
12 (mod 2𝜋) و ||zк ⋅ zл|| = 8√2 : منه

: لدينا •3

zмк = ,2√4ٴ 𝜋
ٷ4

м
=
ʲڂ

ڃ2√4
м

, 3 × 𝜋
4ʳ

=
ʲ
128√2, 3𝜋

4 ʳ

. arg ځzмкڀ = 3𝜋
4 (mod 2𝜋) و ||zмк|| = 128√2 : إذن

: لدينا •4

zк
zл

= ,2√4ٴ ഏ
нٷ

ʱ2, −ഏ
м ٳ

=
ʴ
4√2
2 , 𝜋

4 + 𝜋
ٶ3

=
ʲ
2√2, 7𝜋

12ʳ

. argڄ
zк
zлڅ

= 7𝜋
12 (mod 2𝜋) و

|
|
||
zк
zл

|
|
||
= 2√2 : بالتالي و

: لدينا •5
zл
zк

= ʱ2, −ഏ
м ٳ

,2√4ٴ ഏ
нٷ

=
ʲ

2
4√2

, −𝜋
3 − 𝜋

4ʳ
=
ʴ
√2
4 , −7𝜋

ٶ12

چ
zл
zк

= 1
ѷר
ѷש

= 1

,2√2ٴ рഏ
клٷ

=
ʲ

1
2√2

, −7𝜋
12ʳ

=
ʴ
√2
4 , −7𝜋

ٶ12
: أخرى بطريقة أو

ڇ

. argڄ
zл
zкڅ

= −7𝜋
12 (mod 2𝜋) و

|
|
||
zл
zк

|
|
||
= √2

4 : إذن

■

𝟭𝟮𝟭
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مركب لعدد المثلثي الشكل .2.VI

.. .𝟓𝟒 .�: المركب للعدد عمدة و الطويلة عينّ

z = 5 + 11ı√3
7 − 4ı√3

: لدينا الحلّ.

z = 5 + 11ı√3
7 − 4ı√3

= 5ڂ + 11ı√37ڂڃ + 4ı√3ڃ
7л + ڃ3√4ڂ

л = 35 + 20ı√3 + 77ı√3 − 44 × 3
97

= −97 + 97ı√3
97 = −1 + ı√3 = 2

چ
−1
2 + ı√3

2 ڇ
= cosڄ2 2𝜋

3 + ı sin 2𝜋
3 څ

■ . arg (z) = 2𝜋
3 (mod 2𝜋) و |z| = 2 : بالتالي و

.. .𝟓𝟓 .�المركبة للأعداد المختلفة الكتابات

: الآتي الجدول أكمل •1

الأسي الشكل المثلثي الشكل الجبري الشكل العدد

4eѸഏ/л Zф

ڄcosڄ4
5𝜋
6 څ + ı sinڄ

5𝜋
6 څڅ Zх

2√3 − 2ı Zц

,Oڂ. ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم الترتيبفي على Zц و Zх ، Zф الأعداد Cصور و B ،Aالنقط علم •2

الأسي. و الجبري الشكلين على أكتبهما ثم ، A්C و A්Bالشعاعين لاحقتَيْ ، Zດ و Zأحسب •3

. Zດ = √3eѸഏ/лZ أنّ أثبت •4

: بالتالي و شهيرة الزوايا كلّ •1 الحلّ.

𝟭𝟮𝟮
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−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

4

0

A

B

C

9.VI شكل

الأسي الشكل المثلثي الشكل الجبري الشكل العدد

4eѸഏ/л 4 cosڂ 𝜋
2 + ı sin 𝜋

ڃ2 4ı Zф

4eоѸഏ/п ڄcosڄ4
5𝜋
6 څ + ı sinڄ

5𝜋
6 څڅ −2√3 + 2ı Zх

4e−Ѹഏ/п 4 𝜋−ڂcosڂ
ڃ6 + ı sinڂ−𝜋

ڃڃ6 2√3 − 2ı Zц

. 9.VI الشكل أنظر •2
: لدينا •3

Z = Zх − Zф = −2√3 + 2ı − 4ı = −2√3 − 2ı الجبري) (الشكل

= 4
چ

−√3
2 − 1

2ıڇ
= cosڄ4 7𝜋

6 + ı sin 7𝜋
6 څ = 4eрѸഏ/п الأسي) (الشكل

Zດ = Zц − Zф = 2√3 − 2ı − 4ı = 2√3 − 6ı الجبري) (الشكل

= 4√3
چ
1
2 − √3

2 ڇ
= 𝜋−ڂcosڂ3√4

ڃ3 + ı sinڂ−𝜋
ڃڃ3 = 4√3e−Ѹഏ/м الأسي) (الشكل

: لدينا •4
√3eѸഏ/лZ = √3eѸഏ/л ⋅ 4eрѸഏ/п = 4√3eѸپಒ

ש ಒ׮+
׭ ٿ = 4√3eоѸഏ/м

= 4√3eоѸഏ/м−лѸഏ = 4√3e−Ѹഏ/м = Zດ

. (9.VI (شكل متعامدان أنهما يعني هذا و 𝜋
2 هي A්C و A්Bالشعاعين بين الزاوية إذن

■

.. .𝟓𝟔 .�
للعدد عمدة و الطويلة إستنتج . v = 1 − ı و u = √6 − ı√2

2 للعددين عمدة و الطويلة أحسب
.w = u

v

𝟭𝟮𝟯
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: لدينا الحلّ.
u = √2

چ
√3
2 − 1

2ıڇ
= cosڂ2√ 𝜋

6 − ı sin 𝜋
ڃ6 = √2e−Ѹഏ/п

v = √2
چ
√2
2 − ı√2

2 ڇ
= cosڂ2√ 𝜋

4 − ı sin 𝜋
ڃ4 = √2e−Ѹഏ/н و

u
v = √2e−Ѹഏ/п

√2e−Ѹഏ/н = eѸپ− ಒ
׭ + ಒ

׫ ٿ = eѸഏ/кл : منه

■ . arg (w) = 𝜋
12 (mod 2𝜋) و |w| = 1 بالتالي و

.. .𝟓𝟕 .�: أنّ أثبت

cosڂ 𝜋
7 + ı sin 𝜋

چڃ7
1 − ı√3

2 ڇ
(1 + ı) = cosڄ2√ 5𝜋

84 + ı sin 5𝜋
څ84 •1

(1 − ı) cosڂ 𝜋
5 + ı sin 𝜋

3√ڂڃ5 − ıڃ = cosڄ2√2 13𝜋
60 − ı sin 13𝜋

60 څ •2

1
1 + ı cosڂ2√ڂ 𝜋

12 + ı sin 𝜋
ڃڃ12 = √3 − ı

2 •3

. e
Ѹў

eѸџ = eѸپў−џٿ و eѸўeѸџ = eѸپў+џالعلاقتينٿ و eѸഈ = cos 𝜃 + ı sin 𝜃 : موافر صيغة نُطبّق الحلّ.
: لدينا •1

cosڂ 𝜋
7 + ı sin 𝜋

چڃ7
1 − ı√3

2 ڇ
(1 + ı) = eѸഏ/р

𝜋−ڂcosڂ
ڃ3 + ı sinڂ−𝜋

ڃڃ3 ⋅ √2
چ
√2
2 + ı√2

2 ڇ
= √2eѸഏ/рe−Ѹഏ/м

cosڂ 𝜋
4 + ı sin 𝜋

ڃ4
= √2eѸഏ/рe−Ѹഏ/мeѸഏ/н = √2eѸپಒ

׮ − ಒ
ת + ಒ

׫ ٿ

= √2eоѸഏ/сн = cosڄ2√ 5𝜋
84 + ı sin 5𝜋

څ84

: لدينا •2

(1 − ı) cosڂ 𝜋
5 + ı sin 𝜋

3√ڂڃ5 − ıڃ = √2
چ
√2
2 − ı√2

2 ڇ
eѸഏ/о ⋅ 2

چ
√3
2 − 1

2ıڇ
= 2√2eѸഏ/о

𝜋−ڂcosڂ
ڃ4 + ı sinڂ−𝜋

𝜋−ڂcosڂڃڃ4
ڃ6 + ı sinڂ−𝜋

ڃڃ6
= 2√2eѸഏ/оe−Ѹഏ/нe−Ѹഏ/п = 2√2eѸپಒ

׬ − ಒ
׫ − ಒ

׭ ٿ

= 2√2e−кмѸഏ/пй = 13𝜋−ڄcosڄ2√2
60 څ + ı sin13−ڄ𝜋

60 څڅ

= cosڄ2√2 13𝜋
60 − ı sin 13𝜋

60 څ

𝟭𝟮𝟰
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تطبيقية تمارين .VI

: لدينا •3
1

1 + ı cosڂ2√ڂ 𝜋
12 + ı sin 𝜋

ڃڃ12 = √2eѸഏ/кл

л̤ڂ2√
л + ı̤л

л ڃ
= eѸഏ/кл

cos ഏ
н + ı sin ഏ

н

= eѸഏ/кл

eѸഏ/н = eѸپ ಒ
−שר ಒ

ת ٿ = e−Ѹഏ/п = cosڂ−𝜋
ڃ6 + ı sinڂ−𝜋

ڃ6

= cos 𝜋
6 − ı sin 𝜋

6 = √3
2 − 1

2ı = √3 − ı
2

■

.. .𝟓𝟖 .#. u = cos 𝜃 + ı sin 𝜃 نضع . 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[حيث حقيقيا عدداً 𝜃 ليكن
. z = ueѸഏ/н + ueѸഏ/п للعدد عمدةً و الطويلة 𝜃 قِيَم حسب أوجد

: لدينا2 الحلّ.
z = eѸپഈ+ ಒ

׫ ٿ + eѸپ−ഈ+ ಒ
׭ ٿ = cosڂ𝜃 + 𝜋

ڃ4 + cosڂ−𝜃 + 𝜋
ڃ6 + ı 𝜃ڂsinٴ + 𝜋

ڃ4 + sinڂ−𝜃 + 𝜋
ٷڃ6

= 2 cos 12 𝜃ڂ + 𝜋
4 − 𝜃 + 𝜋

ڃ6 cos 12 𝜃ڂ + 𝜋
4 + 𝜃 − 𝜋

ڃ6 + 2ı sin 1
2 𝜃ڂ + 𝜋

4 − 𝜃 + 𝜋
ڃ6 cos 12 𝜃ڂ + 𝜋

4 + 𝜃 − 𝜋
ڃ6

= 2 cos 5𝜋
24 cosڂ𝜃 − 𝜋

ڃ24 + 2ı sin 5𝜋
24 cosڂ𝜃 − 𝜋

ڃ24 = 2 cosڂ𝜃 − 𝜋
ڃ24 ʲ

cos 5𝜋
24 + ı sin 5𝜋

24ʳ
= 2 cosڂ𝜃 − 𝜋

ڃ24 eоѸഏ/лн

: ثلاثحالات نُميِّز ، 20 صفحة 8 المبرهنة حسب و

. arg (z) = 5𝜋
24 (mod 2𝜋) و |z| = 2 cosڂ𝜃 − 𝜋

ڃ24 فإنّ cosڂ𝜃 − 𝜋
ڃ24 > 0 كان إذا •

: فإنّ ، 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[ أنّ بما و لكن،

cosڂ𝜃 − 𝜋
ڃ24 > 0 ⟺ 0 ≤ 𝜃 − 𝜋

24 < 𝜋
2 أو 3𝜋

2 < 𝜃 − 𝜋
24 < 2𝜋

⟺ 𝜋
24 ≤ 𝜃 < 13𝜋

24 أو 37𝜋
24 < 𝜃 < 2𝜋 + 𝜋

24
⟺ 𝜋

24 ≤ 𝜃 < 13𝜋
24 أو 37𝜋

24 < 𝜃 < 2𝜋

: فإنّ 𝜃 ∈
ʲ

𝜋
24 , 13𝜋

24 ʲ
∪
ʳ
37𝜋
24 , 2𝜋

ʲ
لأجل إذن،

. arg (z) = 5𝜋
24 (mod 2𝜋) و |z| = 2 cosڂ𝜃 − 𝜋

ڃ24

له). لاعمدة المركبالمعدوم العدد (و z = 0 فإنّ 𝜃 = 37𝜋
24 أو 𝜃 = 𝜋

24 كان إذا أي cosڄ𝜃 − 13𝜋
24 څ = كان0 إذا •

: فإنّ 13𝜋
24 < 𝜃 < 37𝜋

24 كان إذا أي cosڄ𝜃 − 13𝜋
24 څ < 0 كان إذا •

. arg (z) = 5𝜋
24 + 𝜋 = 29𝜋

24 (mod 2𝜋) و |z| = −2 cosڂ𝜃 − 𝜋
ڃ24

. sinў + sinџ = л sin ؍+،
ש cos ؍−،

ש و cosў + cosџ = л cos ؍+،
ש cos ؍−،

ש أنّ ر 2نُذكِّ

𝟭𝟮𝟱
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مركب لعدد المثلثي الشكل .2.VI

■

.. .𝟓𝟗 .�

النتيجة. لهذه هندسيا تفسيراً أعطِ . 𝜃 ∈ ]−𝜋, 𝜋[حيث 1 + eѸഈ العدد المثلثي الشكل أكتبعلى •1

. 𝜃 ∈ ]−𝜋, 𝜋[ مع eѸഈ − 1 للعدد عمدة و الطويلة أحسب •2

. 𝜃 ∈ ]−𝜋, 𝜋[ لأجل eѸഈ − 1
eѸഈ + 1 العبارة بسّط •3

: لدينا •1 الحلّ.
1 + eѸഈ = eѸഈ/л e−Ѹഈ/лڀ + eѸഈ/лځ = 2eѸഈ/л cos 𝜃

2
للعدد الأسي الشكل هي السابقة الكتابة فإنّ 20 صفحة 8 المبرهنة حسب و cos 𝜃

2 > 0 فإنّ 𝜃 ∈ ]−𝜋, 𝜋[ أنّ بما

. 1 + eѸഈ =
ʲ
2 cos 𝜃

2 , 𝜃
2ʳ

هو المثلثي شكله بالتالي و 1 + eѸഈ

ونصفقطرها (1, 0) التيمركزها الدائرة و C؛ (2) 1ڀBو + eѸഈځ ،A(1) ،O(0)النقط نعتبر الهندسي: التفسير
. (10.VI (شكل 1

نتيجة هي و المحيطة) الزاوية ضعف تساوي المركزية الزاوية أن (أي ษCAB = 2ษCOB أنّ تعني السابقة النتيجة
. معروفة هندسية

: لدينا •2
eѸഈ − 1 = eѸഈ/л eѸഈ/лڀ − e−Ѹഈ/лځ = 2ıeѸഈ/л sin 𝜃

2 = 2eѸپഈ+ഏٿ/л sin 𝜃
2

: 20 صفحة 8 المبرهنة حسب

. z = 0 فإنّ 𝜃 = 0 كان إذا أي sin 𝜃
2 = 0 كان إذا •

. arg (z) = 𝜃 + 𝜋
2 (mod 2𝜋) و |z| = 2 sin 𝜃

2 فإنّ 0 < 𝜃 < 𝜋 كان إذا أي sin 𝜃
2 > 0 كان إذا •

. arg (z) = 𝜃 + 𝜋
2 + 𝜋 (mod 2𝜋) و |z| = −2 sin 𝜃

2 𝜋−فإنّ < 𝜃 < 0 كان إذا أي sin 𝜃
2 < 0 كان إذا •

: لدينا •3
eѸഈ − 1
eѸഈ + 1 = 2ıeѸഈ/л sin ഈ

л
2eѸഈ/л cos ഈ

л
= ı sin ഈ

л
cos ഈ

л
= ı tan 𝜃

2
■

.. .𝟔𝟎 .�للأعداد عمدة و الطويلة التخيلي، الجزء الحقيقي، الجزء أوجد .w = −2 + 2ı و z = √3 − ı ليكن
الأسي: الشكل و المثلثي الشكل الجبري، الشكل على اكتبها ثم التالية

z
w • zw • w • z •

المركب. المستوي في أعلاه الأعداد مثّل

𝟭𝟮𝟲
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−1

1 B
(

1 + eıθ
)

θθ

2

O A (1) C (2)

10.VI شكل

الحلّ.

(mod 2𝜋) 𝜃 عمدته طويلته التخيلي جزؤه الحقيقي جزؤه العدد

−𝜋
6 2 −1 √3 z = √3 − ı

3𝜋
4 2√2 2 −2 w = −2 + 2ı

7𝜋
12 4√2 3√ڂ2 + ڃ1 −2 3√ڂ − ڃ1 z ⋅ w

−11𝜋
12

√2
2 −√3 − 1

4 −√3 + 1
4

z
w

: بعضالتفاصيل يلي فيما

|z| = ʷڃ3√ڂ
л

+ (−1)л = 2 •

𝜃 = arg (z) ⟺ cos 𝜃 = Re (z)
|z| = √3

2 و sin 𝜃 = Im (z)
|z| = −1

2
⟺ 𝜃 = −𝜋

6 (mod 2𝜋)

z = √3 − ı = 2 𝜋−ڂcosٴ
ڃ6 + ı sinڂ−𝜋

ٷڃ6 = ,2ٴ −𝜋
ٷ6 = 2e−ഏ/п أي

|w| = ʶ(−2)л + 2л = √8 = 2√2 •

𝜃 = arg (w) ⟺ cos 𝜃 = Re (z)
|z| = −2

2√2
= −√2

2 و sin 𝜃 = Im (z)
|z| = 2

2√2
= √2

2
⟺ 𝜃 = 3𝜋

4 (mod 2𝜋)

w = −2 + 2ı = 2√2
ʲ

cosڄ
3𝜋
4 څ + ı sinڄ

3𝜋
4 ʳڅ

=
ʲ
2√2, 3𝜋

4 ʳ
= 2√2eмഏ/н أي

𝟭𝟮𝟳
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مركب لعدد المثلثي الشكل .2.VI

: لدينا •

z ⋅ w = 3√ڂ − ıڃ (−2 + 2ı) = −2√3 + 2ı√3 + 2ı − 2ıл

= −2√3 + 2ı√3 + 2ı + 2 = 2 1ڂٴ − ڃ3√ + ı 1ڂ + ٷڃ3√
و |z ⋅ w| = |z| ⋅ |w| = 2 × 2√2 = 4√2 : منه

arg (z ⋅ w) = arg (z) + arg (w) (mod 2𝜋) = −𝜋
6 + 3𝜋

4 (mod 2𝜋) = 7𝜋
12 (mod 2𝜋)

أي
z⋅w = 2 1ڂٴ − ڃ3√ + ı 1ڂ + ٷڃ3√ = 4√2

ʲ
cosڄ

7𝜋
څ12 + ı sinڄ

7𝜋
ʳڅ12

=
ʲ
4√2, 7𝜋

12ʳ
= 4√2eрഏ/кл

z
w = √3 − ı

2 (−1 + ı) = 3√ڂ − ıڃ (−1 − ı)
2 (−1 + ı) (−1 − ı) = − 1 + √3

4 + 1 − √3
4 ı •

|
||
z
w

|
|| = |z|

|w| = 2
2√2

= √2
2

argڂ
z
wڃ = arg (z) − arg (w) (mod 2𝜋) = −𝜋

6 − 3𝜋
4 (mod 2𝜋) = −11𝜋

12 (mod 2𝜋)

أي

z
w = − 1 + √3

4 +1 − √3
4 ı =

ʴ
√2
2 , −11𝜋

12 ٶ
= √2

2 ʲ
cos11−ڄ𝜋

12 څ + ı sin11−ڄ𝜋
12 ʳڅ

= √2
2 e−ккഏ/кл

. bıليس و حقيقي) عدد هو (و b هو z = a + ıbالمركب للعدد التخيلي الجزء تنسأنّ لا u

. 11.VI الشكل في كما المركبيكون المستوي في الأربعة النقط تمثيل
■

.. .𝟔𝟏 .�
حيث مركبان عددان zл و zк . 𝛼 ∈ 𝜋−ٷ

2 , 𝜋
حيثٴ2 حقيقي عدد 𝛼

zк = 1
1 − ı tan 𝛼 و zл = 1

1 + ı tan 𝛼
المثلثي. شكله على zкأكتب •1

. zл للعدد المثلثي الشكل استنتج ثمّ zк ⋅ zл أحسبالجداء •2

: لدينا •1 الحلّ.
zк = 1

1 − ı tan 𝛼 = 1 + ı tan 𝛼
1л + (tan 𝛼)л

= 1 + ı tan 𝛼
1 + tanл 𝛼

= cosлڀ 𝛼ځ (1 + ı tan 𝛼)

= (cos 𝛼) (cos 𝛼 + ı cos 𝛼 tan 𝛼) = (cos 𝛼) (cos 𝛼 + ı sin 𝛼)

||zк|| = cos 𝛼 zкأي: السابقةهيالشكلالمثلثيللعدد بالتاليفالكتابة و cos 𝛼 > 0 𝛼فإنّ ∈ 𝜋−ٷ
2 , 𝜋

ٴ2 أنّ بما و
. arg (zк) = 𝛼 (mod 2𝜋) و

. zк = [cos 𝛼, 𝛼] : هو zк للعدد المثلثي الشكل الأخير، في

𝟭𝟮𝟴
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−3 −2 −1 1 2

−1

1

2

3

4

5

0

z

w

zw

z

w

11.VI شكل

: لدينا •2

zк ⋅ zл = ڄ
1

1 − ı tan 𝛼ڄڅ
1

1 + ı tan 𝛼څ = 1
1л − (ı tan 𝛼)л

= 1
1 + tanл 𝛼

= cosл 𝛼

: بالتالي و zл = cosл 𝛼
zк

منه

||zл|| =
|
|
||
cosл 𝛼
zк

|
|
||
=

||cosл 𝛼||
||zк||

= cosл 𝛼
cos 𝛼 = cos 𝛼

arg (zл) = arg cosлڀ 𝛼ځ − arg (zк) = 0 − 𝛼 = −𝛼 (mod 2𝜋) و

. zл = [cos 𝛼, −𝛼] هو zл للعدد المثلثي فالشكل إذن
. arg (zл) = − arg (zк) (mod 2𝜋) و ||zл|| = ||zк|| : بالتالي و zл = zк أنّ ملاحظة يمكن ⧏ : 21 ⧏ملاحظة

■

.. .𝟔𝟐 .#: ( 𝛼,u, v ∈ ℝ (مع التالية للأعداد عمدة و الطويلة أحسب

eѸѲ + eлѸѲ •3 eѸѲ + eѸѳ •2 eѢئ಄
•1

: لدينا •1 الحلّ.
eѢئ಄ = ecos ഁ+Ѹ sin ഁ = ecos ഁ ⋅ eѸ sin ഁ

𝟭𝟮𝟵

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VI
مركب لعدد المثلثي الشكل .2.VI

: منه eѢئ಄ الأسيللعدد الشكل هي السابقة الكتابة ، 20 صفحة 8 المبرهنة فحسب ecos ഁ > 0 أنّ بما
. arg ځ಄ئeѢڀ = sin 𝛼 (mod 2𝜋) و ||eѢئ಄ || = ecos ഁ

: بالتحديد . مشترك كعامل eѸء+ؠپ
ש ٿ عامةً نضع eѸѲ + eѸѳ الأسيللعدد الشكل البحثعى عند •2

eѸѲ + eѸѳ = eѸء+ؠپ
ש ٿ پeѸڀ

ء−ؠ
ש ٿ + e−Ѹء−ؠپ

ש ځٿ = 2eѸء+ؠپ
ש ٿ cos u − v

2
: فإنه 20 صفحة 8 المبرهنة حسب و

u − v = 𝜋 (mod 2𝜋)أي u − v
2 = 𝜋

2 (mod 𝜋) كان إذا أي cos u − v
2 = 0 كان إذا •

. eѸѲ + eѸѳ = 0 : فإنّ
k ∈ ℤ مع u − v

2 ∈ 𝜋−ٷ
2 + 2k𝜋, 𝜋

2 + 2k𝜋ٴ كان إذا أي cos u − v
2 > 0 كان إذا •

: فإنّ k ∈ ℤ مع u − v ∈ ]−𝜋 + 4k𝜋, 𝜋 + 4k𝜋[أي
. arg (eѸѲ + eѸѳ) = u + v

2 (mod 2𝜋) و ||eѸѲ + eѸѳ|| = 2 cos u − v
2

k ∈ ℤ مع u − v
2 ∈

ʳ
𝜋
2 + 2k𝜋, 3𝜋

2 + 2k𝜋
ʲ
كان إذا أي cos u − v

2 < 0 كان إذا •

: فإنّ k ∈ ℤ مع u − v ∈ ]𝜋 + 4k𝜋, 3𝜋 + 4k𝜋[أي
. arg (eѸѲ + eѸѳ) = u + v

2 + 𝜋 (mod 2𝜋) و ||eѸѲ + eѸѳ|| = −2 cos u − v
2

: منه v = 2u مع السابق من خاصة حالة المثال هذا •3
eѸѲ + eлѸѲ = 2eѸؠש+ؠپ

ש ٿ cos u − 2u
2 = 2eмѸѲ/л cos u2

: فإنه 20 صفحة 8 المبرهنة حسب و

. eѸѲ + eлѸѲ = 0 : فإنّ u = 𝜋 (mod 2𝜋) كان إذا أي cos u2 = 0 كان إذا •

: فإنّ k ∈ ℤ مع u ∈ ]−𝜋 + 4k𝜋, 𝜋 + 4k𝜋[ كان إذا أي cos u2 > 0 كان إذا •

. arg eѸѲڀ + eлѸѲځ = 3u
2 (mod 2𝜋) و ||eѸѲ + eлѸѲ|| = 2 cos u2

: فإنّ k ∈ ℤ مع u ∈ ]𝜋 + 4k𝜋, 3𝜋 + 4k𝜋[ كان إذا أي cos u2 < 0 كان إذا •

. arg eѸѲڀ + eлѸѲځ = 3u
2 + 𝜋 (mod 2𝜋) و ||eѸѲ + eлѸѲ|| = −2 cos u2

■

.. .𝟔𝟑 .�
: حيث z العدد المثلثي شكله أكتبعلى

z = 1 + ı tan 𝛼
1 − ı tan 𝛼 , 𝛼 ∈ 𝜋−ٷ

2 , 𝜋
ٴ2

: لدينا الحلّ.
z = 1 + ı tan 𝛼

1 − ı tan 𝛼 = 1 + ı sin ഁ
cos ഁ

1 − ı sin ഁ
cos ഁ

= cos 𝛼 + ı sin 𝛼
cos 𝛼 − ı sin 𝛼 = 1 ⋅ (cos 𝛼 + ı sin 𝛼)

1 ⋅ (cos (−𝛼) + ı sin (−𝛼))

= [1, 𝛼]
[1, −𝛼] =

ʲ
1
1 , 𝛼 − (−𝛼)

ʳ
= [1, 2𝛼]

■ . z للعدد المثلثي الشكل هو و

𝟭𝟯𝟬
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.. .𝟔𝟒 .#: حيث مركبان عددان zл و zк حقيقي. عدد 𝛼

zк = 1 + ı tan 𝛼 , zл = 1
1 − zк

معرّفين. zл و zк بحيثيكون 𝛼 العدد قِيَم عينّ •1

: الحالتين في zл و zк من لكل عمدة و الطويلة عينّ •2

𝛼 = 2𝜋
3 • 𝛼 = 𝜋

3 •

. zл و zк من لكل عمدة و الطويلة 𝛼 أحسببدلالة •3

كان إذا فقط و إذا أي cos 𝛼 ≠ 0 كان إذا فقط و إذا أي مُعرّفاً tan 𝛼 كان إذا فقط و إذا مُعرّفاً zк يكون •1 الحلّ.
. 𝛼 ≠ 𝜋

2 (mod 𝜋)

أي tan 𝛼 ≠ 0 و 𝛼 ≠ 𝜋
2 (mod 𝜋) كان إذا فقط و إذا أي zк ≠ 1 و مُعرّفاً zк كان إذا فقط و إذا مُعرّفاً zл يكون

𝛼 ≠ 0 (mod 𝜋) و 𝛼 ≠ 𝜋
2 (mod 𝜋) كان إذا فقط و إذا أي sin 𝛼 ≠ 0 و 𝛼 ≠ 𝜋

2 (mod 𝜋) كان إذا فقط و إذا
. 𝛼 ≠ 0 modڂ

𝜋
ڃ2 كان إذا فقط و إذا أي

. 𝛼 ≠ 0 modڂ
𝜋
ڃ2 كان إذا فقط و إذا معرّفين zл و zк يكون الأخير، في

: يكون 𝛼 = 𝜋
3 لأجل • •2

zк = 1 + ı tan 𝜋
3 = 1 + ı√3 = 2 cosڂ 𝜋

3 + ı sin 𝜋
ڃ3 = ,2ٴ 𝜋

ٷ3

zл = 1
1 − zк

= 1
1 − 1 − ı√3

= − 1
√3ı

= √3
3 ı =

ʴ
√3
3 , 𝜋

ٶ2

. arg (zл) = 𝜋
2 و

||zл|| = √3
3 ؛ arg (zк) = 𝜋

3 ؛
||zк|| = 2 : أي

: فإنّ 𝛼 = 2𝜋
3 كان إذا •

zк = 1 + ı tan 𝜋
3 = 1 − ı√3 = 2 𝜋−ڂcosڂ

ڃ3 + ı sinڂ−𝜋
ڃڃ3 = ,2ٴ −𝜋

ٷ3

zл = 1
1 − zк

= 1
1 − 1 + ı√3

= 1
√3ı

= −√3
3 ı =

ʴ
√3
3 , −𝜋

ٶ2

. arg (zл) = −𝜋
2 و

||zл|| = √3
3 ؛ arg (zк) = −𝜋

3 ؛
||zк|| = 2 : أي

: لدينا . 𝛼 ≠ 0 modڂ
𝜋
ڃ2 ليكن •3

zк = 1 + ı tan 𝛼 = 1
cos 𝛼 (cos 𝛼 + ı sin 𝛼)

: بالتالي و

𝟭𝟯𝟭
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؛ arg (zк) = 𝛼 (mod 2𝜋) و ||zк|| = 1
cos 𝛼 فإنّ cos 𝛼 > 0 كان إذا •

. arg (zк) = 𝛼 + 𝜋 (mod 2𝜋) و ||zк|| = − 1
cos 𝛼 فإنّ cos 𝛼 < 0 كان إذا أمّا •

: بالمثل

zл = 1
1 − zк

= 1
−ı tan 𝛼 = 1

tan 𝛼 ı = ı cotan 𝛼

: بالتالي و

؛ arg (zл) = 𝜋
2 (mod 2𝜋) و ||zл|| = cotan 𝛼 فإنّ cotan 𝛼 > 0 كان إذا •

. arg (zл) = −𝜋
2 (mod 2𝜋) و ||zл|| = − cotan 𝛼 فإنّ cotan 𝛼 < 0 كان إذا و •

■

.. .𝟔𝟓 .�: الآتية المركبة للأعداد عمدة و الطويلة أوجد .−𝜋 < 𝜑 ≤ 𝜋بحيث حقيقيا عدداً 𝜑 ليكن

c = cos 𝜑 + ı (1 + sin 𝜑) •3 a = 1 + cos 𝜑 + ı sin 𝜑 •1
b = sin 𝜑 + ı (1 + cos 𝜑) •2

: لدينا : الأولى الطريقة •1 الحلّ.
a = 1 + cos 𝜑 + ı sin 𝜑 = 1 + eѸഝ = eѸഝ/л e−Ѹഝ/лڀ + eѸഝ/лځ = 2eѸഝ/л cos 𝜑

2
: 𝜋−منه

2 < 𝜑
2 ≤ 𝜋

2 𝜋−فإنّ < 𝜑 ≤ 𝜋 أنّ بما

. a = 0 فإنّ 𝜑 = 𝜋 كان إذا أي cos 𝜑
2 = 0 كان إذا •

الكتابة ، �� صفحة �� المبرهنة حسب و cos 𝜑
2 > 0 فإنّ 𝜑 ∈ ]−𝜋, 𝜋[ كان إذا أي cos 𝜑

2 ≠ 0 كان إذا •

. arg (a) = 𝜑
2 (mod 2𝜋) و |a| = 2 cos 𝜑

2 بالتالي و a الأسيللعدد الشكل هي 2eѸഝ/л cos 𝜑
2

: فإنّ 1 + cos 𝜑 = 2 cosл 𝜑
2 أنّ بما : الثانية الطريقة

a = 2 cosл 𝜑
2 + 2ı sin 𝜑

2 cos 𝜑
2 = 2 cos 𝜑

2 cosڂ 𝜑
2 + ı sin 𝜑

2 ڃ = 2eѸഝ/л cos 𝜑
2

السابقة. بنفسالطريقة الحل نتمم ثمّ من و

sin (x) = cosڂ
𝜋
2 − xڃ و cos (x) = sinڂ

𝜋
2 − xڃ أنّ بما و ؛ 1 + cos 𝜑 = 2 cosл 𝜑

2 أنّ بما : الأولى الطريقة •2
: فإنّ

b = 2 cos 𝜑
2 sin 𝜑

2 + 2ı cosл 𝜑
2 = 2 cos 𝜑

2 sinڂ 𝜑
2 + ı cos 𝜑

2 ڃ
= 2 cos 𝜑

2 ڂcosٴ
𝜋
2 − 𝜑

2 ڃ + ı sinڂ
𝜋
2 − 𝜑

2 ٷڃ = 2 cos 𝜑
2 eѸپഏ−ഝٿ/л

الأول. السؤال بنفسطريقة الحل نتمم ثمّ

: منه b = ıa أنّ نلاحظ : الثانية الطريقة

𝟭𝟯𝟮
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. b = 0 فإنّ 𝜑 = 𝜋 كان إذا •

: فإنّ 𝜑 ∈ ]−𝜋, 𝜋[ كان إذا •

||b|| = ||ıa|| = |ı| ⋅ ||a|| = 1 × |a| = 2 cos 𝜑
2

arg (b) = arg (ıa) = arg (ı) + arg (a) = 𝜋
2 − arg (a) = 𝜋 − 𝜑

2 (mod 2𝜋) و

: لدينا الأولى الطريقة •3
c = cos 𝜑 + ı (1 + sin 𝜑) = sinڂ

𝜋
2 − 𝜑ڃ + ı 1ٴ + cosڂ

𝜋
2 − 𝜑ٷڃ = sin 𝜓 + ı (1 + cos 𝜓)

: فيكون الثاني السؤال نتيجة نُطبِّق . 𝜓 = 𝜋
2 − 𝜑 مع

. c = 0 فإنّ 𝜑 = −𝜋
2 كان إذا أي 𝜓 = 𝜋 كان إذا •

: حالتين نُميِّز هنا و c = 2 cosڂ
𝜋
4 − 𝜑

2 ڃ eѸپഏ/н+ഝ/лٿ أي c = 2 cos 𝜓
2 eѸپഏ−ഖٿ/л فإنّ إلاّ، و •

−𝜋
2 < 𝜑 < 𝜋أي−𝜋

2 < 𝜑 < 3𝜋
2 𝜋−أي

2 < 𝜋
4 − 𝜑

2 < 𝜋
2 كان إذا أي cosڂ

𝜋
4 − 𝜑

2 ڃ > كان0 إذا ➛
: 20 صفحة 8 المبرهنة فحسب (−𝜋 < 𝜑 < 𝜋 (لأنّ

. arg (c) = 𝜋
4 − 𝜑

2 (mod 2𝜋) و |c| = 2 cosڂ
𝜋
4 − 𝜑

2 ڃ
: 𝜋−فإنّ < 𝜑 < −𝜋

2 كان إذا أي cosڂ
𝜋
4 − 𝜑

2 ڃ < 0 كان إذا ➛

. arg (c) = 𝜋 + 𝜋
4 − 𝜑

2 (mod 2𝜋) = 5𝜋
4 − 𝜑

2 (mod 2𝜋) و |c| = −2 cosڂ
𝜋
4 − 𝜑

2 ڃ

: فيكون 𝜓 = 𝜋
2 + 𝜑 نضع : الثانية الطريقة

c = cos 𝜑 + ı (1 + sin 𝜑) = cosڂ𝜓 − 𝜋
ڃ2 + ı 1ٴ + sinڂ𝜓 − 𝜋

ٷڃ2 = sin 𝜓 + ı (1 − cos 𝜓)

= 2 sin 𝜓
2 cos 𝜓

2 + 2ı sinл 𝜓
2 = 2 sin 𝜓

2 cosڄ 𝜓
2 + ı sin 𝜓

2 څ = 2 sin 𝜓
2 eѸഖ/л

. c = 0 فإنّ 𝜑 = −𝜋
2 كان إذا أي 𝜓 = 0 كان إذا •

: حالتين نُميِّز هنا و c = 2 sinڂ
𝜋
4 + 𝜑

2 ڃ eѸپഏ/н+ഝ/лٿ أي c = 2 sin 𝜓
2 eѸഖ/л فإنّ إلاّ، و •

−𝜋 < 𝜑 < 𝜋
2 −أي

3𝜋
2 < 𝜑 < 𝜋

2 −أي
𝜋
2 < 𝜋

4 + 𝜑
2 < 𝜋

2 كان إذا أي sinڂ
𝜋
4 + 𝜑

2 ڃ > 0 كان إذا ➛
: فإنّ 20 صفحة 8 المبرهنة فحسب (−𝜋 < 𝜑 < 𝜋 (لأنّ

. arg (c) = 𝜋
4 + 𝜑

2 (mod 2𝜋) و |c| = 2 sinڂ
𝜋
4 + 𝜑

2 ڃ
: فإنّ 𝜋

2 < 𝜑 < 𝜋 كان إذا أي sinڂ
𝜋
4 + 𝜑

2 ڃ < 0 كان إذا ➛

. arg (c) = 𝜋 + 𝜋
4 + 𝜑

2 (mod 2𝜋) = 5𝜋
4 + 𝜑

2 (mod 2𝜋) و |c| = −2 sinڂ
𝜋
4 + 𝜑

2 ڃ
■

.. .𝟔𝟔 .�: ( كانتمعرفة كلما ) الآتية المركبة للأعداد عمدة و الطويلة أوجد

b = 1 − cos 𝜃 + ı sin 𝜃
1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃 • a = (1 + ı tan 𝜃)л

1 + tanл 𝜃
•

𝟭𝟯𝟯
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: منه 1 + tanл 𝜃 = 1
cosл 𝜃 أنّ نعلم •1 الحلّ.

a = (1 + ı tan 𝜃)л

1 + tanл 𝜃
= cosл 𝜃1ڄ + ı sin 𝜃

cos 𝜃څ

л
= (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)л = eлѸഈ

. arg (a) = 2𝜃 (mod 2𝜋) و |a| = 1 : بالتالي و

: لدينا •2

b = 1 − cos 𝜃 + ı sin 𝜃
1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃 = 2 sinл ഈ

л + 2ı sin ഈ
л cos ഈ

л
2 cosл ഈ

л − 2ı sin ഈ
л cos ഈ

л
= 2 sin ഈ

л
2 cos ഈ

л
⋅ sin ഈ

л + ı cos ഈ
л

cos ഈ
л − ı sin ഈ

л

= tan 𝜃
2 ⋅ ı gray((((((((−ıڀ sin ഈ

л + cos ഈ
лځ

gray�������cos ഈ
л − ı sin ഈ

л
= ı tan 𝜃

2

: �� صفحة �� المبرهنة فحسب إلاّ و ؛ b = 0 فإنّ tan 𝜃
2 = 0 كان إذا إذن،

. arg (b) =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝜋
2 (mod 2𝜋) ؛ tan 𝜃

2 > 0 كان إذا

−𝜋
2 (mod 2𝜋) ؛ tan 𝜃

2 < 0 كان إذا
و ||b|| =

|
|
||
tan 𝜃

2
|
|
||

■

.. .𝟔𝟕 .#
. 1 + eѸഈ
1 − eѸഈ و

1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 الأعداد المثلثي الشكل أكتبعلى

: فإنّ 1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 = 1 − eѸഈ أنّ بما الحلّ.
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 = 0 ⟺ 1 − eѸഈ = 0 ⟺ eѸഈ = 1 ⟺ 𝜃 = 0 (mod 2𝜋)

. 𝜃 ≠ 0 (mod 2𝜋) كان إذا فقط و إذا مُعرّفان 1 + eѸഈ
1 − eѸഈ و

1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 العددان إذن

. 𝜃 ≠ 0 (mod 2𝜋) أنّ نفرضإذن
: لدينا •1

1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 = 1 + e−Ѹഈ

1 − eѸഈ = e−Ѹഈ/л eѸഈ/лڀ + e−Ѹഈ/лځ
eѸഈ/л e−Ѹഈ/лڀ − eѸഈ/лځ

= 2 cos ഈ
л

−2ı sin ഈ
л
e−Ѹഈ = ıe−Ѹഈ cotan 𝜃

2 = eѸپಒ
ש −ഈٿ cotan 𝜃

2

: حالات ثلاثة نُميِّز منه

(𝜃 ≠ 0 (mod 2𝜋)بالتالي (و 𝜃 = 𝜋 (mod 2𝜋)أي 𝜃
2 = 𝜋

2 (mod 𝜋)كان إذا أي cotan 𝜃
2 = كان0 إذا •

: فإنّ
1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 = 0 × eѸپಒ

ש −ഈٿ = 0

الشكل فإنّ 𝜃 ∈ ඐ
Ѩەℤ

]2k𝜋, 𝜋 + 2k𝜋[ أي 𝜃
2 ∈ ඐ

Ѩەℤ
,k𝜋ٷ 𝜋

2 + k𝜋ٴ كان إذا أي cotan 𝜃
2 > 0 كان إذا •

: هو (20 صفحة 8 (مبرهنة 1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 للعدد المثلثي

1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 =

ʲ
cotan 𝜃

2 , 𝜋
2 − 𝜃

ʳ

𝟭𝟯𝟰
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𝜃 ∈ ඐ
Ѩەℤ

]𝜋 + 2k𝜋, 2 (k + 1)𝜋[أي 𝜃
2 ∈ ඐ

Ѩەℤ
ٷ

𝜋
2 + k𝜋, (k + 1)𝜋كانٴ إذا أي cotan 𝜃

2 < كان0 إذا •

: هو (20 صفحة 8 (مبرهنة 1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 للعدد المثلثي الشكل فإنّ

1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 =

ʲ
− cotan 𝜃

2 , 𝜋 + 𝜋
2 − 𝜃

ʳ
=
ʲ

− cotan 𝜃
2 , 3𝜋

2 − 𝜃
ʳ

: لدينا •2

1 + eѸഈ
1 − eѸഈ == eѸഈ/л e−Ѹഈ/лڀ + eѸഈ/лځ

eѸഈ/л e−Ѹഈ/лڀ − eѸഈ/лځ
= 2 cos ഈ

л
−2ı sin ഈ

л
= ı cotan 𝜃

2 = eѸಒ
ש cotan 𝜃

2

: حالات ثلاثة نُميِّز منه

(𝜃 ≠ 0 (mod 2𝜋)بالتالي (و 𝜃 = 𝜋 (mod 2𝜋)أي 𝜃
2 = 𝜋

2 (mod 𝜋)كان إذا أي cotan 𝜃
2 = كان0 إذا •

: فإنّ
1 + eѸഈ
1 − eѸഈ = 0 × ı = 0

الشكل فإنّ 𝜃 ∈ ඐ
Ѩەℤ

]2k𝜋, 𝜋 + 2k𝜋[ أي 𝜃
2 ∈ ඐ

Ѩەℤ
,k𝜋ٷ 𝜋

2 + k𝜋ٴ كان إذا أي cotan 𝜃
2 > 0 كان إذا •

: هو (20 صفحة 8 (مبرهنة 1 + eѸഈ
1 − eѸഈ للعدد المثلثي

1 + eѸഈ
1 − eѸഈ =

ʲ
cotan 𝜃

2 , 𝜋
2ʳ

𝜃 ∈ ඐ
Ѩەℤ

]𝜋 + 2k𝜋, 2 (k + 1)𝜋[أي 𝜃
2 ∈ ඐ

Ѩەℤ
ٷ

𝜋
2 + k𝜋, (k + 1)𝜋كانٴ إذا أي cotan 𝜃

2 < كان0 إذا •

: هو (20 صفحة 8 (مبرهنة 1 + eѸഈ
1 − eѸഈ للعدد المثلثي الشكل فإنّ

1 + eѸഈ
1 − eѸഈ =

ʲ
− cotan 𝜃

2 , 𝜋 + 𝜋
2ʳ

=
ʲ

− cotan 𝜃
2 , 3𝜋

2 ʳ
=
ʲ

− cotan 𝜃
2 , −𝜋

2ʳ
1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃 المثلثيللعدد الشكل من

1 + eѸഈ
1 − eѸഈ المثلثيللعدد نستنتجالشكل أن بإمكاننا كان ⧏ : 22 ملاحظة

: ذلكلأنّ و

1 + eѸഈ
1 − eѸഈ = eѦഈ e−Ѹഈڀ + ځ1

1 − eѸഈ = eѸഈ ⋅ 1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃

|
|
||
1 + eѸഈ
1 − eѸഈ

|
|
||
= ||eѸഈ|| ⋅

|
|
||
1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃

|
|
||
=

|
|
||
1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃

|
|
||

: بالتالي و

argڄ
1 + eѸഈ
1 − eѸഈڅ = arg ځeѸഈڀ + argڄ

1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃څ (mod 2𝜋) و

= 𝜃 + argڄ
1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃
1 − cos 𝜃 − ı sin 𝜃څ (mod 2𝜋)

⧐

■

𝟭𝟯𝟱
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.. .𝟔𝟖 .�: حيث مركبان عددان zດ ، z و 𝛼 ∈ ]−𝜋, 𝜋]حيث حقيقي عدد 𝛼
z = cos 𝛼 + ı sin 𝛼 , zດ = 1 + z + zл

. zດ المركب للعدد المثلثي الشكل ، 𝛼 العدد قِيَم حسب عينّ،

: لدينا الحلّ.
zດ = 1 + z + zл = 1 + cos 𝛼 + ı sin 𝛼 + (cos 𝛼 + ı sin 𝛼)л

= 1 + cos 𝛼 + ı sin 𝛼 + cosл 𝛼 − sinл 𝛼 + 2ı cos 𝛼 sin 𝛼 = 1 + cos 𝛼 + cos 2𝛼 + ı (sin 𝛼 + sin 2𝛼)
= 1 + cos 𝛼 + 2 cosл 𝛼 − 1 + ı (sin 𝛼 + 2 cos 𝛼 sin 𝛼) = (1 + 2 cos 𝛼) cos 𝛼 + ı (1 + 2 cos 𝛼) sin 𝛼
= (1 + 2 cos 𝛼) (cos 𝛼 + ı sin 𝛼)

: بالتالي و

مُعرّف)؛ المثلثيغير (الشكل zດ = 0 𝛼فإنّ = ±2𝜋
3 كان إذا أي cos 𝛼 = −1

2 كان إذا أي 1+2 cos 𝛼 = كان0 إذا •

؛ zດ = [1 + 2 cos 𝛼, 𝛼] 2𝜋−فإنّ
3 < 𝛼 < 2𝜋

3 كان إذا أي cos 𝛼 > −1
2 كان إذا أي 1 + 2 cos 𝛼 > 0 كان إذا •

فإنّ: 𝛼 ∈
ʳ

−𝜋, −2𝜋
3 ʲ

⋃
ʳ
2𝜋
3 , 𝜋

ʳ
كان إذا أي cos 𝛼 < −1

2 كان إذا أي 1 + 2 cos 𝛼 < 0 كان إذا و •

. zດ = [−1 − 2 cos 𝛼, 𝜋 + 𝛼]

■

.. .𝟔𝟗 .�. sin 𝜋
8 و cos 𝜋

8 من ăكلا قيمة إستنتج . 1 + ı للعدد التربيعيين الجذرين بطريقتينمختلفتين أحسب

الأسي: الشكل نستعمل بدايةً، الحلّ.
𝜌лeлѸഈ = √2eѸഏ/н أي uл = 1 + ı فإنّ 1 + ı للعدد تربيعياً جذراً u = 𝜌eѸഈ كان إذا و 1 + ı = √2eѸഏ/н : لدينا
هما 1 + ı للعدد التربيعيين الجذرين إذن 𝜃 = 𝜋

8 (mod 𝜋) و 𝜌 = 2√׫ أي 2𝜃 = 𝜋
4 (mod 2𝜋) و 𝜌л = √2 منه

. +ഏپ2eѸ√׫ ಒ
ׯ ٿ = − 2eѸഏ/с√׫ = −u و u = 2eѸഏ/с√׫

أي (x + ıy)л = 1 + ı فإنّ 1 + ı للعدد تربيعياً جذراً x + ıy كان إذا الجبري)، الشكل (نستعمل أخرى جهة من

.
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xл − yл = 1
2xy = 1

xл + yл = √2
: منه xл − yл + 2ıxy = 1 + ı

. x = ±ʷ
1 + √2

2 منه 2xл = 1 + ينتج2√ الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع

. y = ±ʷ
√2 − 1

2 منه yл = √2 − xл = √2 − 1
2 أنّ نستنتج الثالثة المعادلة من

ʷو
√2 + 1

2 + ıʷ
√2 − 1

2 هما 1 + ı للعدد التربيعيين فالجذرين إذن نفسالإشارة لهما y و x أنّ نجد الثانية المعادلة من

.−ʷ
√2 + 1

2 − ıʷ
√2 − 1

2

𝟭𝟯𝟲

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VI
تطبيقية تمارين .VI

: أنّ سبق نستخلصمماّ ، Re ځeѸഏ/сڀ = cos 𝜋
8 > 0 أنّ بما

2eѸഏ/с√׫ =
ʸ

√2 + 1
2 + ı

ʸ
√2 − 1

2

eѸഏ/с = 1
2ʸ√׫

√2 + 1
2 + ı

2ʸ√׫
√2 − 1

2 : منه

eѸഏ/с = √2 + 1
2√2

+ ı√2 − 1
2√2

= ʵ2 + √2
2 + ıʵ2 − √2

2 : أي

■ . sin 𝜋
8 = ʵ2 − √2

2 و cos 𝜋
8 = ʵ2 + √2

2 : الأخير في

.. .𝟕𝟎 و�. cos 𝜋
12 من كل قيمة استنتج ثمّ المثلثي و الجبري شكليْه على z = (1 + ı) 3√ڂ + ıڃ العدد أكتب

. sin 𝜋
12

الجبري: الشكل • الحلّ.
z = (1 + ı) 3√ڂ + ıڃ = √3 + ı + ı√3 + ıл = √3 − 1 + ı 3√ڂ + ڃ1

: المثلثي الشكل •

1 + ı = √2
چ
√2
2 + ı√2

2 ڇ
= cosڂ2√ 𝜋

4 + ı sin 𝜋
ڃ4 = √2eѸഏ/н

√3 + ı = 2
چ
√3
2 + 1

2ıڇ
= 2 cosڂ 𝜋

6 + ı sin 𝜋
ڃ6 = 2eѸഏ/п و

z = √2eѸഏ/н × 2eѸഏ/п = 2√2eѸپഏ/н+ഏ/пٿ = 2√2eоѸ/кл = cosڄ2√2 5𝜋
12 + ı5𝜋

څ12 : منه

: 3√منه − 1 + ı 3√ڂ + ڃ1 = 2√2eоѸ/кл إذن

cos 5𝜋
12 + ı5𝜋

12 = eоѸ/кл = √3 − 1
2√2

+ ı√3 + 1
2√2

: بالتالي و

cos 5𝜋
12 = √3 − 1

2√2
=

3√ڂ2√ − ڃ1
ڃ2√ڂ2

л = √6 − √2
4

sin 5𝜋
12 = √3 + 1

2√2
=

3√ڂ2√ + ڃ1
ڃ2√ڂ2

л = √6 + √2
4 و

: منه sin 5𝜋
12 = cosڄ

𝜋
2 − 5𝜋

څ12 = cos 𝜋
12 و cos 5𝜋

12 = sinڄ
𝜋
2 − 5𝜋

څ12 = sin 𝜋
12 لكن

cos 𝜋
12 = sin 5𝜋

12 = √6 + √2
4 و sin 𝜋

12 = cos 5𝜋
12 = √6 − √2

4
■

𝟭𝟯𝟳
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.. .𝟕𝟏 .�.zл = e−Ѹഏ/н و zк = eѸഏ/мالمركبين العددين نعتبر

الجبري. الشكل على zл و zкأكتب •1

المثلثي. الأسيو الجبري، الشكل على zкzл العدد أكتب •2

. sin 𝜋
12 و cos 𝜋

12 من كل قيمة إستنتج •3

•1 الحلّ.
zк = cos 𝜋

3 + ı sin 𝜋
3 = 1

2 + ı√3
2 و zл = cosڂ−𝜋

ڃ4 + ı sinڂ−𝜋
ڃ4 = √2

2 − ı√2
2

zкzл =
چ
1
2 + ı√3

2 چڇ
√2
2 − ı√2

2 ڇ
= √6 + √2

4 + ı√6 − √2
4 : zкzл للعدد الجبري الشكل •2

zкzл = eѸഏ/м ⋅ e−Ѹഏ/н = eѸഏ/кл : zкzл الأسيللعدد الشكل

zкzл = cos 𝜋
12 + ı sin 𝜋

12 : zкzл للعدد المثلثي الشكل

: أنّ نستنتج ،zкzл للعدد المثلثي الشكل و الجبري الشكل بين بالمطابقة •3

cos 𝜋
12 = √6 + √2

4 و sin 𝜋
12 = √6 − √2

4
■

.. .𝟕𝟐 . 

. zй = 3 + 3ı حيث zй للعدد عمدة و الطويلة عينّ •1
: يلي المعرفكما zкالمركب العدد نعتبر •2

zй ⋅ zк = cosڄ2√6 17𝜋
12 + ı sin 17𝜋

12 څ

. sin 17𝜋
12 و cos 17𝜋

12 قيمتي استنتج ثمّ zк للعدد الجبري الشكل ثم المثلثي الشكل عينّ

: لدينا •1 الحلّ.
zй = 3 + 3ı = 3√2

چ
√2
2 + ı√2

2 ڇ
= cosڂ2√3 𝜋

4 + ı sin 𝜋
ڃ4

. arg (zй) = 𝜋
4 (mod 2𝜋) و ||zй|| = 3√2 : بالتالي و

𝟭𝟯𝟴
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: منه zй ⋅ zк = z لدينا . z = cosڄ2√6 17𝜋
12 + ı sin 17𝜋

12 څ نضع •2

zк = z
zй

= 6√2 cosڀ крഏ
кл + ı sin крഏ

кл ځ
3√2 cosڀ ഏ

н + ı sin ഏ
нځ

= ,2√6ٴ крഏ
кл ٷ

,2√3ٴ ഏ
нٷ

=
ʴ
6√2
3√2

, 17𝜋
12 − 𝜋

ٶ4
=
ʲ
2, 7𝜋

6 ʳ
= cosڄ2 7𝜋

6 + ı sin 7𝜋
6 څ

: منه zк = −√3 − ı لكن . zк للعدد المثلثي الشكل هو و

cos 17𝜋
12 + ı sin 17𝜋

12 = zй ⋅ zк
6√2

=
(3 + 3ı) 3√−ڂ − ıڃ

6√2
= −3√3 − 3ı − 3ı√3 + 3

6√2

=
3 − 3√3 − 3 1ڂ + ڃ3√ ı

6√2
= √2 − √3

4 − √2 + √3
4 ı

. sin 17𝜋
12 = −√2 + √3

4 و cos 17𝜋
12 = √2 − √3

4 : أنّ نستنتج منه
■

.. .𝟕𝟑 .�.M مركبصورته عدد z
. z + z = |z| : بحيثيكون المستوي النقطMمن مجموعة عينّ

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
z + z = |z| ⟺ x + ıy + x − ıy = ʶxл + yл

⟺ 2x = ʶxл + yл

⟺ x ≥ 0 و 4xл = xл + yл

⟺ x ≥ 0 و yл = 3xл

⟺ x ≥ 0 و y = ±√3x

y = √3x و x ≥ 0 مع y = −√3xالمعادلتين ذَوَيْ المستقيمين نصِفَيْ اتحاد المطلوبهي تحُقق النقطMالتي مجموعة إذن
■ . x ≥ مع0

.. .𝟕𝟒 .�.M مركبصورته عدد z و ، 𝛼مركب عدد يُعطى
. (z − 𝛼) (z − 𝛼) = 4𝛼𝛼 : بحيثيكون المستوي النقطMمن مجموعة عينِّ

: لدينا الحلّ.
(z − 𝛼) (z − 𝛼) = 4𝛼𝛼 ⟺ (z − 𝛼) (z − 𝛼) = 4𝛼𝛼

⟺ |z − 𝛼|л = 4 |𝛼|л

⟺ |z − 𝛼| = 2 |𝛼|

𝟭𝟯𝟵
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الدائرة هي أي 2 |𝛼|تساوي ثابتة بمسافة 𝛼 اللاحقة Ωذات النقطة عن تبعد التي z اللاحقة النقطMذات مجموعة هي و
■ . 2 |𝛼| نصفقطرها Ωو (𝛼) مركزها 𝒞التي (Ω, 2 |𝛼|)

.. .𝟕𝟓 .�. z = cos 𝛼 + ı sin 𝛼 : مركبحيث عدد z

؟ 𝛼 يتغيرّ عندما z الأعداد صور مجموعة هي ما •1

. 1 + ıx
1 − ıx ≠ −1 : أنّ أثبت ؟ تستنتج ماذا . 1 + ıx

1 − ıx المركب العدد أحسبطويلة . حقيقي عدد x •2

. x ∈ ℝحيث 1 + ıx
1 − ıx الشكل على z كتابة يمكن فإنه z ≠ −1 كان إذا أنه بينِّ •3

: لدينا •1 الحلّ.
||z − 0|| = ʶ(cos 𝛼)л + (sin 𝛼)л = √1 = 1

و المعلم) ,O(0(مبدأ 0) مركزها التي الدائرة إلى تنتمي z لاحقتها التي النقطة فإنّ 𝛼 الحقيقي العدد يكن مهما إذن،
. 1 نصفقطرها

.𝒞 (O, 1) الدائرة هي 𝛼 يتغيرّ عندما z الأعداد صور مجموعة إذن،

: لدينا ذلك، على علاوةً مُعرّف. 1 + ıx
1 − ıx فالعدد إذن 1 − ıx ≠ 0 أنّ الواضح من حقيقياً. عدداً x ليكن •2

|
|
||
1 + ıx
1 − ıx

|
|
||
=

||1 + ıx||
||1 − ıx||

= √1 + xл

ʶ1 + (−x)л
= 1

. 1 + ıx
1 − ıx = cos 𝛼 + ı sin 𝛼 : بحيث 𝛼 ∈ ℝ يوجد أنه نستنتج

: لدينا أخرى، جهة من
1 + ıx
1 − ıx = −1 + ıx + 2

1 − ıx = − (1 − ıx) + 2
1 − ıx = −1 + 2

1 − ıx ≠ −1

. 1 + ıx
1 − ıx ≠ −1 : فإنّ xالحقيقي العدد يكن مهما إذن،

: بالتالي و cos 𝛼
2 ≠ 0 منه 𝛼 ≠ 𝜋 (mod 2𝜋) فإنّ z ≠ −1 أنّ بما . z = cos 𝛼 + ı sin 𝛼 = eѸഁ ليكن •3

z = eѸഁ = eѸഁ/л

e−Ѹഁ/л = cos ഁ
л + ı sin ഁ

л
cos ഁ

л − ı sin ഁ
л

=gray���cos ഁ
л 1ڀ + tan ഁ

л ځ
gray���cos ഁ

л 1ڀ + tan ഁ
л ځ

= 1 + ı tan ഁ
л

1 − ı tan ഁ
л

. z = 1 + ıx
1 − ıx و x ∈ ℝ : فيكون x = tan 𝛼

2 نضع
: فإنّ z ∈ ℂ كان و 1 طويلتها التي المركبة الأعداد كانت𝕌مجموعة إذا : الخلاصة

z ∈ 𝕌 ⧵ {−1} ⟺ ∃x ∈ ℝ ∣ z = 1 + ıx
1 − ıx

■

𝟭𝟰𝟬
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.. .𝟕𝟔 .�
. zл = ı

2ı√3 − 2
و zк = 1 + ı√3

1 − ı√3
حيث مركبان عددان zл و zк

: الجبري الشكل على اكتبها و التالية الأعداد من أحسبكلا

zск
zмл

•5

zкмк + 1
zкмк − 1 •6

zк
zл

•3

zпк ⋅ zклл •4

zк + zл •1

zк ⋅ zл •2

: لدينا الحلّ.

zк = 1 + ı√3
1 − ı√3

= 1ڂ + ı√3ڃ
л

1л + √3л
= 1 + 2ı√3 − 3

4 = −1
2 + ı√3

2

= cos 2𝜋
3 + ı sin 2𝜋

3 = j =
ʲ
1, 2𝜋

3 ʳ

zл = ı
2ı√3 − 2

=
ı 2ı√3−ڂ − ڃ2

ڃ3√2ڂ
л

+ 2л
= 2√3 − 2ı

16 = √3
8 − 1

8ı

= 1
4 چ

√3
2 − 1

2ıڇ
= 1

4 𝜋−ڂcosڂ
ڃ6 + ı sinڂ−𝜋

ڃڃ6 =
ʲ
1
4 , −𝜋

6ʳ

: بالتالي و

zк + zл = −1
2 + ı√3

2 + √3
8 − 1

8ı = √3 − 4
8 + 4√3 − 1

8 ı •1

zк ⋅ zл =
ʲ
1, 2𝜋

3 ʳ
⋅
ʲ
1
4 , −𝜋

6ʳ
=
ʲ
1 × 1

4 , 2𝜋
3 − 𝜋

6ʳ
=
ʲ
1
4 , 𝜋

2ʳ
= 1

4ı •2

zк
zл

= ʱ1, лഏ
м ٳ

ʱкн , −ഏ
п ٳ

=
ʴ
1
к
н

, 2𝜋
3 + 𝜋

ٶ6
=
ʲ
4, 5𝜋

6 ʳ
= cosڄ4 5𝜋

6 + ı sin 5𝜋
6 څ •3

= 4
چ

−√3
2 + 1

2ıڇ
= −2√3 + 2ı

zпк ⋅ zклл =
ʲ
1, 2𝜋

3 ʳ

п
⋅
ʲ
1
4 , −𝜋

6ʳ

кл
=
ʲ
1п, 6 × 2𝜋

3 ʳ
⋅
ʴڄ

1
څ4

кл
, 12 × 𝜋−ڂ

ٶڃ6
•4

= [1, 4𝜋] ⋅
ʲ

1
2лн

, −2𝜋
ʳ

=
ʲ
1 × 1

2лн
, 4𝜋 − 2𝜋

ʳ
=
ʲ

1
2лн

, 2𝜋
ʳ

= 1
2лн

zск
zмл

= ʱ1, лഏ
м ٳ

с

ʱкн , −ഏ
п ٳ

м = 1ٴ
с, 8 × лഏ

м ٷ

ڀٴ
к
нځ

м , 3 × ഏ−ڀ
пٷځ

= ʱ1, кпഏ
м ٳ

ʱ к
пн , −ഏ

л ٳ
= ʱ1, нഏ

м ٳ
ʱ к
пн , −ഏ

л ٳ
•5

= cos нഏ
м + ı sin нഏ

м
− к

пн ı
= 64ı

چ
−1
2 − ı√3

2 ڇ
= 32√3 − 32ı

𝟭𝟰𝟭
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zкмк + 1
zкмк − 1 = ʱ1, лഏ

м ٳ
км + 1

ʱ1, лഏ
м ٳ

км − 1
= ʱ1, лпഏ

м ٳ + 1
ʱ1, лпഏ

м ٳ − 1
= ʱ1, лഏ

м ٳ + 1
ʱ1, лഏ

м ٳ − 1
= cos лഏ

м + ı sin лഏ
м + 1

cos лഏ
м + ı sin лഏ

м − 1
•6

= −к
л + ı̤м

л + 1
−к

л + ı̤м
л − 1

= 1 + ı√3
−3 + ı√3

= 1ڂ + ı√33−ڂڃ − ı√3ڃ
3л + √3л

= −3 − ı√3 − 3ı√3 + 3
12 = −√3

3 ı

■

.. .𝟕𝟕 .�
. z = √2 + ı√6

2 (1 − ı) : مركبحيث عدد z

الجبري. الشكل على النتائج أكتبكل . zлйкп و zкттй ، zкл ، zп : الأعداد من أحسبكلا •1

حقيقيا. عدداً zѫ يكون حتى n المعدوم) (غير الطبيعي العدد قيم عينَّ •2
عليها. المتحصل n للعدد قيمة أصغر أجل من zѫأحسب

صرفا. تخيلياً zѫ يكون حتى nالطبيعي العدد قيم عينَّ •3

: لدينا الحلّ.
z = √2

2 ⋅ 1 + ı√3
1 − ı =

к+Ѹ̤м
л

̤л−Ѹ̤л
л

= cos ഏ
м + ı sin ഏ

м
cos ഏ−ڀ

нځ + ı sin ഏ−ڀ
нځ

= eѸഏ/м

e−Ѹഏ/н = eѸپಒ
ת + ಒ

׫ ٿ = eрѸഏ/кл

: منه •1
zп = ځeрѸഏ/клڀ

п = eп×рѸഏ/кл = eрѸഏ/л = e−Ѹഏ/л = −ı
zкл = ځeрѸഏ/клڀ

кл = eрѸഏ = eѸഏ = −1

zкттй = ځeрѸഏ/клڀ
кттй = eкттй×рѸഏ/кл = eкппѸഏ−Ѹ׫רಒ

שר = e−рѸഏ/п = −√3
2 + 1

2ı

zлйкп = ځeрѸഏ/клڀ
лйкп = eлйкп×рѸഏ/кл = eкпсѸഏ = eлѸഏ = 1

: فإنّ zѫ = eрѫѸഏ/кл أنّ بما •2

zѫ ∈ ℝ ⟺ Im (zѫ) = 0 ⟺ sinڄ
7n𝜋
12 څ = 0 ⟺ 7n𝜋

12 = 0 (mod 𝜋)

⟺ 7n = 0 (mod 12) ⟺ n = 0 (mod 12) (gcd (7, 12) = 1 (لأنّ

. مضاعفات12 من n يكون أن يجب حقيقيا عدداً zѫ يكون حتى إذن،
. zкл = −1 أنّ وجدنا n = 12 لأجل

: بالمثل •3

zѫ ∈ ıℝ ⟺ Re (zѫ) = 0 ⟺ cosڄ
7n𝜋
12 څ = 0 ⟺ 7n𝜋

12 = 𝜋
2 (mod 𝜋)

⟺ 7n = 6 (mod 12) ⟺ 7 × 7n = 7 × 6 (mod 12)
⟺ 49n = 42 (mod 12) ⟺ n = 6 (mod 12) ⟺ n = 12k + 6 = 6 (2k + 1) , k ∈ ℕ

𝟭𝟰𝟮
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ليسمن و مضاعفات6 من (أي 6 للعدد الفردية المضاعفات من n يكون أن يجب صرفا تخيلياً zѫ ليكون بالتالي، و
. مضاعفات12)

■

.. .𝟕𝟖 .�

. z = (x − 2) cosڂ 𝜋
4 + ı sin 𝜋

ڃ4 : المركب للعدد عمدة و الطويلة ، xالحقيقي العدد قيم حسب ، عينِّ •1

إشارته. د حدِّ ثمّ حقيقي zктсй العدد أنّ بينَّ •2

: فإنّ 20 صفحة 8 المبرهنة حسب و ؛ z = (x − 2) eѸഏ/н : لدينا •1 الحلّ.
؛ z = 0 فإنّ x = 2 كان إذا •

؛ arg (z) = 𝜋
4 (mod 2𝜋) و |z| = x − 2 : فإنّ x > 2 كان إذا •

. arg (z) = 𝜋 + 𝜋
4 = 5𝜋

4 (mod 2𝜋) و |z| = 2 − x : فإنّ x < 2 كان إذا و •

: فإنّ 1980 = 4 × 495 أنّ بما •2
zктсй = (x − 2)ктсй eктсйѸഏ/н = (x − 2)ктсй eнтоѸഏ = (x − 2)ктсй eѸഏ = − (x − 2)ктсй

.− (x − 2)ктсй ≤ 0 إذن زوجي عدد 1980 لكن حقيقي. عدد هو و
سالب. حقيقي عدد zктсй العدد الأخير، في

■

.. .𝟕𝟗 .�

. z = 𝛼 (1 + ı tan 𝜃)кй

1 + tanл 𝜃
: المركب للعدد عمدة و الطويلة أوجد . حقيقيان عددان 𝜃 و 𝛼

: لدينا الحلّ.
z = 𝛼 (1 + ı tan 𝜃)кй

1 + tanл 𝜃
= 𝛼 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)кй

cosкй 𝜃 × cosл 𝜃 = ځeѸഈڀ
кй 𝛼 cosс 𝜃 = eкйѸഈ𝛼 cosс 𝜃

: فإنّ 20 صفحة 8 المبرهنة فحسب cosс 𝜃 ≥ 0 أنّ بما و

؛ z = 0 : فإنّ cos 𝜃 = 0 أو 𝛼 = 0 كان إذا أي 𝛼 cosс 𝜃 = 0 كان إذا •

: فإنّ cos 𝜃 ≠ 0 و 𝛼 > 0 كان إذا أي 𝛼 cosс 𝜃 > 0 كان إذا •

|z| = 𝛼 cosс 𝜃 و arg (z) = 10𝜃 (mod 2𝜋)

: فإنّ cos 𝜃 ≠ 0 و 𝛼 < 0 كان إذا أي 𝛼 cosс 𝜃 < 0 كان إذا و •

|z| = −𝛼 cosс 𝜃 و arg (z) = 𝜋 + 10𝜃 (mod 2𝜋)

■

𝟭𝟰𝟯
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.. .𝟖𝟎 .#. zкzл + 1 ≠ 0 و ||zк|| = ||zл|| = حيث1 مركبان عددان zл و zк
حقيقي. zк + zл

1 + zкzл
العدد أنّ برهن

: منه zл = 1
zл

فإنّ ||zл|| = 1 أنّ بما و ، zк = 1
zк

فإنّ ||zк|| = 1 أنّ بما الحلّ.

ڄ
zк + zл
1 + zкzлڅ

= zк + zл
1 + zкzл

= zк + zл
1 + zкzл

=
к
ѷר + к

ѷש
1 + к

ѷר ⋅ к
ѷש

=
ѷש+ѷר
ѷרѷש

ѷרѷש+к
ѷרѷש

= zк + zл
1 + zкzл

■ حقيقي. zк + zл
1 + zкzл

فالعدد بالتالي و

.. .𝟖𝟏 .#
: أي |z| = 1 كان إذا فقط و إذا Aتخيليصرف = 1 + z

1 − z العدد أنّ أثبت . z ∈ ℂ ⧵ {1} ليكن

Reڄ
1 + z
1 − zڅ = 0 ⟺ |z| = 1

: فيكون x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الأولى: الطريقة الحلّ.
A = 1 + x + ıy

1 − x − ıy = (1 + x + ıy) (1 − x + ıy)
(1 − x)л + yл

= (1 + x) (1 − x) − yл + ı (1 + x + 1 − x)
(1 − x)л + yл

= 1 − xл − yл

(1 − x)л + yл
+ 2ı

(1 − x)л + yл

Re (A) = 0 ⟺ 1 − xл − yл

(1 − x)л + yл
= 0 : إذن

⟺ xл + yл = 1 ⟺ |z|л = 1 ⟺ |z| = 1

: الثانية الطريقة

A ∈ ıℝ ⟺ A = −A ⟺ ڄ
1 + z
1 − zڅ = −1 + z

1 − z

⟺ 1 + z
1 − z = −1 + z

1 − z ⟺ (1 + z) (1 − z) = − (1 − z) (1 + z)

⟺ 2 − 2zz = 0 ⟺ zz = 1 ⟺ |z|л = 1 ⟺ |z| = 1

■

.. .𝟖𝟐 .#. |uv + vw + wu| = |u + v + w| : أنّ أثبت . |u| = |v| = |w| = حيث1 مركبة wأعداد ، v ، u

𝟭𝟰𝟰
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: منه z = 1
z فإنّ |z| = 1 كان إذا أنه ر نُذكِّ الحلّ.

|u + v + w| = |u + v + w| = ||u + v + w|| = ||u + v + w|| =
|
|
||
1
u + 1

v + 1
w

|
|
||

= |
||
uv + uw + vw

uvw
|
|| = |uv + uw + vw|

|uvw| = |uv + uw + vw|
|u| ⋅ |v| ⋅ |w|

= |uv + uw + vw|
1 ⋅ 1 ⋅ 1 = |uv + uw + vw|

■ المطلوب. هو و

.. .𝟖𝟑 ؟#. صرفا تخيليا ؟ حقيقياً Z = zл + z + 1 العدد تجعل التي zالمركب العدد قِيَم هي ما

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
Z = (x + ıy)л + (x + ıy) + 1 = xл − yл + 2ıxy + x + ıy + 1 = xлڀ − yл + x + ځ1 + ıy (2x + 1)

: منه
حقيقي Z ⟺ Im (Z) = 0 ⟺ y (2x + 1) = 0 ⟺ y = 0 أو 2x + 1 = 0

. y = 0 و x = −1
2 المعادلتين ذوَيْ المستقيمين اتحاد هي نبحثعنها التي المجموعة إذن

تخيليصرف Z ⟺ Re (Z) = 0 ⟺ xл − yл + x + 1 = 0 ⟺ xڄ + 1
څ2

л
− 1

4 − yл + 1 = 0

⟺ (y − 0)л − xڄ + 1
څ2

л
= 3

4 =
چ
√3
2 ڇ

л

معادلتا و x = −1
2 المعادلة ذو المستقيم محوره ،Ω1−ڄ

2 , څ0 مركزه الذي الزائد القطع هي نبحثعنها التي المجموعة إذن

. y = xڄ± + 1
څ2 هما المقاربَينْ مستقيمَيْه

■

.. .𝟖𝟒 .#: أنّ أثبت للوحدة. النونية الجذور 𝕌مجموعة لتكن

∀u ∈ 𝕌 , ∀z ∈ ℂ∗ ,
|
|
||
u − 1

z
|
|
||
= |u − z|

|z|

: فإنّ z ∈ ℂ∗ كان إذا بالتالي و u = 1
u منه |u| = 1 فإنّ u ∈ 𝕌 أنّ بما الحلّ.

|
|
||
u − 1

z
|
|
||
=

|
|
||
1
u − 1

z
|
|
||
= |

||
z − u
uz

|
|| =

||− (u − z)||
||u|| ⋅ ||z||

=
||u − z||
1 × ||z||

= |u − z|
|z|

■ . v ∈ ℂمركب عدد لكل ||v|| = |v| و |−v| = |v| لأنّ

𝟭𝟰𝟱
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.. .𝟖𝟓 .#
.A ∈ ℝ+ أنّ أثبت .A = b (c − a)л

a (c − b)л
نضع . b ≠ cبحيث a,b, c ∈ 𝕌 ليكن

. تساوي1 طويلتها التي المركبة الأعداد أيمجموعة الوحدة جذور كلّ مجموعة 𝕌هي أنّ ر نُذكِّ الحلّ.
ف. Aمُعَرَّ = b (c − a)л

a (c − b)л
فالمقدار b ≠ c أنّ بما و a ≠ 0 فإنّ a ∈ 𝕌 أنّ بما

: لدينا . u = c − a
c − b نضع

u = c − a
c − b = c − a

c − b =
1
c − 1

a
1
c − 1

b
=

a − c
ac

b − c
bc

= b
a ⋅ c − a

c − b = b
au

: منه

A = b
a ڂ

c − a
c − bڃ

л
= b

au
л = ڄ

b
auڅu = uu = |u|л ∈ ℝ+

■

.. .𝟖𝟔 .�. 𝛼 = 2 − 2ı√3 : مركبحيث عدد 𝛼

. zн = 𝛼 : حلفيℂالمعادلة ثمّ المثلثي شكله على 𝛼أكتب •1

. zн = 𝛼 : تحقق التي z المركبة الأعداد ثمّ ، uл = 𝛼 تحقق التي u المركبة الأعداد عينِّ الجبرية، الطريقة باستعمال •2

. sin 11𝜋
12 و cos 11𝜋

12 قيمتَيْ إستنتج •3

: لدينا •1 الحلّ.
𝛼 = 2 − 2ı√3 = 4

چ
1
2 − ı√3

2 ڇ
= 4 𝜋−ڂcosڂ

ڃ3 + ı sinڂ−𝜋
ڃڃ3 = ,4ٴ −𝜋

ٷ3

. 𝛼 للعدد المثلثي الشكل هو و
: لكن . 𝛼 للعدد الرابعة الجذور هي zн = 𝛼 المعادلة حلول

𝛼 = ,4ٴ −𝜋
ٷ3 = 4e−Ѹഏ/м = 2e−Ѹഏ/кл√ڂ

ڃ
н

أي −ı√2e−Ѹഏ/кл و ı√2e−Ѹഏ/кл ، −√2e−Ѹഏ/кл ،√2e−Ѹഏ/кл الأعداد هي zн = 𝛼 المعادلة فحلول بالتالي و
.√2e−рѸഏ/кл 2eоѸഏ/кл√و ،√2eккѸഏ/кл ،√2e−Ѹഏ/кл الأعداد

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع u = x + ıy نضع •2

uл = 𝛼 ⟺ xл − yл + 2ıxy = 2 − 2ı√3 ⟺

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

xл − yл = 2
2xy = −2√3

xл + yл = ʷ2л + ڃ3√2ڂ
л

= 4

𝟭𝟰𝟲
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لنجد الثانية المعادلة نُعوّضفي و x = √3 نختار . x = أي3√± 2xл = 6 ينتج الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع
. y = −1

: لدينا أخرى جهة من .−√3 + ı 3√و − ı هما حلاّن uл = 𝛼 للمعادلة الأخير، في
zн = 𝛼 ⟺ ځzлڀ

л = 𝛼 ⟺ zл = 3√ڂ± − ıڃ

3√ڂ±. − ıڃ للعددين التربيعية الجذور البحثعن يجب بالتالي و

: لدينا .√3 − ı للعدد تربيعياً جذراً v = a + ıb ليكن

vл = √3 − ı ⟺ aл − bл + 2ıab = √3 − ı ⟺
⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

aл − bл = √3
2ab = −1

aл + bл = ʶ√3л + 1л = 2

. a = ±ʵ4 + 2√3
2 أي a = ±ʷ

2 + √3
2 منه 2aл = 2 + ينتج3√ الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع

. b = ±ʵ4 − 2√3
2 أي 2bл = 2 − ينتج3√ الثالثة من الأولى المعادلة بطرح

الإشارة. في مختلفان b و a أنّ نستنتج الثانية المعادلة من

.−ʵ4 + 2√3
2 + ıʵ4 − 2√3

2 و ʵ4 + 2√3
2 − ıʵ4 − 2√3

2 هي zл = √3 − ı المعادلة حلول الأخير، في

: يلي كما أو نفسالطريقة، اتّباع 3√−يمكن + ı للعدد التربيعيين الجذرين لإيجاد

−√3 + ı = 3√ڂ− − ıڃ = ıл
ʴ

±
چ
ʵ4 + 2√3

2 − ıʵ4 − 2√3
2 ٶڇ

л

=
ʴ

±ı
چ
ʵ4 + 2√3

2 − ıʵ4 − 2√3
2 ٶڇ

л

=
ʴ

±
چ
ʵ4 − 2√3

2 + ıʵ4 + 2√3
2 ٶڇ

л

.−ʵ4 − 2√3
2 − ıʵ4 + 2√3

2 و ʵ4 − 2√3
2 + ıʵ4 + 2√3

2 3√−هما + ı للعدد التربيعيان الجذران إذن،

zн = 𝛼 المعادلة فحلول بالتالي و 4 − 2√3 = 3√ڂ − ڃ1
л
و 4 + 2√3 = 3√ڂ + ڃ1

л
أنّ نلاحظ أن يمكن

.−√3 − 1
2 − ı√3 + 1

2 و √3 − 1
2 + ı√3 + 1

2 ،−√3 + 1
2 + ı√3 − 1

2 ، √3 + 1
2 − ı√3 − 1

2 هي:

و [0, 𝜋] على متناقصة أيضاً هي و cos7−ڄ𝜋
څ12 = cos 7𝜋

12 و cosڂ− 𝜋
ڃ12 = cos 𝜋

12 إذن زوجية cos الدالة •3
: بالتالي

cos 𝜋
12 ≥ cos 5𝜋

12 ≥ cos 7𝜋
12 ≥ cos 11𝜋

12
: لكن

√3 + 1
2 ≥ √3 − 1

2 ≥ −√3 − 1
2 ≥ −√3 + 1

2

𝟭𝟰𝟳
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: أنّ نستنتج منه

e−Ѹഏ/кл = √3 + 1
2 − ı√3 − 1

2 , eоѸഏ/кл = √3 − 1
2 + ı√3 + 1

2
e−рѸഏ/кл = −√3 − 1

2 − ı√3 + 1
2 , eккഏ/кл = −√3 + 1

2 + ı√3 − 1
2

: التالي الجدول منه و

𝜃 cos 𝜃 sin 𝜃

𝜋
12

√3 + 1
2

√3 − 1
2

5𝜋
12

√3 − 1
2

√3 + 1
2

7𝜋
12 −√3 − 1

2
√3 + 1

2
𝟏𝟏𝝅
𝟏𝟐 −√𝟑 + 𝟏

𝟐
√𝟑 − 𝟏

𝟐
■

.. .𝟖𝟕 .�

xڀ − eѸഈځ xڀ − e−Ѹഈځ = xл − 2x cos 𝜃 + 1 : أنّ أثبت حقيقيا. عدداً 𝜃 ليكن •1

.f(x) = xн + 1 : يلي كما المعرفة الحدود كثير دالة f لتكن •2
بمعاملات الثانية الدرجة من حدود كثيرَيْ علىشكلجداء f للدالة استنتجتحليلاً 1−ثمّ للعدد الرابعة الجذور أوجد

حقيقية.

.1 + zн + zс = 0 بحيث مركبا عدداً z ليكن •3
للوحدة) عَشرَي إثنا جذر z أنّ (أي zкл = 1 يحُقق z أنّ أثبت

: النتيجة إلى نصل التبسيط بالنشرو •1 الحلّ.
xڀ − eѸഈځ xڀ − e−Ѹഈځ = xл − eѸഈڀ + e−Ѹഈځ x + eѸഈe−Ѹഈ = xл − 2x cos 𝜃 + 1

: لدينا •2
zн = 1 ⟺ zл = 1 أو zл = −1 ⟺ z = ±1 أو z = ±ı

. 1, −1, ı, −ı : هي للوحدة الرابعة الجذور إذن،
للوحدة. الرابعة بالجذور وضربها إحداها معرفة يكفي ،−1 للعدد الرابعة الجذور لإيجاد

للعدد الرابعة الجذور أنّ نستنتج منه eѸഏ/н هي −1 للعدد الرابعة الجذور إحدى إذن −1 = eѸഏ = e−Ѹഏ لكن
ı = eѸഏ/л أنّ بما و eѸഏ/н, −eѸഏ/н, ıeѸഏ/н, −ıeѸഏ/н أي eѸഏ/н × 1, eѸഏ/н × −1, eѸഏ/н × ı, eѸഏ/н × −ı1−هي
: نجد التبسيط بعد و eѸഏ/н, eѸپഏ/н−ഏٿ, eѸپഏ/н+ഏ/лٿ, eѸپഏ/н−ഏ/лٿ : تُكتب الجذور هذه فإنّ −ı = e−Ѹഏ/л و

eѸഏ/н, e−мѸഏ/н, eмѸഏ/н, e−Ѹഏ/н

𝟭𝟰𝟴
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عوامل بالتالينستنتجالتحليلالآتيلهعلىشكلجداء 1−و للعدد الرابعة الجذور بالتحديد هي f كثيرالحدود جذور
f(x) = xн + 1 = xڀ − eѸഏ/нځ xڀ − e−Ѹഏ/нځ xڀ − eмѸഏ/нځ xڀ − e−мѸഏ/нځ : الأولى الدرجة من

f(x) = xڂ
л − 2x cosڂ

𝜋
ڃ4 + xڄڃ1

л − 2x cosڄ
3𝜋
4 څ + څ1 : نجد (مرّتين) الأوّل السؤال نتيجة بتطبيق و

f(x) = xн + 1 = xڂ
л − √2x + xڂڃ1

л + √2x + أيڃ1
: المربع إتمام طريقة باتّباع النتيجة هذه على الحصول يمكن ⧏ : 23 ملاحظة

xн + 1 = xн + 2xл + 1 − 2xл = xлڀ + ځ1
л − ڃ2x√ڂ

л
= xڂ

л + 1 − √2xڂڃx
л + 1 + √2xڃ

⧐

و الثابتة كثيراتالحدود هي للتحليل القابلة غير كثيراتالحدود المركبة، الأعداد فيمجموعة ⧏ : 24 ملاحظة
كثيرات هي للتحليل القابلة غير كثيراتالحدود الحقيقية، الأعداد مجموعة في و الأولى، الدرجة من الحدود كثيرات
(حتى سالبتماماً مميّزها التي الثانية الدرجة من كثيراتالحدود و الأولى الدرجة من كثيراتالحدود ، الثابتة الحدود
من عوامل إلىجداء للتحليل قابلة لكنها مركبة كلها التيجذورها f ذلكالدالة مثال و حقيقي جذر أيّ لها يكن لم و

الثانية). ⧏الدرجة

.(z = 1 ⟹ 1 + zн + zс = 1 + 1 + 1 = 3 ≠ 0 : (لأنّ z ≠ 1 أنّ أوّلاً نلاحظ •3

1 + zн + zс = 0 : أنّ نعلم
z + zо + zт = 0 : z بالعدد المساواة بضربطرفي

zл + zп + zкй = 0 : ثانية مرة z بالعدد المساواة بضربطرفي
zм + zр + zкк = 0 : ثالثة مرة و

.
кк
௝
Ѩ=й

zѨ = 0 : لنجد طرف المساوياتطرفاًإلى هذه نجمع الآن،

منه
кк
௝
Ѩ=й

zѨ = 1 − zкл
1 − z = 0 : هندسية لمتتالية الجزئي للمجموع العامة الصيغة تطبيق فبإمكاننا ، z ≠ 1 أنّ بما و

.zкл = 1
Xкл − 1 الحدود لكثير جذر z Xсفإنّ + Xн + 1 الحدود لكثير جذراً z كان إذا أنه هنا أثبتنا ⧏ : 25 ملاحظة

: لدينا بالتحديد و ، Xкл − 1 يقسم Xс + Xн + 1 أنّ يعني هذا و
Xкл − 1 = Xڂ

с + Xн + Xڂڃ1
н − ڃ1

: النتيجة هذه تعميم يمكن كما ،tм − 1 = (t − 1) tڂ
л + t + ڃ1 المتطابقة في t = Xнبالتعويض عليه نحصل و

∀n ∈ ℕ , Xмѫ − 1 = Xڂ
лѫ + Xѫ + ڃ1 Xѫڀ − ځ1

⧐

■

المركبة الأعداد تطبيقات 3.VI

𝟭𝟰𝟵
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المركبة الأعداد تطبيقات .3.VI

.. .𝟖𝟖 .�: التالية للأعداد التربيعية أحسبالجذور

24 − 10ı •7
48 + 14ı •8

7 + 24ı •5
3 − 4ı •6

3 + 4ı •3
8 − 6ı •4

1 •1
ı •2

الصيغة هذه تطبيق ثم التربيعية للجذور عامة البحثعنصيغة الأفضل فمن مرات، عدة نفسالعملية نكرر أننا بما الحلّ.
المدروسة. الحالات على

. x,y ∈ ℝ مع له تربيعيا جذراً 𝜁 = x + ıy ليكن و a,b ∈ ℝ مع مركبا عدداً z = a + ıb ليكن
و xл − yл + 2ıxy = a + ıb منه xл + yл = ʵaл + bл و (x + ıy)л = a + ıbأي ||𝜁||л = |z| و 𝜁л = z لدينا

.
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

xл − yл = a
2xy = 2b

xл + yл = ʶaл + bл
: بالتالي و xл + yл = ʵaл + bл

. x = ±
ʸ

a + ʵaл + bл

2 أي 2xл = a + ʵaл + bл ينتج الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع

. y = ±
ʸ

−a + ʵaл + bл

2 أي 2yл = −a + ʵaл + bл ينتج الثالثة من الأولى المعادلة بطرح
نفسالإشارة. لهما b و xy : الشرط مراعاة مع y و x نختار

𝜁к = −1 هما z = 1 للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي و y = ±0 و x = ±1 منه b = 0 و a = أي1 z = 1 لدينا •1
. 𝜁л = 1 و

بالتالي و الإشارة نفس من y و x فإنّ b > 0 أنّ بما . y = ± 1
√2

و x = ± 1
√2

منه b = 1 و a = أي0 z = ı •2

. 𝜁л = −1 − ı
√2

و 𝜁к = 1 + ı
√2

هما ı للعدد التربيعيان الجذران

بالتالي و الإشارة نفس لهما y و x إذن b > 0 لكن . y = ±1 و x = ±2 منه b = 4 و a = 3 أي z = 3 + 4ı •3
. 𝜁л = −2 − ı و 𝜁к = 2 + ı هما 3 + 4ı للعدد التربيعيان فالجذران

إذن الإشارة نفس من y و x فإنّ b < 0 أنّ بما و y = ±1 و x = ±3 منه b = −6 و a = 8 أي z = 8 − 6ı •4
. 𝜁л = −3 + ı و 𝜁к = 3 − ı هما 8 − 6ı للعدد التربيعيان فالجذران

بالتالي و نفسالإشارة من y و x فإنّ b > 0 أنّ بما و y = ±3 و x = ±4 منه b = 24 و a = أي7 z = 7 + 24ı •5
. 𝜁л = −4 − 3ı و 𝜁к = 4 + 3ı هما 7 + 24ı للعدد التربيعيان فالجذران

بالتالي و الإشارة نفس لهما y و x إذن b < 0 لكن .y = ±1 و x = ±2 منه b = −4 و a = أي3 z = 3 − 4ı •6
. 𝜁л = −2 + ı و 𝜁к = 2 − ı هما 3 − 4ı للعدد التربيعيان فالجذران

التربيعيين الجذرين مرافقَا هما 3 − 4ı للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي و 3 − 4ı = 3 + 4ı أنّ ملاحظة أيضاً يمكن
. 3 + 4ı للعدد

و نفسالإشارة من y و x فإنّ b < 0 أنّ بما و y = ±1 و x = ±5 منه b = −10 و a = أي24 z = 24 − 10ı •7
. 𝜁л = −5 + ı و 𝜁к = 5 − ı هما 24 − 10ı للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي

بالتالي و نفسالإشارة لهما y و x إذن b > 0 لكن . y = ±1 و x = ±7 منه b = 14 و a = أي48 z = 48 + 14ı •8
. 𝜁л = −7 − ı و 𝜁к = 7 + ı هما 48 + 14ı للعدد التربيعيان فالجذران

𝟭𝟱𝟬
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■ مرة. كل في العامة الطريقة اتباع مع أي y و x للعددين السابقة الصيغ استعمال دون التمرين أعد : تدريبي تمرين

.. .𝟖𝟗 .�: التالية الأعداد من لكل التربيعيين الجذرين عينِّ

2ı − 1
2 + ı •4 20 − 21ı •3 1 + ı√3 •2 8 − 6ı •1

: لدينا •1 الحلّ.
8 − 6ı = 9 − 1 − 2 × 3ı = 3л − 2 × 3 × ı + ıл = (3 − ı)л

.−3 + ı و 3 − ı هما 8 − 6ı للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي، و

: لدينا •2

1 + ı√3 = 2
چ
1
2 + ı√3

2 ڇ
= 2eѸഏ/м = 2eѸഏ/п√ڂ

ڃ
л

=
چ
√2

چ
√3
2 + 1

2ıڇڇ

л

=
چ
√6
2 + ı√2

2 ڇ

л

.−√6
2 − ı√2

2 و √6
2 + ı√2

2 هما 1 + ı√3 للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي و

: لدينا •3

20 − 21ı = 1
2 (40 − 42ı) = 1

2 7ڂ
м − 2 × 7 × 3ı + (3ı)лڃ = 1

2 (7 − 3ı)л = ڄ
7 − 3ı
√2 څ

л

.−7√2
2 + ı3√2

2 و 7√2
2 − ı3√2

2 هما 20 − 21ı للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي و

: لدينا •4

2ı − 1
2 + ı = (2ı − 1) (2 − ı)

2л + 1л
= 4ı + 2 − 2 + ı

5 = ı = eѸഏ/л = ځeѸഏ/нڀ
л =

چ
√2
2 + ı√2

2 ڇ

л

.−√2
2 − ı√2

2 و √2
2 + ı√2

2 هما 2ı − 1
2 + ı للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي و

■

.. .𝟗𝟎 .�
. z = 4

1 + ı√3
: مركبحيث عدد z

. z للعدد عمدة و الطويلة عينِّ •1
. z للعدد التربيعيين الجذرين بطريقتينمختلفتين أحسب •2

𝟭𝟱𝟭
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: لدينا •1 الحلّ.

z = 4
1 + ı√3

=
4 1ڂ − ı√3ڃ
1л + √3л

= 4 − 4ı√3
4 = 1 − ı√3 = 2

چ
1
2 − ı√3

2 ڇ
= 2e−Ѹഏ/м

. arg (z) = −𝜋
3 (mod 2𝜋) و |z| = 2 : بالتالي و

و √2e−Ѹഏ/п هما z للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي و z = 2e−Ѹഏ/п√ڂ
ڃ
л
لدينا : المثلثي الشكل باستخدام •2

.−√6
2 + √2

2 ı و √6
2 − √2

2 ı2√−أيe−Ѹഏ/п

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z للعدد تربيعيا جذراً x + ıy ليكن الجبري: الشكل باستخدام

(x + ıy)л = z ⟺ xл − yл + 2ıxy = 1 − ı√3 ⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xл − yл = 1
2xy = −√3

xл + yл = 2

. x = ±√3
√2

= ±√6
2 أي 2xл = 3 : ينتج الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع

. y = −√2
2 لنجد الثانية المعادلة نُعوّضفي و مثلاً x = √6

2 نختار

.−√6
2 + √2

2 ı و √6
2 − √2

2 ı هما z للعدد التربيعيان الجذران الأخير، في
■

.. .𝟗𝟏 .�
. z = 1 − cos 𝜃 + ı sin 𝜃

1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃 : مركبحيث عدد z و 𝜃 ∈ ]𝜋, 2𝜋[حقيقيحيث عدد 𝜃

. z للعدد عمدة و الطويلة عينِّ •1
. z للعدد التربيعيين أحسبالجذرين •2

: لدينا •1 الحلّ.
z = 1 − cos 𝜃 + ı sin 𝜃

1 + cos 𝜃 − ı sin 𝜃 = 1 − e−Ѹഈ

1 + e−Ѹഈ = e−Ѹഈ/л eѸഈ/лڀ − e−Ѹഈ/лځ
e−Ѹഈ/л eѸഈ/лڀ + e−Ѹഈ/лځ

= 2ı sin ഈ
л

2 cos ഈ
л

= ı tan 𝜃
2 = eѸഏ/л tan 𝜃

2

: فإنّ 20 صفحة 8 المبرهنة فحسب ؛ tan 𝜃
2 < 0 بالتالي و 𝜃

2 ∈ ٷ
𝜋
2 , 𝜋ٴ فإنّ 𝜃 ∈ ]𝜋, 2𝜋[ أنّ بما

. arg (z) = 𝜋 + 𝜋
2 = 3𝜋

2 (mod 2𝜋) و |z| = − tan 𝜃
2

: لدينا •2

z = − tan 𝜃
2e

мѸഏ/л =
−ʷچ tan 𝜃

2e
мѸഏ/н

ڇ

л

=
ʷ−1چ

2 tan 𝜃
2 (−1 + ı)

ڇ

л

. (1 − ı)ʶ−к
л tan ഈ

л و (−1 + ı)ʶ−к
л tan ഈ

л هما z للعدد التربيعيان فالجذران إذن
■

𝟭𝟱𝟮
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.. .𝟗𝟐 .#: التاليين للعددين التربيعية الجذور أوجد

(a,b ∈ ℝ) 4ab + 2 aڂ
л − bл

ڃ ı •2 7 + 24ı •1

: لدينا . 7 + 24ı للعدد تربيعيا جذراً z = x + ıy ليكن •1 الحلّ.
zл = xл − yл + 2ıxy = 7 + 24ı ⟺

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

xл + yл = ||7 + 24ı|| = ʶ7л + 24л = 25
xл − yл = 7

2xy = 24

الثالثة المعادلة من فيكون x = 4 مثلاً نأخذ . x = ±4 منه 2xл = 25 + 7 ينتج الثانية و الأولى المعادلتين بجمع
. y = 3

.− (4 + 3ı) و 4 + 3ı هما 7 + 24ı للعدد التربيعيين الجذرين إذن
الحسابات بكلهذه القيام مركبدون تربيعيلعدد جذر إيجاد فيبعضالأحيان، الممكن، من ⧏ : 26 ملاحظة
و التخيلي24 جزئه إلى ننظر ،7 + 24ı للعدد تربيعي جذر لإيجاد : مثلاً العدد. لهذا التخيلي الجزء إلى بالنظر ذلك و
الشروط مراعاة مع السابقة) الثالثة المعادلة يُكافئ هذا (و صحيحين عددين ضعفجداء شكل على كتابته نحاول

التالية:

. سالبين) (أو موجبين نختارهما بالتالي و نفسالإشارة للعددين إذن موجب، التخيلي الجزء •

زوجي. الآخر و فردي أحدهما إذن فردي الحقيقي7 الجزء •

التخيلي. جزئه من المطلقة) (بالقيمة أكبر التربيعي للجذر الحقيقي الجزء إذن موجب الحقيقي7 الجزء •

الآخر و فردي أحدهما و |x| > ||y|| ، xy = بحيث12 y و x سالبين) (أو موجبين عددين عن نبحث الأخير، في
التربيعيين الجذرين إذن (4 + 3ı)л = 7 + 24ı أنّ بسهولة نتحقق . y = 3 و x = 4 منه 12 = 3 × لكن4 زوجي.

.−4 − 3ı و 4 + 3ı هما للعدد

⧐

: لدينا . 4ab + 2ı aڂ
л − bл

ڃ للعدد تربيعيا جذراً z = x + ıy ليكن الأولى: الطريقة •2

zл = 4ab + 2ı aڂ
л − bл

ڃ ⟺

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

xл + yл = |
||4ab + 2ı aڂ

л − bл
ڃ

|
|| = 2 aڂ

л + bл
ڃ

xл − yл = 4ab
2xy = 2 aڂ

л − bл
ڃ

چ
|
||4ab + 2ı aڂ

л − bл
ڃ

|
|| = ʷ16aлbл + 4 aлڂ − bл

ڃ
л

= ʶ4aн + 8aлbл + 4bн مع

= 2ʶaн + 2aлbл + bн = 2ʷڂaл + bл
ڃ
л

= 2 aڂ
л + bл

ڇڃ

. x = ± (a + b) منه 2xл = 2 aڂ
л + bл

ڃ + 4ab = 2 (a + b)л ينتج الثانية و الأولى المعادلتين بجمع

. y = ± (a − b) منه 2yл = 2 aڂ
л + bл

ڃ − 4ab = 2 (a − b)л ينتج الأولى المعادلة من الثانية المعادلة بطرح

𝟭𝟱𝟯
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: تُكتب الثالثة المعادلة
xy = aл − bл = (a + b) (a − b) = [− (a + b)] [− (a − b)]

. y و x للعددين بالنسبة سالبة) أو (موجبة نفسالإشارة نختار بالتالي و

: هما 4ab + 2 aڂ
л − bл

ڃ ı للعدد التربيعيين الجذرين إذن
(a + b) + ı (a − b) و − (a + b) − ı (a − b)

: لدينا : الثانية الطريقة
Z = 4ab + 2ı aڂ

л − bл
ڃ = 2ı aٴ

л − bл − 2ıabٷ = 2ı (a − ıb)л = 2ı𝜔л

نبحثعن :u = 2ı = 0 + 2ı للعدد تربيعي جذر إيجاد Zيكفي للعدد تربيعي جذر لإيجاد إذن . 𝜔 = a − ıb مع
(Re(u) = 0 = xл − yл (لأنّ متساويين (Im(u) > 0 لأنّ سالبين—( موجبين—أو y و xعددينصحيحين

: إذن 2ı = (1 + ı)л منه للمسألة حل x = y = 1 أنّ بسهولة نتحقق . 1 حاصلضربهما و

Z = 4ab + 2 aڂ
л − bл

ڃ ı = 2ı (a − ıb)л

= (1 + ı)л (a − ıb)л = ((1 + ı) (a − ıb))л

= ((a + b) + ı (a − b))л

هما Z للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي و
(a + b) + ı (a − b) و − (a + b) − ı (a − b)

■

.. .𝟗𝟑 . 

. z + |z| = 0 : حلفيℂالمعادلة •1

. 2 arg (z + |z|) = arg (z) (mod 2𝜋) : أنّ أثبت . z ∉ ℝ− بحيث مركبا عدداً z ليكن •2
. ||zк|| = ||zл|| و zк + zл ≠ بحيث0 مركبين عددين zл و zк ليكن •3

. arg (zк) + arg (zл) = 2 arg (zк + zл) (mod 2𝜋) : أنّ أثبت

: لدينا . x,y ∈ ℝحيث z = x + ıy نضع •1 الحلّ.
z + |z| = 0 ⟺ x + ıy + ʶxл + yл = 0 ⟺

⎧
⎨⎩

x + ʶxл + yл = 0
y = 0

⟺
ʯ
x + ʵxл = 0

y = 0

⟺
ʯ

|x| = −x
y = 0 ⟺

ʯ
x ∈ ℝ−
y = 0 ⟺ z ∈ ℝ−

.𝒮 = ℝ− = ]−∞, 0] : هي الحلول مجموعة إذن

: لدينا حسبخواصالعمدة، و ؛ z + |z| ≠ 0 فإنّ z ∉ ℝ− كان إذا السابق، السؤال حسب •2

2 arg (z + |z|) = arg (z) (mod 2𝜋) ⟺ argڂ(z + |z|)лڃ = arg (z) (mod 2𝜋)

⟺ arg
چ
(z + |z|)л

z ڇ
= 0 (mod 2𝜋) ⟺ (z + |z|)л

z ∈ ℝ∗
+

𝟭𝟱𝟰
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: لكن . (z + |z|)л
z ∈ ℝ∗

+ : أنّ إثبات يكفي إذن

(z + |z|)л
z = zл + 2z |z| + |z|л

z = z + 2 |z| + |z|л
z = z + 2 |z| + zz

z
= z + z + 2 |z| = 2Re (z) + 2 |z| = 2 (Re (z) + |z|)

z ≠ 0 أنّ بما و (z + |z|)л
z ∈ ℝ+ أي

(z + |z|)л
z ≥ 0 إذن ، z ∈ ℂ لكل Re (z) ≤ |z| لكن حقيقي. عدد هو و

المطلوب. هو و (z + |z|)л
z > 0 منه Re (z) + |z| > 0 فإنّ

: فإنّ zкzл ≠ 0 أنّ بما •3
arg (zк) + arg (zл) = 2 arg (zк + zл) (mod 2𝜋) ⟺ arg (zкzл) = argڂ(zк + zл)лڃ (mod 2𝜋)

⟺ arg
چ
(zк + zл)л

zкzл ڇ
= 0 (mod 2𝜋)

⟺ (zк + zл)л
zкzл

∈ ℝ∗
+

: لكن . (zк + zл)л
zкzл

∈ ℝ∗
+ : أنّ إثبات يكفي إذن

(zк + zл)л
zкzл

= zлк + 2zкzл + zлл
zкzл

= zк
zл

+ 2 + zл
zк

= zлzк
||zк||л

+ 2 + zкzл
||zл||л

: منه ||zк||л = ||zк|| ⋅ ||zл|| = ||zк|| ⋅ ||zл|| فإنّ ||zк|| = ||zл|| أنّ بما و

(zк + zл)л
zкzл

= zкzл + zлzк
||zк||л

+ 2 = zкzл + zкzл
||zк||л

+ 2

= 2Re (zкzл) + 2 ||zк||л

||zк||л
= 2

ʴ
Re (zкzл) + ||zк|| ||zл||

||zк||л ٶ

= 2
ʴ

Re (zкzл) + ||zкzл||
||zк||л ٶ

حقيقي. عدد هو و

أنّ بما و . Re (zкzл) + ||zкzл||
||zк||л

∈ ℝ+ أي
Re (zкzл) + ||zкzл||

||zк||л
≥ 0 إذن ، z ∈ ℂ لكل − Re (z) ≤ |z| لكن

المطلوب. هو و Re (zкzл) + ||zкzл||
||zк||л

> 0 فإنّ فرضاً zк + zл ≠ 0

■

.. .𝟗𝟒 .�
. zк بدلالة zм و zл عن عبرِّ مُعطى. مركب لعدد التكعيبية الجذور zм ، zл ، zк لتكن •1

الأسي. الشكل و المثلثي الشكل على أكتبها ثم zп + (7 − ı) zм − 8 − 8ı = 0 المعادلة حلول أوجد •2
.( (9 + ı)лاحسب و Z = zм ضع : (إرشاد

𝟭𝟱𝟱
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. zмк = zмл = zмм إذن . مثنى مثنى مختلفة مركب، لعدد تكعيبية جذوراً zм و zл ، zк لتكن •1 الحلّ.
منه zк ≠ 0 إذن ! تناقض هذا و مختلفة ليست الجذور فهذه بالتالي و zл = zм = 0 فإنّ zк = 0 كان إذا

ڄ.
zл
zкڅ

м
= ڄ

zм
zкڅ

м
= 1

و j ، 1 الأعداد أي للوحدة التكعيبية الجذور فهي إذن تساوي1 مكعباتها و مثنى مثنى مختلفة zм
zк

و zл
zк

، 1 الأعداد

. zм = jлzк و zл = jzк أي شيئاً) يُغيرّ ذلكلا لكن
zм
zк

= j و zл
zк

= jл (أو zмzк
= jл و zл

zк
= j بالتالي و jл

الأخرى. نعرفالجذور فإننا مركب، لعدد التكعيبية الجذور أحد بمعرفة أنه يعني هذا

Zл + (7 − ı) z− المعادلة Zفتصبح = zм نضع و (9 + ı)л = 81+18ı−1 = 80+18ıنحسب : الإرشاد نتبع •2
. 8 − 8ı = 0

Zк = : حلاّن لها بالتالي و Δ = (7 − ı) − 4 (−8 − 8ı) = 80 + 18ı = (9 + ı)л هو المعادلة هذه مميّز
. Zк = −7 + ı + 9 + ı

2 = 1 + ı و −7 + ı − 9 − ı
2 = −8

. 1 + ı 8−و للعددين التكعيبية الجذور البحثعن يجب الحل، لإتمام

−8 للعدد التكعيبية الجذور السابق، السؤال فحسب 1 + ı = √2eѸഏ/н = ڂ
2eѸഏ/кл√׭

ڃ
м
8−و = (−2)м لكن

و 2eоഏ/м ، −2 هي الجذور هذه فإنّ −1 = eѸഏ أنّ بما و −2eнѸഏ/м و −2eлѸഏ/л ، أي2− −2jл و −2j ، −2 هي
. 2eഏ/м و 2e−ഏ/м أي2−، 2eрഏ/м

و 2eмѸഏ/н√׭ ، 2eѸഏ/кл√׭ أي 2eѸഏ/клjл√׭ و 2eѸഏ/клj√׭ ، 2eѸഏ/кл√׭ هي 1 + ı للعدد التكعيبية الجذور
. 2eкрѸഏ/кл√׭

.𝒮 = ʫ−2, 2e−ഏ/м, 2eഏ/м, ,2eѸഏ/кл√׭ ,2eмѸഏ/н√׭ 2eкрѸഏ/кл√׭
ʬ فيالأخير،مجموعةحلولالمعادلةهي:

■

.. .𝟗𝟓 .�
. Z = −1 + ı

4 للعدد التكعيبية أحسبالجذور

. jм = 1 أنّ نذكّر و j = eлѸഏ/м نضع الحلّ.
: لدينا . (94 (تمرين السابق التمرين نتيجة نُطبّق

1
4 (−1 + ı) = √2

4 چ
−√2

2 + ı√2
2 ڇ

= 2−м/л
cosڄ 3𝜋

4 + ı sin 3𝜋
4 څ =

چ
√2
2 eѸഏ/н

ڇ

м

: هي Z للعدد التكعيبية الجذور إذن

zк = √2
2 eѸഏ/н , zл = j√2

2 eѸഏ/н = √2
2 eккѸഏ/кл , zм = jл√2

2 eѸഏ/н = √2
2 eктѸഏ/кл

■

.. .𝟗𝟔 .�. 11 + 2ı و 2 − 2ı للعددين التكعيبية أحسبالجذور

𝟭𝟱𝟲
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VI
تطبيقية تمارين .VI

: لدينا الحلّ.
2 − 2ı = 2√2

چ
√2
2 − ı√2

2 ڇ
= cosڂ2√2 𝜋

4 − ı sin 𝜋
ڃ4 = 2м/лe−Ѹഏ/н = 2e−Ѹഏ/кл√ڂ

ڃ
м

هي أي j = eлѸഏ/м حيث √2e−Ѹഏ/клjл و √2e−Ѹഏ/клj ، √2e−Ѹഏ/кл هي 2 − 2ı للعدد التكعيبية فالجذور بالتالي و
.√2eоѸഏ/н = −1 − ı 2eрѸഏ/кл√و ،√2e−Ѹഏ/кл الأعداد

لا بالتالي و شهيرة زاوية ليست arg (11 + 2ı) إذن 11 + 2ı = 5√5
چ
11√5
25 + ı2√5

25 ڇ
منه ||11 + 2ı|| = 5√5 لدينا

الأسي. الشكل استعمال نستطيع
. x,y ∈ ℝ مع 11 + 2ı للعدد تكعيبياً جذراً x + ıy ليكن

أي ||x + ıy||м = ||11 + 2ı|| = 5√5 و xм − 3xyл + ı 3xлyڀ − yмځ = 11 + 2ı أي (x + ıy)м = 11 + 2ı لدينا
ʵxлأي + yл = ينتج5√ للطرفين (الحقيقي) التكعيبي الجذر بأخذ و ʵxлڂ + yлڃ

м
= 5√5 = ʵ5м = ڃ5√ڂ

м

.
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xڀxл − 3yлځ = 11
y 3xлڀ − yлځ = 2
xл + yл = 5

: إذن . xл + yл = 5

. yл = 5 − xл نجد الأخيرة المعادلة من
. 4xм − 15x − 11 = أي0 x 4xлڀ − ځ15 = 11 لنجد الأولى المعادلة نُعوّضفي

. 4yм − 15y + 2 = أي0 y 15ڀ − 4yлځ = 2 لنجد الثانية المعادلة نُعوّضفي . xл = 5 − yл نجد الأخيرة المعادلة من
نستعمل (أو 4yм − 15y + 2 = 0 للمعادلة حلّ y = −2 أنّ و 4xм − 15x − 11 = 0 للمعادلة حلّ x = −1 أنّ نلاحظ

: هما الآخرين التكعيبيين الجذرين . 11 + 2ı للعدد تكعيبي 1−جذر − 2ı بالتالي و (x = −1 مع الأخيرة المعادلة

(−1 − 2ı) jл = 1 − 2√3
2 + ı2 + √3

2 و (−1 − 2ı) j = 1 + 2√3
2 + ı2 − √3

2
■ للوحدة). تكعيبي (جذر j = eлѸഏ/м مع

.. .𝟗𝟕 .�: التالية للأعداد التكعيبية الجذور عينِّ

4√2 (1 + ı) •3 1 + ı tan 𝜃
1 − ı tan 𝜃 •2 ı + √3

ı − √3
•1

. jм = 1 أنّ نذكّر و j = eлѸഏ/м نضع الحلّ.
. (94 (تمرين السابق التمرين نتيجة نُطبّق

: لدينا •1
ı + √3
ı − √3

=
̤м
л + к

л ı
̤м
л + к

л ı
= eѸഏ/п

eоѸഏ/п = eѸپಒ
׭ ಒ׬−

׭ ٿ = e−лѸഏ/м = eнѸഏ/м = ځeнѸഏ/тڀ
м

. jлeнѸഏ/т و jeнѸഏ/т ، eнѸഏ/т الأعداد هي ı + √3
ı − √3

للعدد التكعيبية فالجذور بالتالي و

: لدينا •2
1 + ı tan 𝜃
1 − ı tan 𝜃 = cos 𝜃 + ı sin 𝜃

cos 𝜃 − ı sin 𝜃 = eѸഈ
e−Ѹഈ = eлѸഈ = ځeлѸഈ/мڀ

м

. jлeлѸഈ/м و jeлѸഈ/м ، eлѸഈ/м الأعداد هي 1 + ı tan 𝜃
1 − ı tan 𝜃 للعدد التكعيبية فالجذور بالتالي و

𝟭𝟱𝟳
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المركبة الأعداد تطبيقات .3.VI

: لدينا •3

4√2 (1 + ı) = 8
چ
√2
2 + ı√2

2 ڇ
= 8eѸഏ/н = ځ2eѸഏ/клڀ

м

: لدينا . 2jлeѸഏ/кл و 2jeѸഏ/кл ، 2eѸഏ/кл الأعداد هي 4√2 (1 + ı) للعدد التكعيبية فالجذور بالتالي و

2jeѸഏ/кл = 2eѸഏ/клeлѸഏ/м = 2eѸپ ಒ
ಒש+שר

ת ٿ = 2eмѸഏ/н

2jлeѸഏ/кл = 2eѸഏ/клeнѸഏ/м = 2eѸپ ಒ
ಒ׫+שר

ת ٿ = 2eкрѸഏ/кл

■

.. .𝟗𝟖 .�. Z = −119 + 120ı للعدد الرابعة أحسبالجذور

sin 𝜃 = 120
169 و cos 𝜃 = −119

169 منه r = ʶ(−119)л + 120л = √28561 = 169 : لدينا . Z = [r, 𝜃] نضع الحلّ.
لذلكنبحثعن الرابعة جذوره Zلإيجاد الأسيللعدد الشكل إستعمال يمكن لا أنه يعني هذا و ليستشهيرة 𝜃 الزاوية إذن
التربيعية. جذوره عن أوّلاً نبحث إذن التربيعية لجذوره التربيعية الجذور هي Z للعدد الرابعة الجذور لكن، أخرى. طريقة

. zл = Z ⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xл − yл = −119
2xy = 120

xл + yл = 169
: لدينا . x,y ∈ ℝ مع Z للعدد تربيعياً جذراً z = x + ıy ليكن

أي y = 12 الثانية) المعادلة (من يكون x = 5 لأجل . x = ±25 منه 2xл = 50 ينتج الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع
و zк للعددين التربيعية الجذور البحثعن يجب الحل، لإتمام . zл = −5 − 12ı يكون x = −5 لأجل و zк = 5 + 12ı

. 5 + 12ı = (3 + 2ı)л أنّ لاحظنا إذا للوحدة الرابعة بالجذور لهما التربيعية الجذور يكفيضربأحد أو ؛ zл
و ı (3 + 2ı) ، − (3 + 2ı) ، 3 + 2ı هي Z للعدد الرابعة الجذور إذن . −ı و ı ، −1 ، 1 هي للوحدة الرابعة الجذور
■ . 2 − 3ı 2−و + 3ı ،−3 − 2ı ، 3 + 2ı الأعداد ı−أي (3 + 2ı)

.. .𝟗𝟗 .�: التالية الحالات من حالة كل في z للعدد النونية الجذور عينّ

z = 9√3
2 1ڂ − ı√3ڃ و n = 5 •4

z = 32 ıڂ − ڃ3√ و n = 6 •5

z = −ı و n = 6 •6

z = −7 − 24ı و n = 4 •1

z = 8 − 8ı√3 و n = 4 •2

z = 32ı و n = 5 •3

للوحدة. النونية الجذور في وضربه النونية الجذور هذه أحد معرفة مركبيكفي لعدد النونية الجذور لإيجاد الحلّ.
: بالتالي 7−و = 9 − 16 = 3л + (−4ı)л 24ı−و = 2 × 3 × (−4ı) أنّ نلاحظ •1

−7 − 24ı = 3л + 2 × 3 × (−4ı) + (−4ı)л = (3 − 4ı)л

: إذن 3 = 2л + (−ı)л 4ı−و = 2 × 2 × (−ı) بالمثل،
3 − 4ı = 2л + 2 × 2 × (−ı) + (−ı)л = (2 − ı)л

و ı (2 − ı) ،− (2 − ı) ، 2− ı الأعداد 7−هي − 24ı للعدد الرابعة فالجذور بالتالي 7−و − 24ı = (2 − ı)н منه
.−1 − 2ı و 1 + 2ı ،−2 + ı ، 2 − ı الأعداد ı−أي (2 − ı)

𝟭𝟱𝟴
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: لدينا •2
8 − 8ı√3 = 16

چ
1
2 − ı√3

2 ڇ
= 16e−Ѹഏ/м = ځ2e−Ѹഏ/клڀ

н

أي −2ıe−Ѹഏ/кл و 2ıe−Ѹഏ/кл ، −2e−Ѹഏ/кл ، 2e−Ѹഏ/кл الأعداد هي 8 − 8ı√3 للعدد الرابعة فالجذور بالتالي و
. 2e−кмѸഏ/кл و 2eоѸഏ/кл ، 2eккѸഏ/кл ، 2e−Ѹഏ/кл الأعداد

و 2ıeпѸഏ/о ، 2ıeнѸഏ/о ، 2ıeлѸഏ/о ، 2ı الأعداد هي 32ı للعدد الخامسة فالجذور بالتالي و 32ı = (2ı)о أنّ نلاحظ •3
. 2eлкѸഏ/кй و 2eкрѸഏ/кй ، 2eкмѸഏ/кй ، 2eтѸഏ/кй ، 2ı الأعداد أي 2ıeсѸഏ/о

: لدينا •4
9√3
2 1ڂ − ı√3ڃ = 3р/лe−Ѹഏ/м = 3ڂ

р/кйe−Ѹഏ/ко
ڃ
о

: الأعداد هي 9√3
2 1ڂ − ı√3ڃ للعدد الخامسة فالجذور بالتالي و

3р/кйe−Ѹഏ/коeсѸഏ/о و 3р/кйe−Ѹഏ/коeпѸഏ/о ، 3р/кйe−Ѹഏ/коeнѸഏ/о ، 3р/кйe−Ѹഏ/коeлѸഏ/о ، 3р/кйe−Ѹഏ/ко

. 3р/кйeлмѸഏ/ко و 3р/кйeкрѸഏ/ко ، 3р/кйeккѸഏ/ко ، 3р/кйeѸഏ/м ، 3р/кйe−Ѹഏ/ко الأعداد أي

: لدينا •5
32 ıڂ − ڃ3√ = 64

چ
−√3

2 + 1
ڇ2

= 64eоѸഏ/п = ځ2eоѸഏ/мпڀ
п

: الأعداد هي 32 ıڂ − ڃ3√ للعدد السادسة فالجذور بالتالي و

2eоѸഏ/мпeкйѸഏ/п و 2eоѸഏ/мпeсѸഏ/п ، 2eоѸഏ/мпeпѸഏ/п ، 2eоѸഏ/мпeнѸഏ/п ، 2eоѸഏ/мпeлѸഏ/п ، 2eоѸഏ/мп

. 2eпоѸഏ/мп و 2eомѸഏ/мп ، 2eнкѸഏ/мп ، 2eлтѸഏ/мп ، 2eкрѸഏ/мп ، 2eоѸഏ/мп الأعداد أي

: لدينا •6
−ı = ıм = ځeѸഏ/лڀ

м = ځeѸഏ/нڀ
п

: الأعداد ı−هي للعدد السادسة فالجذور بالتالي و
eѸഏ/нeкйѸഏ/п و eѸഏ/нeсѸഏ/п ، eѸഏ/нeпѸഏ/п ، eѸഏ/нeнѸഏ/п ، eѸഏ/нeлѸഏ/п ، eѸഏ/н

. eлмѸഏ/кл و eктѸഏ/кл ، eоѸഏ/н ، eккѸഏ/кл ، eрѸഏ/кл ، eѸഏ/н الأعداد أي

■

.. .𝟏𝟎𝟎 .�: التاليتين المعادلتين المركبة الأعداد مجموعة في حل

zн = 1 − ı
1 + ı√3

•2 zп = 1 + ı√3
1 − ı√3

•1

: لدينا •1 الحلّ.
1 + ı√3
1 − ı√3

= 2 cosڀ ഏ
м + ı sin ഏ

мځ
2 cosڀ ഏ−ڀ

мځ + ı sin ഏ−ڀ
мځځ

= eѸഏ/м

e−Ѹഏ/м = eѸഏ/м ⋅ eѸഏ/м = eлѸഏ/м = cos 2𝜋
3 + ı sin 2𝜋

3

𝟭𝟱𝟵
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: يكون ،(35 (صفحة النونية للجذور العامة الصيغة فحسب بالتالي، و

zѨ = cosڄ
2𝜋/3
6 + 2k𝜋

6 څ + ı sinڄ
2𝜋/3
6 + 2k𝜋

6 څ

= cosڄ
𝜋
9 + k𝜋

3 څ + ı sinڄ
𝜋
9 + k𝜋

3 څ , 0 ≤ k ≤ 5 .

: لدينا •2

1 − ı
1 + ı√3

= cosڀ2√ ഏ−ڀ
нځ + ı sin ഏ−ڀ

нځځ
2 cosڀ ഏ

м + ı sin ഏ
мځ

= √2
2 ⋅ e

−Ѹഏ/н

eѸഏ/м = √2
2 e−Ѹഏ/н ⋅ e−Ѹഏ/м

= √2
2 e−рѸഏ/кл = √2

2 eлѸഏ−ئ׮ಒ
שר = √2

2 eкрѸഏ/кл

: يكون ،(35 (صفحة النونية للجذور العامة الصيغة فحسب بالتالي، و

zѨ = ׫

ʸ
√2
2 cosڄ

17𝜋/12
4 + 2k𝜋

4 څ + ı sinڄ
17𝜋/12

4 + 2k𝜋
4 څ

= 1
2√ׯ

cosڄ
17𝜋
48 + k𝜋

2 څ + ı sinڄ
17𝜋
48 + k𝜋

2 څ , 0 ≤ k ≤ 3 .

■

.. .𝟏𝟎𝟏 .�
. −32
1 + ı√3

للعدد الثامنة الجذور و ı للعدد السابعة الجذور أوجد

: الأعداد أي eѸשپಒ
׮ ಒؖש+

׮ ٿ الأعداد هي ı للعدد السابعة الجذور فإنّ ı = eѸഏ/л أنّ بما الحلّ.
. k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} مع eлѸپѨ+кٿഏ/р

: أخرى جهة من
−32

1 + ı√3
= −16

eѸഏ/м = −16e−Ѹഏ/м = 16e−Ѹಒ
ת +Ѹഏ = 16eлѸഏ/м

: الأعداد أي ಒשپ16eѸ√ׯ
ׯ ಒؖש+

ׯ ٿ الأعداد هي −32
1 + ı√3

للعدد الثامنة الجذور إذن
. k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} مع √2eѸپѨ+кٿഏ/нٿ

■

.. .𝟏𝟎𝟐 .�. (z − 2) ⋅ zлڀ − 3ız + ځ4 = 0 : ℂالمعادلة المجموعة في حلّ
المثلثABCقائم. أنّ أثبت Cثمّ ، B ،Aالنقط أنشئ المعادلة. هذه حلول Cصور و B ،Aنسمي

: لدينا الحلّ.
(z − 2) ⋅ zлڀ − 3ız + ځ4 = 0 ⟺ z − 2 = 0 أو zл − 3ız + 4 = 0

. zй = 2 هو وحيد حلّ z − 2 للمعادلة •

𝟭𝟲𝟬
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: هو zл − 3ız + 4 = 0 المعادلة ممُيَِّز •

Δ = (−3ı)л − 4 × 4 = −9 − 16 = −25 = (5ı)л

. zл = 3ı + 5ı
2 = 4ı و zк = 3ı − 5ı

2 = −ı هما حلاّن لها بالتالي و

. 4ı ı−و ، هي2 حلول ثلاثة للمعادلة إذن،

1 2

−1

1

2

3

4

A

B

C

: لدينا .C (4ı) و B (−ı) ،A(2) نضع

zц − zф
zх − zф

= 4ı − 2
−ı − 2 = (2 − 4ı) (2 − ı)

2л + 1л
= 4 − 2ı − 8ı − 4

5 = −2ı

تخيليصرِف. عدد هو و
المثلث أنّ أي متعامدان (AB) و (AC) فالمستقيمان ، 53 صفحة 1 اللازمة حسب

.Aالرأس عند ABCقائم

■

.. .𝟏𝟎𝟑 .#. f(z) = zм − 2 3√ڂ + ıڃ zл + 4 1ڂ + ı√3ڃ z − 8ı علىℂبالعبارة المعرفة f الدالة نعتبر

. f(z) = (z − 2ı) zڂ
л − 2√3z + ڃ4 أنّ من تحقق •1

الأسي. و الجبري الشكلين على zм و zл ، zк أكتبالحلول . f(z) = 0 حلفيℂالمعادلة •2

دائرة على تقع أثبتأنها الترتيبثم على zм و zл ، zк الأعداد Mмصور Mлو ،Mкالمركبالنقط المستوي مثِّلفي •3
.O مركزها

OMкMлMм؟ الرباعي طبيعة هي ما •4

: لدينا •1 الحلّ.
f (2ı) = (2ı)м − 2 3√ڂ + ıڃ (2ı)л + 4 1ڂ + ı√3ڃ (2ı) − 8ı

= −8ı + 8 3√ڂ + ıڃ + 8 1ڂ + ı√3ڃ − 8ı = 0

: نكتب . z − 2ıعلى القسمة يقبل f (z) بالتالي و
f (z) = (z − 2ı) azлڀ + bz + cځ = azм + (b − 2aı) zл + (c − 2bı) z − 2cı

، a = أي1 −2cı = −8ı و c − 2bı = 4 1ڂ + ı√3ڃ ، b − 2aı = −2 3√ڂ + ıڃ ، a = 1 : ينتج بالمطابقة
. c = 4 و b = −2√3

. f (z) = (z − 2ı) zڂ
л − 2√3z + ڃ4 : إذن

. zл − 2√3z + 4 = 0 أو z − 2ı = 0 كان إذا فقط و إذا f (z) = 0 •2

𝟭𝟲𝟭
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−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

M1

M2

M3

O

12.VI شكل

؛ zк = 2ı هو وحيد حل الأولى للمعادلة •

و zл = √3 − ı هما حلاّن لها بالتالي Δດو = ڃ3√−ڂ
л

− 4 = −1 = ıл هو الثانية المختصرللمعادلة المُميِّز •

. zм = √3 + ı

: هو الحلول الأسيلهذه الشكل

zк = 2ı = 2 cosڂ 𝜋
2 + ı sin 𝜋

ڃ2 = 2eѸഏ/л

zл = √3 − ı = 2
چ
√3
2 − sin 1

2ıڇ
= 2 cosڂ 𝜋

6 − ı sin 𝜋
ڃ6 = 2e−Ѹഏ/п

zл = √3 + ı = 2
چ
√3
2 + sin 1

2ıڇ
= 2 cosڂ 𝜋

6 + ı sin 𝜋
ڃ6 = 2eѸഏ/п

: لدينا . 12.VI الشكل أنظر •3
OMк = ||zк − 0|| = ||zк|| = 2
OMл = ||zл − 0|| = ||zл|| = 2
OMм = ||zм − 0|| = ||zм|| = 2

. (2 نصفقطرها O(و مركزها دائرة على Mмتقع Mлو ،Mк النقط OMкإذن = OMл = OMм أي

متقايس OMлMм فالمثلث OMл = OMм أنّ بما و ๔MлOMм = 𝜋
6 − 𝜋−ڂ

ڃ6 = 𝜋
3 (mod 2𝜋) : لدينا •4

.MлMм = OMл = OMм أي الأضلاع

متقايس OMкMм فالمثلث بالتالي و OMл = OMм مع ๔MмOMк = 𝜋
2 − 𝜋

6 = 𝜋
3 (mod 2𝜋) بالمثل،

.MкMм = OMк = OMм منه الأضلاع
. مربّع) (أو معينّ فهو إذن متقايسة OMкMлMмكلها الرباعي أضلاع الأخير، في

MкMл OMмو قُطراه بالتالي (و ليسمربّع و OMкMлMмمعينّ إذن ๔MлOMк = 𝜋
2 − 𝜋−ڂ

ڃ6 > 𝜋
2 لكن

. متعامدان)
■

𝟭𝟲𝟮
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.. .𝟏𝟎𝟒 .�: التالية المعادلات من ℂكلا المجموعة في حلّ

zл − 4 (6 + ı) z + 3 (63 + 16ı) = 0 •9
ızл − 2z − 4ı − 4 = 0 •10

zл − 4 (6 + ı) z + 3 (8ı − 1) = 0 •11
zл + (10ı − 7) z − 11 − 41ı = 0 •12

ızл + (4ı − 3) z + ı − 5 = 0 •13
ızл + (1 + ı) z + 1 = 0 •14
zл + 2 (1 − ı) z − 1 = 0 •15
zл − 2ız − 1 + 2ı = 0 •16

zл + 18z + 1681 = 0 •1
zл + 6z + 25 = 0 •2
zл − 2z + 4 = 0 •3

zл − (5 + 3ı) z + 7ı + 4 = 0 •4
zл + (9ı − 5) z − 14 − 23ı = 0 •5

(4 − 3ı) zл − (10 + 5ı) z + 6ı = 0 •6
zл − (1 + 2ı) z + 3 (1 + ı) = 0 •7

zл − (3 + 2ı) z + 5 + ı = 0 •8

: هو المعادلة ممُيِّز •1 الحلّ.
Δ = 18л − 4 × 1681 = −6400 = (80ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = −18 − 80ı

2 = −9 − 40ı و zл = −1 + 40ı
2 = −9 + 40ı

.𝒮 = {−9 − 40ı, −9 + 40ı} : هي الحلول أيمجموعة

: هو المختصرللمعادلة المُميِّز •2
Δດ = 3л − 25 = −16 = (4ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = −3 − 4ı و zл = −3 + 4ı

.𝒮 = {−3 − 4ı, −3 + 4ı} : هي الحلول أيمجموعة

: هو المختصرللمعادلة المُميِّز •3
Δດ = (−1)л − 4 = −3 = ڃı√3ڂ

л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 1 − √3ı و zл = 1 + √3ı

.𝒮 = ʫ1 − √3ı, 1 + √3ıʬ : هي الحلول أيمجموعة

: هو المعادلة ممُيِّز •4
Δ = (− (5 + 3ı))л − 4 (4 + 7ı) = 2ı = 2eѸഏ/л = 2eѸഏ/н√ڂ

ڃ
л

= 21√ڄ + ı
√2 څ

л
= (1 + ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 5 + 3ı − 1 − ı

2 = 2 + ı و zл = 5 + 3ı + 1 + ı
2 = 3 + 2ı

.𝒮 = {2 + ı, 3 + 2ı} : هي الحلول أيمجموعة

𝟭𝟲𝟯
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: هو المعادلة ممُيِّز •5
Δ = (−5 + 9ı)л − 4 (−14 − 23ı) = 2ı = (1 + ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 5 − 9ı − 1 − ı

2 = 2 − 5ı و zл = 5 − 9ı + 1 + ı
2 = 3 − 4ı

.𝒮 = {2 − 5ı, 3 − 4ı} : هي الحلول أيمجموعة

: هو المعادلة ممُيِّز •6
Δ = (− (10 + 5ı))л − 4 (4 − 3ı) (6ı) = 3 + 4ı = 2л + 2 × 2 × ı + ıл = (2 + ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 10 + 5ı − 2 − ı

2 (4 − 3ı) = 2 + 4ı
5 و zл = 10 + 5ı + 2 + ı

2 (4 − 3ı) = 3 + 6ı
5

.𝒮 = ʭ
2
5 + 4

5ı,
3
5 + 6

5ıʮ : هي الحلول أيمجموعة

: هو المعادلة ممُيِّز •7
Δ = (− (1 + 2ı))л − 4 × 3 (1 + ı) = −15 − 8ı = 1л − 2 × 4ı + (4ı)л = (1 − 4ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 1 + 2ı − 1 + 4ı

2 = 3ı و zл = 1 + 2ı + 1 − 4ı
2 = 1 − ı

.𝒮 = {3ı, 1 − ı} : هي الحلول أيمجموعة

: هو المعادلة ممُيِّز •8
Δ = (3 + 2ı)л − 4 (5 + ı) = 15 − 8ı = 1л + 2 × 4ı + (4ı)л = (1 + 4ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 3 + 2ı − 1 − 4ı

2 = 1 − ı و zл = 3 + 2ı + 1 + 4ı
2 = 2 + 3ı

.𝒮 = {1 − ı, 2 + 3ı} : هي الحلول أيمجموعة

: هو المختصرللمعادلة المُميِّز •9
Δ = (−2 (6 + ı))л − 3 (63 + 16ı) = −49 = (7ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 2 (6 + ı) − 7ı = 12 − 5ı و zл = 2 (6 + ı) + 7ı = 12 + 9ı

.𝒮 = {12 − 5ı, 12 + 9ı} : هي الحلول أيمجموعة

: هو المختصرللمعادلة المُميِّز •10
Δ = (−1)л − ı (−4 − 4ı) = −3 + 4ı = 1л + 2 × 2ı + (2ı)л = (1 + 2ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 1 − 1 − 2ı

ı = −2 و zл = 1 + 1 + 2ı
ı = 2 − 2ı

.𝒮 = {−2, 2 − 2ı} : هي الحلول أيمجموعة

𝟭𝟲𝟰
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: هو المختصرللمعادلة المُميِّز •11
Δ = (−2 (6 + ı))л − 3 (−1 + 8ı) = 143 + 24ı = 12л + 2 × 12 × ı + ıл = (12 + ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 2 (6 + ı) − 12 − ı = ı و zл = 2 (6 + ı) + 12 + ı = 24 + 3ı

.𝒮 = {ı, 24 + 3ı} : هي الحلول أيمجموعة

: هو المعادلة ممُيِّز •12
Δ = (−7 + 10ı)л − 4 (−11 − 41ı) = −7 + 24ı = 3л + 2 × 3 × 4ı + (4ı)л = (3 + 4ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 7 − 10ı − 3 − 4ı

2 = 2 − 7ı و zл = 7 − 10ı + 3 + 4ı
2 = 5 − 3ı

.𝒮 = {2 − 7ı, 5 − 3ı} : هي الحلول أيمجموعة

: هو المعادلة ممُيِّز •13
Δ = (−3 + 4ı)л − 4ı (−5 + ı) = −3 − 4ı = 1л − 2 × 2ı + (2ı)л = (1 − 2ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = 3 − 4ı − 1 + 2ı

2ı = −1 − ı و zл = 3 − 4ı + 1 − 2ı
2ı = −3 − 2ı

.𝒮 = {−1 − ı, −3 − 2ı} : هي الحلول أيمجموعة

: هو المعادلة ممُيِّز •14
Δ = (1 + ı)л − 4 × ı × 1 = 1 + 2ı + ıл − 4ı = 1 − 2ı + ıл = (1 − ı)л

: هما حلاّن للمعادلة إذن
zк = − (1 + ı) − (1 − ı)

2ı = ı و zл = − (1 + ı) + (1 − ı)
2ı = −1

.𝒮 = {−1, ı} : هي الحلول أيمجموعة

: هو المعادلة ممُيِّز •15
Δ = 4 (1 − ı)л − 4 × 1 × (−1) = 4 1ڀ − 2ı − ıл + ځ1 = 4 (1 − 2ı) = 4Δດ

: منه 𝛿л = Δດ لدينا .Δດ للعدد تربيعياً جذراً 𝛿 = x + ıy ليكن .Δດ = 1 − 2ıحيث

𝛿л = Δດ ⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xл − yл = 1
2xy = −2

xл + yл = √5
⟺

⎧⎪
⎨⎪
⎩

2xл = 1 + √5
xy = −1

xл + yл = √5
⟺

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

xл = 1 + √5
2 = a

xy = −1

yл = −1 + √5
2 = b

: بالتالي و y = √b و x = −√a مثلاً ؛ xy < 0 بحيثيكون y و x نختار

Δ = 4Δດ = 4𝛿л = 4 a√−ڂ + ı√bڃ
л

= 2ٴ a√−ڂ + ı√bٷڃ
л

: هما حلاّن للمعادلة إذن

zк =
−2 (1 − ı) − 2 a√−ڂ + ı√bڃ

2 = −1 + ı + √a − ı√b = −1 − ʵ√10 + √2
2 +

چ
1 + ʵ√10 − √2

2 ڇ
ı

zл =
−2 (1 − ı) + 2 a√−ڂ + ı√bڃ

2 = −1 + ı − √a + ı√b = −1 + ʵ√10 + √2
2 +

چ
1 − ʵ√10 − √2

2 ڇ
ı

𝟭𝟲𝟱
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.𝒮 = ʫ−1 − ʵ̤кй+̤л
л + 1ڂ + ʵ̤кй−̤л

л ڃ ı, −1 + ʵ̤кй+̤л
л + 1ڂ − ʵ̤кй−̤л

л ڃ ıʬ الحلول: منهمجموعة

Δأي للعدد 𝛿 = a + ıbتربيعي جذر لنبحثعن .Δ = (−2ı)л − 4 (−1 + 2ı) − 4 + 4 − 8ı = −8ı : لدينا •16

.
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

aл + bл = ||Δ|| = 8
aл − bл = 0

2ab = −8
: يحُقق العدد هذا . 𝛿л = Δ = −8ıبحيث

فيكون a = 2 مثلاً نختار . a = ±2 منه 2aл = 8 نجد الأولى بالتعويضفي و bл = aл ينتج الثانية المعادلة من
. b = −2 الثالثة) المعادلة (من

. zл = 2ı + 2 − 2ı
2 = 1 و zк = 2ı − 2 + 2ı

2 = −1 + 2ı : أخيراً

. S = {1, −1 + 2ı} : هي الأولى المعادلة حلول مجموعة
■

.. .𝟏𝟎𝟓 .#

. 5 − 12ı للعدد المركبين التربيعيين الجذرين أوجد •1

صرفا. تخيليا ăحلا لها أنّ علماً zм − (1 + 2ı) zл + 3 (1 + ı) z − 10 (1 + ı) = 0 المعادلة حل •2
؟ السابقة المعادلة حلول هي رؤوسه لواحق الذي المثلث طبيعة هي ما •3

: منه u = a + ıb نضع . 5 − 12ı للعدد تربيعيا جذرا u ليكن •1 الحلّ.
uл = 5 − 12ı ⟺

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

aл + bл = ||5 − 12ı|| = ʶ5л + 12л = 13
aл − bл = 5

2ab = −12
المعادلة (من فيكون a = 3 مثلاً نختار . a = ±3 منه 2aл = 13 + 5 = ينتج18 الثانية و الأولى المعادلتين بجمع

. uл = 3 − 2ı و uк = −3 + 2ı : أخيراً . b = −2 الثالثة)
. uл = 3 − 2ı و uк = −3 + 2ı هما 5 − 12ı للعدد التربيعيين الجذرين إذن

التخيلي الحل ، 𝛼 ∈ ℝ مع ، zй = ı𝛼 ليكن . P(z) = zм − (1 + 2ı) zл + 3 (1 + ı) z − 10 (1 + ı) نضع •2
: لدينا . P(z) = 0 للمعادلة الصرف

P (ı𝛼) = 0 ⟺ (ı𝛼)м − (1 + 2ı) (ı𝛼)л + 3 (1 + ı) (ı𝛼) − 10 (1 + ı) = 0
⟺ −ı𝛼м + (1 + 2ı)𝛼л + 3 (−1 + ı)𝛼 − 10 (1 + ı) = 0
⟺ 𝛼лڀ − 3𝛼 − ځ10 + ı 𝛼м−ڀ + 2𝛼л + 3𝛼 − ځ10 = 0
⟺ 𝛼л − 3𝛼 − 10 = 0 و − 𝛼м + 2𝛼л + 3𝛼 − 10 = 0

الأخرى، المعادلة يحُقق الذي الوحيد 𝛼هو = 𝛼لكن2− = 5 𝛼و = −2 هما 𝛼лحلان − 3𝛼 − 10 = 0 للمعادلة
. P(z) = 0 للمعادلة الصرف التخيلي الحل هو zй = −2ı إذن

نجد أخرى) بطريقة (أو الإقليدية بالقسمة . x + 2ıعلى القسمة يقبل P(z) أنّ نستنتج
. P(z) = (z + 2ı) zлڀ − (1 + 4ı)z − 5 + 5ıځ

. zл − (1 + 4ı)z − 5 + 5ı = 0 المعادلة حلول الأخرىهي الحلول

𝟭𝟲𝟲
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التربيعيين جذريه أحد فإنّ السابق السؤال حسب Δو = (−1 − 4ı)л − 4 × 1 × (−5 + 5ı) = 5 − 12ı : لدينا
. zл = 1 + 4ı + 3 − 2ı

2 = 2 + ı و zк = 1 + 4ı − 3 + 2ı
2 = −1 + 3ı منه 3 − 2ı هو

. S = {−2ı, −1 + 3ı, 2 + ı} هي P(z) = 0 المعادلة حلول مجموعة أخيراً،

•3

−2 −1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

4

0

1

−2ı

−1 + 3ı

2 + ı

برسم. الإستعانة الأفضل من هنا،
الرأسالذي عند المثلثالمدروسقائم أنّ جانبه الشكل نلاحظعلى

الساقين. متساوي و 2 + ı لاحقته
. c = 2 + ı و b = −1 + 3ı ، a = −2ı نضع لنثبتذلك.

، c − b = 2 + ı + 1 − 3ı = 3 − 2ı : لدينا
c − a = 2 + ı + 2ı = 2 + 3ı

منه b − a = −1 + 3ı + 2ı = −1 + 5ı و
، ||c − b|| = ʶ3л + (−2)л = √13

|c − a| = ʵ2л + 3л = √13
: أنّ أي ||b − a|| = ʶ(−1)л + 5л = √26 و

||c − b||л + |c − a|л = ||b − a||л و ||c − b|| = |c − a|
الساقين. متساوي و قائم المثلث هذا إذن

■

.. .𝟏𝟎𝟔 .#
.u = aڂ + bj + cjлڂڃa + bjл + cjڃ و j = −1

2 + √3
2 ı نضع مركبة. أعداد ثلاثة c و b ، aلتكن

. 1 + j + jл و jм ، jл : الأعداد الجبري الشكل أكتبعلى •1

. u = aл + bл + cл − (ab + ac + bc) : أنّ أثبت •2

. aм + bм + cм − 3abc = u (a + b + c) : أنّ بينّ •3

. (𝛼, 𝛽 ∈ ℂ) ℂفي zм − 3𝛼𝛽z + 𝛼м + 𝛽м = 0 المعادلة حلول إستنتج •4

: الحسابات) لإجراء j = eлѸഏ/мالأسي الشكل إستعمال (يمكن لدينا •1 الحلّ.

jл =
چ

−1
2 + √3

2 ı
ڇ

л

= 1
4 − 1−ڄ2

چڅ2
√3
2 ı

ڇ
− 3

4 = −1
2 − √3

2 ı = j

jм = jл × j = j × j = ||j||л = 1
4 + 3

4 = 1

1 + j + jл = 1 + j + j = 1 + 2Re (j) = 1 + 1−ڄ2
څ2 = 0

. jм = 1 لأنّ 1 + j + jл = 1 − jм
1 − j = 0 : أنّ ملاحظة أيضاً يمكن

𝟭𝟲𝟳
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: (j + jл = −1 و jн = j ⋅ jм = j أنّ ر (نُذكِّ لدينا •2

aڂ + bj + cjлڂڃa + bjл + cjڃ = aл + abjл + acj + abj + bлjм + bcjл + acjл + bcjн + cлjм

= aл + bл + cл + (ab + ac + bc) j + (ab + ac + bc) jл

= aл + bл + cл + (ab + ac + bc) jڂ + jлڃ
= aл + bл + cл − (ab + ac + bc)

: لدينا •3

u (a + b + c) = aٴ
л + bл + cл − (ab + ac + bc)ٷ (a + b + c)

= aм +gray���aлb +gray��aлc +gray���abл + bм +gray��cbл +gray��acл +gray��bcл + cм

−gray���aлb −gray���abл − abc −gray��aлc − abc −gray��bcл − abc −gray��bлc −gray��bcл

= aм + bм + cм − 3abc

: يكون (c = 𝛽 و b = 𝛼 ، a = z (بأخذ السابق السؤال حسب •4

zм − 3𝛼𝛽z + 𝛼м + 𝛽м = 0 ⟺ (z + 𝛼 + 𝛽) zڂ + 𝛼j + 𝛽jлڂڃz + 𝛼jл + 𝛽jڃ = 0

⟺ z + 𝛼 + 𝛽 = 0 أو z + 𝛼j + 𝛽jл = 0 أو z + 𝛼jл + 𝛽j = 0
⟺ z = −𝛼 − 𝛽 أو z = −𝛼j − 𝛽jл أو z = −𝛼jл − 𝛽j

.𝒮 = ʫ−𝛼 − 𝛽, −𝛼j − 𝛽jл, −𝛼jл − 𝛽jʬ : هي المقترحة المعادلة حلول مجموعة إذن
■

.. .𝟏𝟎𝟕 .�: التالية المعادلات من ℂكلا المجموعة في حلّ

(z − ı)м = ı (z + ı)м •5

(z + 1)л + ı zлڀ + zځ
л = 0 •6

zн − (5 − 14ı) zл − 2 (5ı + 12) = 0 •7
zп − (1 − ı) zм − ı = 0 •8

zн + 1 = 0 •1
zн + 16 = 0 •2

zн + zл + 1 = 0 •3

(z + 1)н + (z + 2)л = 0 •4

: يلي كما أو ،−1 للعدد الرابعة الجذور بإيجاد المعادلة حلّ يمكن •1 الحلّ.
: بالتالي 2ı−و = ıл (1 + ı)л = (1 − ı)л منه 2ı = (1 + ı)л أنّ نلاحظ

zл + 1 = 0 ⟺ zн − ıл = 0 ⟺ zлڀ − ıځ zлڀ + ıځ = 0

⟺
ʴ
zл − ڄ

1 + ı
√2 څ

л

ʴٶ
zл − ڄ

1 − ı
√2 څ

л

ٶ
= 0

⟺
چ
z − √2 + ı√2

2 چڇ
z + √2 + ı√2

2 چڇ
z − √2 − ı√2

2 چڇ
z + √2 − ı√2

2 ڇ
= 0

⟺ z = ±√2 + ı√2
2 = ±eѸഏ/н أو z = ±√2 − ı√2

2 = ±eмѸഏ/н

𝟭𝟲𝟴
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.𝒮к =
ʯ
√2 + ı√2

2 , −√2 + ı√2
2 , √2 − ı√2

2 , −√2 + ı√2
2 ʰ

: هي الحلول مجموعة إذن

: السابقة) النتيجة (باستعمال يلي كما أو ،−16 للعدد الرابعة الجذور بإيجاد المعادلة حلّ يمكن •2
zн + 16 = 0 ⟺ zн

16 + 1 = 0 ⟺ ڂ
z
ڃ2

н
+ 1 = 0 ⟺ z

2 ∈ 𝒮к

.𝒮л = ʫ√2 + ı√2, −√2 − ı√2,√2 − ı√2, −√2 + ı√2ʬ : هي الحلول مجموعة إذن

هما حلاّن الأخيرة لهذه . Zл + Z + 1 = 0 : المعادلة فتصبح Z = zл نضع لحلّها، التربيع. مضاعفة المعادلة هذه •3
أي z = ±eѸഏ/м منه zл = j = eлѸഏ/м = ځeѸഏ/мڀ

л : بالتالي و للوحدة) الحقيقية غير التكعيبية (الجذور jл و j

؛ z = ±
چ
1
2 + ı√3

2 ڇ

. z = ±
چ

−1
2 + ı√3

2 ڇ
أي z = ±j منه zл = jл أو

.𝒮м =
ʯ
1
2 + ı√3

2 , −1
2 − ı√3

2 , −1
2 + ı√3

2 , 12 − ı√3
2 ʰ

: هي الحلول مجموعة الأخير، في

: لدينا •4

(z + 1)н + (z + 2)л = 0 ⟺ (z + 1)н = − (z + 2)л

⟺ (z + 1)н = ıл (z + 2)л

⟺ z)ڂ + 1)лڃ
л

= (ı (z + 2))л

⟺ (z + 1)л = ± (ı (z + 2))

: بالتالي و

. zл + (2 − ı) z + 1 − 2ı = أي0 (z + 1)л = ı (z + 2) إماّ •

.Δ = (2 − ı)л − 4 (1 − 2ı) = −1 + 4ı هو المميّز

: الحلاّن Δمنه للعدد تربيعي جذر ʵ−2 + 2√17
2 + ıʵ2 + 2√17

2 أنّ نجد الجبرية الطريقة باستعمال

zк = −2 + ı − ʵ−л+л̤кр
л − ıʵл+л̤кр

л
2 = −4 − ʵ−2 + 2√17

4 + ı4 − ʵ−2 + 2√17
4

zл = −2 + ı + ʵ−л+л̤кр
л + ıʵл+л̤кр

л
2 = −4 + ʵ−2 + 2√17

4 + ı4 + ʵ−2 + 2√17
4

. zл + (2 + ı) z + 1 + 2ı = أي0 (z + 1)л = −ı (z + 2) أو •

.Δ = (2 + ı)л − 4 (1 + 2ı) = −1 − 4ı هو المميّز

: الحلاّن Δمنه للعدد تربيعي جذر ʵ−2 + 2√17
2 − ıʵ2 + 2√17

2 أنّ نجد بالمثل،

zм = −2 − ı − ʵ−л+л̤кр
л + ıʵл+л̤кр

л
2 = −4 − ʵ−2 + 2√17

4 + ı4 + ʵ−2 + 2√17
4

zн = −2 − ı + ʵ−л+л̤кр
л − ıʵл+л̤кр

л
2 = −4 + ʵ−2 + 2√17

4 + ı4 − ʵ−2 + 2√17
4

𝟭𝟲𝟵
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.𝒮н = ʩzк, zл, zм, zнʪ : هي الحلول مجموعة الأخير، في

: فإنّ للمعادلة ليسحلاً z = −ı أنّ بما •5

(z − ı)м = ı (z + ı)м ⟺ ڂ
z − ı
z + ıڃ

м
= ı

⟺ ڂ
z − ı
z + ıڃ

м
= (−ı)м

⟺ z − ı
z + ı = −ı أو z − ı

z + ı = −jı أو z − ı
z + ı = −jлı

⟺ z = −−ı + 1
−ı − 1ı أو z = −−jı + 1

−jı − 1ı أو z = −−jлı + 1
−jлı − 1

ı

⟺ z = 1 أو z = 1
√3 − 2

= −√3 − 2 أو z = − 1
√3 + 2

= √3 − 2

.𝒮о = ʫ1, −√3 − 2,√3 − 2ʬ : هي الحلول مجموعة الأخير، في

: لدينا •6

(z + 1)л + ı zлڀ + zځ
л = 0 ⟺ zлڀ + zځ

л = −1
ı (z + 1)л

⟺ zлڀ + zځ
л = ı (z + 1)л = eѸഏ/л (z + 1)л

⟺ zлڀ + zځ
л = eѸഏ/нڀ (z + ځ(1

л

⟺ zл + z = eѸഏ/н (z + 1) أو zл + z = −eѸഏ/н (z + 1)
⟺ z = −1 أو z = eѸഏ/н أو z = −1 أو z = −eѸഏ/н

⟺ z = −1 أو z = √2
2 + ı√2

2 أو z = −√2
2 − ı√2

2

.𝒮п =
ʯ

−1, √2
2 + ı√2

2 , −√2
2 − ı√2

2 ʰ
: هي الحلول مجموعة الأخير، في

مُضاعف. z = −1 الحل لأنّ حلول 4 للمعادلة ⧏ : 27 ملاحظة

. (z + 1)л ʱ1 + ızлٳ = 0 : تُكافئ أنها بملاحظة المعادلة حلّ أيضاً يمكن
⧐

. Zл − (5 − 14ı) Z − 2 (5ı + 12) = 0 : المعادلة فتصبح Z = zл نضع لحلّها، التربيع. مضاعفة المعادلة هذه •7
: هو المميّز

Δ = (− (5 − 14ı))л − 4 (−2 (5ı + 12)) = −75 − 100ı

. 𝛿л = Δ = −75 − 100ıبحيث Δأي للعدد 𝛿 = a + ıbتربيعي جذر لنبحثعن

.
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

aл + bл = ||Δ|| = ʶ100л + 75л = 125
aл − bл = −75

2ab = −100
: يحُقق العدد هذا

المعادلة (من aفيكون = 5 مثلاً نختار .a = ±5 منه 2aл = 125−75 = ينتج50 الثانية و المعادلتينالأولى بجمع
. b = −10 الثالثة)

: هما حلاّن للمعادلة بالتالي و
Zк = 5 − 14ı − 5 + 10ı

2 = −2ı , Zл = 5 − 14ı + 5 − 10ı
2 = 5 − 12ı

. z = a + ıb نضع الغرض، لهذا . zл = 5 − 12ı و zл = −2ıالمعادلتين نحل الآن

𝟭𝟳𝟬
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•

zл = −2ı ⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

aл + bл = ||−2ı|| = 2
aл − bл = 0

2ab = −2

a = 1 مثلاً نختار . a = ±1 منه 2aл = 2 نجد الأولى بالتعويضفي و bл = aл ينتج الثانية المعادلة من
. zл = 1 − ı و zк = −1 + ı : أخيراً . b = −1 الثالثة) المعادلة (من فيكون

•

zл = 5 − 12ı ⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

aл + bл = ||5 − 12ı|| = ʶ5л + 12л = 13
aл − bл = 5

2ab = −12

(من فيكون a = 3 مثلاً نختار . a = ±3 منه 2aл = 13 + 5 = 18 ينتج الثانية و الأولى المعادلتين بجمع
. zн = 3 − 2ı و zм = −3 + 2ı : أخيراً . b = −2 الثالثة) المعادلة

.𝒮р = {1 − ı, −1 + ı, 3 − 2ı, −3 + 2ı} : هي الحلول مجموعة الأخير، في

: هو المميّز . Zл − (1 − ı) Z − ı = 0 : المعادلة فتصبح Z = zм نضع •8
Δ = (− (1 − ı))л + 4ı = 2ı = (1 + ı)л

: الحلاّن بالتالي و
Zк = 1 − ı − 1 − ı

2 = −ı = (ı)м , Zл = 1 − ı + 1 + ı
2 = 1

z = jлı = √3
2 − 1

2ı أو z = jı = −√3
2 − 1

2ı أو z = ı : منه

. z = jл = −1
2 − √3

2 ı أو z = j = −1
2 + √3

2 ı أو z = 1 أو

.𝒮с =
ʯ
1, ı, −1

2 + √3
2 − 1

2 − √3
2 ı, −√3

2 − 1
2ı,

√3
2 − 1

2ıʰ
: هي الحلول مجموعة الأخير، في

■

.. .𝟏𝟎𝟖 .�: ثابت حقيقي عدد 𝜃 و المجهول هو zحيث الآتية، فيℂالمعادلات حلّ

zл − 2z + sinл 𝜃 = 0 •4
zл − (6 + ı) z + (11 + 13ı) = 0 •5
2zл − (7 + 3ı) z + (2 + 4ı) = 0 •6

zл + z + 1 = 0 •1
2zл + 2z + 1 = 0 •2

zл − 2z cos 𝜃 + 1 = 0 •3

و −1 − ı√3
2 = jл هما حلاّن لها إذن Δ = (−1)л − 4 × 1 = −3 = ڃı√3ڂ

л
هو المعادلة ممُيَِّز •1 الحلّ.

. j = eлѸഏ/м مع −1 + ı√3
2 = j

zм − 1 = تصبح0 z − 1 بالمقدار بضربطرفيها إذن للمعادلة ăليسحلا z = 1 أنّ نلاحظ ⧏ : 28 ملاحظة
. jл و jأي للوحدة الحقيقيين غير التكعيبيان الجذران هما الحلاّن ⧏إذن

𝟭𝟳𝟭
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. −1 + ı
2 و −1 − ı

2 هما حلاّن للمعادلة Δດإذن = (−1)л − 2 × 1 = −1 = ıл المختصرهو المميّز •2

هما حلاّن للمعادلة إذن Δດ = (cos 𝜃)л − 1 × 1 = cosл 𝜃 − 1 = − sinл 𝜃 = (ı sin 𝜃)л المختصرهو المميّز •3
. cos 𝜃 + ı sin 𝜃 = eѸഈ و cos 𝜃 − ı sin 𝜃 = e−Ѹഈ

: هما حلاّن للمعادلة Δດإذن = 1л − 1 × sinл 𝜃 = cosл 𝜃 المختصرهو المميّز •4

.1 + cos 𝜃 = 2 cosл 𝜃
2 و 1 − cos 𝜃 = 2 sinл 𝜃

2
9−و = 16 − 25 = 4л − 5л أنّ ملاحظة يمكن .Δ = (6 + ı)л − 4 (11 + 13ı) = −9 − 40ı هو المعادلة ممُيَِّز •5

: العامة الطريقة سنتّبع لكن ،Δ = 4л − 2 × 4 × 5ı + (5ı)л = (4 − 5ı)л منه 40 = 2 × 4 × 5

.
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

xл − yл = −9
2xy = −40

xл + yл = ʶ(−9)л + (−40)л = 41
: منه 𝛿л = Δ : لدينا .Δ للعدد تربيعياً جذراً 𝛿 = x + ıy ليكن

المعادلة ضفي نُعوِّ و مثلاً x = 4 نختار . x = أي±4 2xл = 41 − 9 = ينتج32 الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع
: هما حلاّن للمعادلة بالتالي Δو = (4 − 5ı)л أي 𝛿 = 4 − 5ı إذن . y = −5 أنّ لنجد الثانية

. 6 + ı + 4 − 5ı
2 = 5 − 2ı و 6 + ı − 4 + 5ı

2 = 1 + 3ı

و 24 = 25 − 1 = 5л − 1л أنّ ملاحظة يمكن .Δ = (7 + 3ı)л − 4 × 2 (2 + 4ı) = 24 + 10ı هو المعادلة ممُيَِّز •6
: العامة الطريقة سنتّبع لكن ،Δ = 5л + 2 × 5 × ı + ıл = (5 + ı)л منه 10 = 2 × 5 × 1

.
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

xл − yл = 24
2xy = 10

xл + yл = ʶ24л + 10л = 26
: منه 𝛿л = Δ : لدينا .Δ للعدد تربيعياً جذراً 𝛿 = x + ıy ليكن

المعادلة ضفي نُعوِّ و مثلاً x = 5 نختار . x = أي±5 2xл = 24 + 26 = ينتج50 الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع
: هما حلاّن للمعادلة بالتالي Δو = (5 + ı)л أي 𝛿 = 5 + ı إذن . y = 1 أنّ لنجد الثانية

. 7 + 3ı + 5 + ı
4 = 3 + ı و 7 + 3ı − 5 − ı

4 = 1 + ı
2

■

.. .𝟏𝟎𝟗 فإنّ#. أكتوبر في11 وُلدتَ إذا مثلاً، ميلادك. شهر الحرفMإلى و ميلادك يوم إلى يرمز Jالحرف يلي، فيما
.M = 10 و J = 11

. Z = 1
M + ı : للعدد التخيلي أحسبالجزء •1

. Z =
چ
1 + ı√3
1 + ı ڇ

ѐ

: للعدد عمدةً حدّد •2

. zн + (2 − J) zл − (J − 1) = 0 : ℂالمعادلة المجموعة في حل •3

.M = 10 و J = 11 نختار التمرين، لحلّ الحلّ.

𝟭𝟳𝟮
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: لدينا •1
M = 1

10 + ı = 10 − ı
10л + 1л

= 10 − ı
101 = 10

101 − 1
101ı

.− 1
101 Zهو للعدد التخيلي فالجزء بالتالي و

: لدينا •2
1 + ı√3
1 + ı = 2 cosڀ ഏ

м + ı sin ഏ
мځ

√2 cosڀ ഏ
н + ı sin ഏ

нځ
= √2e

Ѹഏ/м

eѸഏ/н = √2eѸپಒ
ת − ಒ

׫ ٿ = √2eѸഏ/кл

: منه
Z = 2eѸഏ/кл√ڂ

ڃ
кй

= 2оeкйѸഏ/кл = 32eоഏ/п

. arg (Z) = 5𝜋
6 (mod 2𝜋) : بالتالي و

التربيع. مضاعفة معادلة هي و zн − 9zл − 10 = 0 : هي المعادلة •3
. Zл − 9Z − 10 = 0 : فيكون Z = zл نضع لحلّها

: هما حلاّن للمعادلة Δإذن = (−9)л − 4 (−10) = 121 = 11л لدينا

. Zл = 9 + 11
2 = 10 و Zк = 9 − 11

2 = −1

. z = ±√10 أو z = ±ıأي zл = 10 أو zл = −1 : الأخير في

.ʫ−ı, ı, −√10,√10ʬ : هي الحلول مجموعة إذن،
■

.. .𝟏𝟏𝟎 .�: z المجهول ذات التالية حلفيℂالمعادلات

zл − 2ız + 2 − 4ı = 0 •3
(𝜃 ∈ ℝ) zп − 2zм cos 3𝜃 + 1 = 0 •4

zн − (5 − 14ı) zл − 2 (5ı + 12) = 0 •1
zм − ı = 6 (z + ı) •2

هذه مميّز .Zл − (5 − 14ı) Z − 2 (5ı + 12) = 0 Zمنه = zл نضع لحلّها، التربيع. مضاعفة المعادلة هذه •1 الحلّ.
جذراً 𝛿 = x + ıyليكن .Δ = (− (5 − 14ı))л − 4 × 1 × −2 (5ı + 12) = −75 − 100ı هو المساعِدة المعادلة

.
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

xл − yл = −75
2xy = −100

xл + yл = ʶ(−75)л + (−100)л = 125
: منه (x + ıy)л = −75 − 100ı : لدينا . Δ للعدد تربيعياً

لنجد الثانية المعادلة نعوّضفي و x = 5 مثلاً نختار . x = ±5 منه 2xл = 50 نجد الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع

و Zк = 5 − 14ı − (5 − 10ı)
2 = −2ı هي و المساعِدة المعادلة حلول نستنتج منه . 𝛿 = 5 − 10ı إذن y = −10

. Zл = 5 − 14ı + (5 − 10ı)
2 = 5 − 12ı

بحيث c + ıd و a + ıb العددين نعتبر لإيجادها، Zл و Zк للعددين التربيعية الجذور هي الأصلية المعادلة حلول

المعادلتين بجمع .
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

aл − bл = 0
2ab = −2

aл + bл = ʶ0л + (−2)л = 2
: لدينا . (c + ıd)л = 5 − 12ı و (a + ıb)л = 2ı

𝟭𝟳𝟯
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للعدد إذن . b = −1 لنجد الثانية المعادلة نعوّضفي و a = 1 نختار . a = أي±1 2aл = ينتج2 الثالثة و الأولى
.± (1 − ı) هما تربيعيان جذران Zк

. c = أي±3 2cл = ينتج18 الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع .
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

cл − dл = 5
2cd = −12

cл + dл = ʶ5л + (−12)л = 13
: بالمثل

.± (3 − 2ı) هما تربيعيان جذران Zл للعدد إذن . d = −2 لنجد الثانية المعادلة نعوّضفي و c = 3 نختار

.−3 + 2ı و 3 − 2ı ،−1 + ı ، 1 − ı : هي و حلول أربعة المُقترحة للمعادلة الأخير، في

: ı−منه = ıм أنّ ملاحظة هو الحل مفتاح •2
zм − ı = zм + ıм = (z + ı) zлڀ − ız + ıлځ = (z + ı) zлڀ − ız − ځ1

: إذن

zм − ı = 6 (z + ı) ⟺ (z + ı) zлڀ − ız − ځ1 − 6 (z + ı) = 0
⟺ (z + ı) zлڀ − ız − 1 − ځ6 = 0
⟺ (z + ı) zлڀ − ız − ځ7 = 0
⟺ z + ı = 0 أو zл − ız − 7 = 0

لهذه Δإذن = (−ı)л − 4 × 1 × −7 = 27 = ڃ3√3ڂ
л
هو الثانية المعادلة مميّز . z = −ı نجد الأولى المعادلة من

. zл = ı + 3√3
2 و zк = ı − 3√3

2 هما حلاّن المعادلة

. 12 3√3ڂ + ıڃ و
1
2 3√3−ڂ + ıڃ ،−ı : هي حلول ثلاثة للمعادلة الأخير، في

: هو المعادلة المختصرلهذه المميِّز •3
Δດ = (−ı)л − (2 − 4ı) = −3 + 4ı = 1л + (2ı)л + 2 × 1 × 2ı = (1 + 2ı)л

. zл = ı + (1 + 2ı) = 1 + 3ı و zк = ı − (1 + 2ı) = −1 − ı : هما حلاّن للمعادلة إذن

: المعادلة هذه سنعرضطريقتينلحلّ •4
: المختصرهو مميّزها . Zл − 2Z cos 3𝜃 + 1 = 0 : تصبح المعادلة منه Z = zм نضع : الأولى الطريقة

Δດ = (− cos 3𝜃)л − 1 = cosл 3𝜃 − 1 = − sinл 3𝜃 = (ı sin 3𝜃)л

: منه Zл = Zк = eмѸഈ و Zк = cos 3𝜃 − ı sin 3𝜃 = e−мѸഈ : هما حلاّن المساعِدة للمعادلة إذن

؛ z ∈ ʫe
−Ѹഈ, je−Ѹഈ, jлe−Ѹഈ

ʬ : بالتالي و zм = e−мѸഈ •

. z ∈ ʫe
Ѹഈ, jeѸഈ, jлeѸഈʬ : بالتالي و zм = eмѸഈ أو •

zດ
Ѩ = expڄ𝜃 + 2ık𝜋

3 څ و zѨ = expڄ−𝜃 + 2ık𝜋
3 څ : الأعداد هي ستة) عددها (و المعادلة حلول الأخير، في

. 0 ≤ k ≤ 2 مع

: أنّ نلاحظ : الثانية الطريقة

zп − 2zм cos 3𝜃 + 1 = ځzмڀ
л − e−мѸഈڀ + eмѸഈځ zм + e−мѸഈ ⋅ eмѸഈ = zڀ − e−мѸഈځ zڀ − eмѸഈځ

zп − 2zм cos 3𝜃 + 1 =0 ⟺ zм − e−мѸഈ = 0 أو zм − eмѸഈ = 0 : منه

الأولى. الطريقة في كما الحل نتمم ثمّ
■

𝟭𝟳𝟰
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.. .𝟏𝟏𝟏 .�: z المجهول ذات التالية حلفيℂالمعادلات

4zл − 2z + 1 = 0 •6
zн + 10zл + 169 = 0 •7

zн + 2zл + 4 = 0 •8
zл − (11 − 5ı) z + 24 − 27ı = 0 •9

zм + 3z − 2ı = 0 •10

zл + z + 1 = 0 •1
zл − (1 + 2ı) z + ı − 1 = 0 •2

zл − √3z − ı = 0 •3
zл − (5 − 14ı) z − 2 (5ı + 12) = 0 •4

zл − (3 + 4ı) z − 1 + 5ı = 0 •5

نكتفي و الطريقة اتَِّضحت قد تكون أن نرجو السابقة، التمارين في بحلّها قمنا التي المعادلات من المُعتبرَ الكم مع الحلّ.
الحلول. و ، المختصر) المميّز (أو للمميّز 𝛿التربيعيين الجذرين أحد ، (Δດ المختصر المميّز Δ(أو المميّز : من كلّ قيمة بإعطاء

. zл = −1
2 + √3

2 ı ، zк = −1
2 − √3

2 ı ، 𝛿 = ı√3 ، Δ = −3 •1

. zл = 1 + ı ، zк = ı ، 𝛿 = 1 ، Δ = 1 •2

. zл = √3 + 2
2 + 1

2ı ، zк = √3 − 2
2 − 1

2ı ، 𝛿 = 2 + ı ، Δ = 3 + 4ı •3

. zл = 5 − 12ı ، zк = −2ı ، 𝛿 = 5 − 10ı ، Δ = −75 − 100ı •4
. zл = 2 + 3ı ، zк = 1 + ı ، 𝛿 = 1 + 2ı ، Δ = −3 + 4ı •5

. zл = 1
4 + √3

4 ı ، zк = 1
4 − √3

4 ı ، 𝛿 = ı√3 ، Δດ = −3 •6

. Zл + 10Z + 169 = 0 فيكون Z = zл نضع •7
. Zл = −5 + 12ı ، Zк = −5 − 12ı ، 𝛿 = 12ı ، Δດ = −144

و 2 + 3ı هما −5 + 12ı للعدد التربيعيان الجذران و −2 + 3ı و 2 − 3ı هما −5 − 12ı للعدد التربيعيان الجذران
.−2 − 3ı

.−2 − 3ı و 2 + 3ı ،−2 + 3ı ، 2 − 3ı : هي و حلول أربعة للمعادلة إذن،

. Zл + 2Z + 4 = 0 فيكون Z = zл نضع •8
. Zл = −1 + ı√3 ، Zк = −1 − ı√3 ، 𝛿 = ı√3 ، Δດ = −3

+1−هما ı√3 للعدد التربيعيان الجذران 2√−و
2 + √6

2 ı و √2
2 − √6

2 ı −1−هما ı√3 للعدد التربيعيان الجذران

.−√2
2 − √6

2 ı و √2
2 + √6

2 ı

.−√2
2 − √6

2 ı و √2
2 + √6

2 ı −√2
2 + √6

2 ı ، √2
2 − √6

2 ı : هي و حلول أربعة للمعادلة إذن،

. zл = 6 − 3ı ، zк = 5 − 2ı ، 𝛿 = 1 − ı ، Δ = −2ı •9

. zм + 3z − 2ı = (z − ı) zлڀ + ız + ځ2 أنّ نجد . للمعادلة حلّ zк = ı أنّ نلاحظ •10
. zм = ı و zл = −2ı ، 𝛿 = 3ı Δمنه = −9 هو zл + ız + 2 = 0 المعادلة ممُيِّز

𝟭𝟳𝟱
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■

.. .𝟏𝟏𝟐 .�: المركب المستوي في الحلول مثِّل ثم التاليتين حلفيℂالمعادلتين

zн + 2ızл + 3 = 0 •2 zн = 4ı •1

•1 الحلّ.
zн = 4ı ⟺ ||zн|| = ||4ı|| و arg ځzнڀ = arg (4ı) (mod 2𝜋)

⟺ |z|н = 4 و 4 arg (z) = arg (4) + arg (ı) (mod 2𝜋)
⟺ |z|н = 4 و 4 arg (z) = 0 + 𝜋

2 (mod 2𝜋)

⟺ |z| = √2 و 4 arg (z) = 𝜋
2 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

⟺ |z| = √2 و arg (z) = 𝜋
8 + k𝜋

2 , k ∈ ℤ

: هي حلول أربعة تقبل المعادلة أنّ أي
√2eѸഏ/с , √2eоѸഏ/с , √2eтѸഏ/с , √2eкмѸഏ/с

.( k = 0, 1, 2, 3 بأخذ عليها نحصل و )

. Zл + 2ıZ + 3 = 0 : فيكون Z = zл نضع ( التربيع مضاعفة معادلة هي و ) المعادلة هذه لحلّ •2
: Δمنه = (2ı)л − 4 × 1 × 3 = −4 − 12 = −16 = (4ı)л يساوي المميّز

Zк = −2ı − 4ı
2 = −3ı , Zл = −2ı + 4ı

2 = ı
منه

zл = −3ı ⟺ ||zл|| = ||−3i|| و arg ځzлڀ = arg (−3ı) (mod 2𝜋)
⟺ |z|л = 3 و 2 arg (z) = 𝜋 + 𝜋

2 (mod 2𝜋)

⟺ |z| = √3 و arg (z) = 3𝜋
4 (mod 𝜋)

⟺ z = ±eмѸഏ/н

أو

zл = ı ⟺ ||zл|| = ||i|| و arg ځzлڀ = arg (ı) (mod 2𝜋)
⟺ |z|л = 1 و 2 arg (z) = 𝜋

2 (mod 2𝜋)

⟺ |z| = 1 و arg (z) = 𝜋
4 (mod 𝜋)

⟺ z = ±eѸഏ/н

■ الثّانية. المعادلة حلول يمثّل 14.VI الشكل و الأولى المعادلة حلول يمثّل 13.VI الشكل

𝟭𝟳𝟲
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.

14.VI شكل

.

13.VI شكل

.. .𝟏𝟏𝟑 . 
: z المجهول ذات التالية حلفيℂالمعادلات

27 (z − 1)п + (z + 1)п = 0 •3

zс = 1 + ı
√3 − ı

•4

z = zм •1

zр = 1
zл •2

z = 𝜌eѸഈ حيث z ≠ ليكن0 : المعدومة غير الحلول عن نبحثإذن للمعادلة. حلّ z = 0 أنّ نلاحظ بدايةً، •1 الحلّ.
: لدينا . 𝜃 ∈ ℝ و (𝜌 > 0) موجبتماماً حقيقي عدد 𝜌 مع

z = zм ⟺ 𝜌e−Ѹഈ = 𝜌мeмѸഈ ⟺
ʯ

𝜌 = 𝜌м
−𝜃 ≡ 3𝜃 (mod 2𝜋) ⟺

ʯ
𝜌л = 1
4𝜃 ≡ 0 (mod 2𝜋)

⟺
⎧
⎨⎩

𝜌 = 1
𝜃 ≡ 0 modڂ

𝜋
ڃ2

⟺
⎧
⎨⎩

𝜌 = 1
𝜃 = k𝜋

2 , k ∈ {0, 1, 2, 3}

.−ı 1−و ، ı ، 1 : هي المُقترحة للمعادلة المعدومة غير الحلول إذن
. {0, 1, −1, ı, −ı} : هي المعادلة حلول مجموعة الأخير، في

. z ≠ 0 يكون أن يجب معرفة، المعادلة تكون حتى •2

|z| = 1 منه |z|т = 1 منه |z|р = 1
|z|л

أي ||zр|| =
|
|
||
1
zл

|
|
||
ينتج المعادلة طرفيَْ طويلة بأخذ . ||z|| = |z| أنّ نُذكّر بدايةً،

. zо = أي1 1
zр = 1

zл : تكافئ المعادلة بالتالي، و . z = 1
z إذن

. k ∈ {0, 1, 2, 3, 4} مع zѨ = eлѸѨഏ/о : الأعداد أي للوحدة الخامسة الجذور هي المعادلة حلول إذن

نضع . ڄ
z + 1
z − څ1

п
= −27 : نجد و (z − 1)п على طرفيها قسمة فبإمكاننا للمعادلة ăحلا ليس z = 1 أنّ بما •3

uѨ = 27√׭ expڄ
ı𝜋 + 2ık𝜋

6 څ : الأعداد هي الحلول فإنّ بالتالي و uп = −27 = 27eѸഏ فيكون u = z + 1
z − 1

𝟭𝟳𝟳
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: أي 0 ≤ k ≤ 5 مع

uй = √3eѸഏ/п = √3
چ
√3
2 + 1

2ıڇ
= 3

2 + √3
2 ı

uк = √3 expڂ
ı𝜋
6 + ı𝜋

3 ڃ = √3eѸഏ/л = ı√3

uл = √3 expڄ
ı𝜋
6 + 2ı𝜋

3 څ = √3eоѸഏ/п = √3
چ

−√3
2 + 1

2ıڇ
= −3

2 + √3
2 ı

uм = √3 expڂ
ı𝜋
6 + 𝜋ڃ = √3eрѸഏ/п = √3

چ
−√3
2 − 1

2ıڇ
= −3

2 − √3
2 ı

uн = √3 expڄ
ı𝜋
6 + 4ı𝜋

3 څ = √3eтѸഏ/п = √3eмѸഏ/л = −ı√3

uо = √3 expڄ
ı𝜋
6 + 5ı𝜋

3 څ = √3eккѸഏ/п = √3
چ
√3
2 − 1

2ıڇ
= 3

2 − √3
2 ı

: منه 0 ≤ k ≤ 5 لأجل uѨ ≠ −1 أنّ نلاحظ و uѨ = xѨ + ıyѨ نضع . 0 ≤ k ≤ 5 مع z + 1
z − 1 = uѨ إذن

z + 1
z − 1 = uѨ ⟺ z + 1 = (z − 1) uѨ ⟺ z = uѨ + 1

uѨ − 1 ⟺ z = (uѨ + 1) (uѨ − 1)
||uѨ − 1||л

⟺ z =
||uѨ||л − 2ı Im (uѨ) − 1

||uѨ||л − 2Re (uѨ × 1) + ||1||л
=

3 − 2ıyѨ − 1
3 − 2xѨ + 1 =

2 − 2ıyѨ
4 − 2xѨ

=
1 − ıyѨ
2 − xѨ

: بالتالي و

zй =
1 − ıyй
2 − xй

= 1 − ̤м
л

2 − м
л

= 2 − ı√3

zк =
1 − ıyк
2 − xк

= 1 − ı√3
2 − 0 = 1

2 − √3
2 ı

zл =
1 − ıyл
2 − xл

= 1 − ̤м
л ı

2 + м
л

= 2
7 − √3

7 ı

zм =
1 − ıyм
2 − xм

= 1 + ̤м
л ı

2 + м
л

= 2
7 + √3

7 ı

zн =
1 − ıyн
2 − xн

= 1 + ı√3
2 − 0 = 1

2 + √3
2 ı

zо =
1 − ıyо
2 − xо

= 1 + ̤м
л

2 − м
л

= 2 + ı√3

المقترحة. المعادلة حلول هي و

الأسي: الشكل إستعمال الأفضل من هنا •4

1 + ı = √2
چ
√2
2 + ı√2

2 ڇ
= cosڂ2√ 𝜋

4 + ı sin 𝜋
ڃ4 = √2eѸഏ/н

√3 − ı = 2
چ
√3
2 − 1

2ıڇ
= 2 𝜋−ڂcosٴ

ڃ6 + ı sinڂ−𝜋
ٷڃ6 = 2e−Ѹഏ/п

𝟭𝟳𝟴
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: منه
zс = 1 + ı

√3 − ı
⟺ zс = √2eѸഏ/н

2e−Ѹഏ/п = √2
2 expڂ

ı𝜋
4 + ı𝜋

6 ڃ = √2
2 eоѸഏ/кл

: الأعداد أي √2
2 eоѸഏ/кл للعدد الثامنة الجذور هي الحلول فإنّ بالتالي و

zѨ = ׯ

ʸ
√2
2 expڄ

5ı𝜋
96 + 2ık𝜋

8 څ = 2−к/кп expڄ
5ı𝜋
96 + ık𝜋

4 څ , 0 ≤ k ≤ 7

■

.. .𝟏𝟏𝟒 .�. zлڀ − 3z + ځ5
л + (z − ı)л = 0 : z المجهول ذات حلفيℂالمعادلة

: لدينا المعادلة. هذه (E)نسمي الحلّ.
(E) ⟺ zлڀ − 3z + ځ5

л = − (z − ı)л = ʱı(z − ı)ٳ
л

⟺ zл − 3z + 5 = ı(z − ı) أو zл − 3z + 5 = −ı(z − ı)
⟺ zл − (3 + ı)z + 4 = 0 أو zл − (3 − ı)z + 6 = 0

: هما حلاّن لها Δإذن = (3 + ı)л − 4 × 4 = −8 + 6ı = (1 + 3ı)л هو الأولى المعادلة ممُيِّز •

zк = 3 + ı − 1 − 3ı
2 = 1 − ı ; zл = 3 + ı + 1 + 3ı

2 = 2 + 2ı

. المُميِّز لهذا التربيعيين الجذرين أحد 𝛿 = x + ıy ليكن .Δ = (3 − ı)л − 4 × 6 = −16 − 6ı الثانية المعادلة ممُيِّز •

منه 2xл = −16 + ينتج73√2 الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع .
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

xл − yл = −16
2xy = −6

xл + yл = ʶ16л + 6л = 2√73
: لدينا

فيكون الأولى المعادلة نٌعوّضفي و x = ʵ−8 + √73 مثلاً نختار . x = ±ʵ−8 + √73
. y = −ʵ8 + √73 فإنّ الثانية) المعادلة (من y < 0 أنّ بما و . yл = xл + 16 = 8 + √73

: الحلاّن Δمنه = 𝛿л = ʵ−8ڂ + √73 − ıʵ8 + ڃ73√
л
إذن

zм = 3 − ı − ʵ−8 + √73 + ıʵ8 + √73
2 = 3 − ʵ−8 + √73

2 − 1 − ʵ8 + √73
2 ı

zн = 3 − ı + ʵ−8 + √73 − ıʵ8 + √73
2 = 3 + ʵ−8 + √73

2 − 1 + ʵ8 + √73
2 ı

■ . ʩzк, zл, zм, zнʪ : هي (E) المعادلة حلول مجموعة الأخير، في

.. .𝟏𝟏𝟓 .�. (z − 1)м + (z − 1)л (z + 1) + (z − 1) (z + 1)л + (z + 1)м = 0 : حلفيℂالمعادلة

𝟭𝟳𝟵
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المعادلة. هذه (E)نسمي الحلّ.
: فينتج (z + 1)м على طرفيها قسمة فبإمكاننا (E) للمعادلة ăليسحلا z = −1 أنّ بما

(E) ⟺ ڄ
z − 1
z + څ1

м
+ ڄ

z − 1
z + څ1

л
+ z − 1

z + 1 + 1 = 0

: إذن z − 1
z + 1 ≠ 1 فإنّ zمركب عدد لكل أنه نلاحظ . z = 1 + Z

1 − Z منه Z = z − 1
z + 1 نضع

(E) ⟺ Zм + Zл + Z + 1 = 0 ⟺ Zн − 1
Z − 1 = 0 ⟺ Zн = 1

z = 1 + Z
1 − Z أنّ بما ı−و و ı ،−1 : هي الممكنة الحلول Zإذن ≠ لكن1 . للوحدة) الرابعة Z(الجذور ∈ {1, −1, ı, −ı} منه

: فإنّ

z = 1 + (−1)
1 − (−1) = 0

z = 1 + ı
1 − ı = (1 + ı)л

1л + 1л
= 1 + 2ı − 1

2 = ı أو

z = 1 + (−ı)
1 − (−ı) = (1 − ı)л

1л + 1л
= 1 − 2ı − 1

2 = −ı أو

■ .−ı و ı ، 0 : هي المقترحة المعادلة حلول الأخير، في

.. .𝟏𝟏𝟔 .�

: z المجهول ذات حلفيℂالمعادلة •1
zм − (16 − ı) zл + (89 − 16ı) z + 89ı = 0 (𝟑)

المثلثABC؟ طبيعة هي ما المركب. المستوي في الحلول هذه Cصُوَر ،B ،A و (𝟑) المعادلة حلول c ، b ، aلتكن •2

: لدينا •1 الحلّ.
(𝟑) ⟺ zм + ızл − 16zл − 16ız + 89 + 89ı

⟺ zл (z + ı) − 16z (z + ı) + 89 (z + ı) = 0
⟺ (z + ı) zлڀ − 16z + ځ89 = 0

. zл − 16z + 89 = 0 أو z + ı = بحيث0 z الأعداد هي (𝟑) المعادلة حلول إذن

؛ z = −ı هو وحيد حلّ الأولى للمعادلة •

و zк = 8 − 5ı هما حلاّن لها إذن Δດ = 8л − 89 = −25 = (5ı)л هو الثانية للمعادلة المختصر المميِّز •
. zл = 8 + 5ı

. {−ı, 8 − 5ı, 8 + 5ı} : هي (𝟑) المعادلة حلول مجموعة الأخير، في

•2

𝟭𝟴𝟬
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−1 1 2 3 4 5 6 7 8

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0

−ı

8− 5ı

8 + 5ı . c = 8 + 5ı و b = 8 − 5ı ، a = −ı نضع
بشكل. منالأفضلالإستعانة النوعمنالأسئلة، فيهذا
متساوي المطلوب المثلث أنّ جانبه الشكل على نلاحظ
هذا و c = 8 + 5ı اللاحقة الرأسCذي عند الساقين

: الحساب يثبته ما

ʯ
||(8 + 5ı) − (−ı)|| = ||8 + 6ı|| = 10
||(8 + 5ı) − (8 − 5ı)|| = ||10ı|| = 10

(𝟑) المعادلة حلول هي رؤوسه لواحق الذي المثلث إذن
. 8 + 5ı اللاحقة الرأسذي عند الساقين متساوي

■

.. .𝟏𝟏𝟕 .�: نعتبرفيℂالمعادلة . P(z) = zн + 4zл + 16 : نضع zمركب عدد لكل
P(z) = 0 (𝟒)

. P(z) = zлڀ + az + ځ4 zлڀ − az + ځ4 : بحيثيكون aالموجب الحقيقي العدد عينّ •1

موجبان. التخيلي و الحقيقي جزآه الذي الحل إلى zк بـِ نرمز . (𝟒) المعادلة حلول أوجد •2

المثلثي. الشكل على الحلول أكتبهذه .−zк و zк ،−zк ، zк هي الحلول أنّ من تحقق

. (4 cm : الطول (وحدة ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم منسوبإلى المستوي •3

الترتيب. على zк zк−و ،−zк ، zк الأعداد Dلواحق Cو ، B ،Aالنقط علم (ا)

. 2 نصفقطرها Oو مركزها التي الدائرة على تقع الأربعة النقط هذه أنّ أثبت (ب)

الترتيب: النشرو بعد لدينا •1 الحلّ.
zлڀ + az + ځ4 zлڀ − az + ځ4 = zн + 8ڀ − aлځ zл + 16

.a = كان±2 فقطإذا و أيإذا 8−aл = كان4 فقطإذا و P(z)إذا = zлڀ + az + ځ4 zлڀ − az + ځ4 : بالتالي و
. a = 2 إذن a ≥ 0 لكن

. P(z) = zлڀ + 2z + ځ4 zлڀ − 2z + ځ4 : الأخير في

. zл − 2z + 4 = 0 أو zл + 2z + 4 = 0 كان إذا فقط و إذا P (z) = 0 •2

: هما حلاّن لها بالتالي و Δດ = 1л − 4 = −3 = ڃı√3ڂ
л
هو zл + 2z + 4 = 0 المختصرللمعادلة المميِّز •

1−؛ ± ı√3

: هما حلاّن لها Δດإذن = (−1)л − 4 = −3 = ڃı√3ڂ
л
هو zл − 2z + 4 = 0 المختصرللمعادلة المميِّز و •

. 1 ± ı√3
: منه zк = 1 + ı√3 فإنّ Im (zк) ≥ 0 و Re (zк) ≥ 0 أنّ بما

1 − ı√3 = zк , −1 − ı√3 = −zк , −1 + ı√3 = −zк

𝟭𝟴𝟭
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−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

AB

C D

O

15.VI شكل

: هو للحلول المثلثي الشكل

zк = 2
چ
1
2 + ı√3

2 ڇ
= 2 cosڂ 𝜋

3 + ı sin 𝜋
ڃ3 = ,2ٴ 𝜋

ٷ3

−zк = − ,2ٴ 𝜋
ٷ3 = ,2ٴ 𝜋

3 + 𝜋ٷ =
ʲ
2, 4𝜋

3 ʳ
=
ʲ
2, −2𝜋

3 ʳ
zк = ,2ٴ 𝜋

ٷ3 = ,2ٴ −𝜋
ٷ3

−zк = (−zк) =
ʲ
2, −2𝜋

3 ʳ
=
ʲ
2, 2𝜋

3 ʳ

. 15.VI الشكل أنظر (ا) •3
: لدينا (ب)

OA = ||zк − 0|| = 2 , OB = ||−zк − 0|| = 2 , OC = ||−zк − 0|| = 2 , OD = ||zк − 0|| = 2
O مركزها التي الدائرة إلى كلها Dتنتمي Cو ،B ،Aالنقط أنّ يعني هذا OAو = OB = OC = ODأي

.OA = 2 نصفقطرها و
■

.. .𝟏𝟏𝟖 . 
هو z ∈ ℂ و حقيقي وسيط 𝜃حيث zл − 2zeѸഈ + 1 = 0 المعادلة المركبة الأعداد مجموعة في حلّ

المجهول.
ℝ؟ المجموعة 𝜃الوسيط يمسح المركبعندما المستوي في الهندسيللحلول المحل هو ما

: تُكافئ المعادلة الحلّ.
zڀ − eѸഈځ

л = eлѸഈ − 1 = 2ıeѸഈ sin 𝜃 = 2eѸپഈ+ഏ/лٿ sin 𝜃

𝟭𝟴𝟮
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. z = eѸഈ ± (1 + ı) eѸഏ/л√sin 𝜃أي z = eѸഈ ± √2eѸഏ/нeѸഈ/л√sin 𝜃هي الحلول فإنّ sin 𝜃 ≥ 0 كان إذا •

.z = eѸഈ ± (1 − ı) eѸഏ/л√− sin 𝜃أي z = eѸഈ ±√2e−Ѹഏ/нeѸഈ/л√− sin 𝜃الحلولهي فإنّ sin 𝜃 < 0 كان إذا •

: بحيث 𝜃حقيقي عدد وُجد إذا فقط و إذا الحلول مجموعة إلى ينتمي zالمركب العدد : الهندسيللحلول المحل

. ||zл + 1|| = 2 |z| يُكتبأيضاً الشرط هذا .
|
|
||
zл + 1
2z

|
|
||
= ||eѸഈ|| = 1 و z ≠ يُكافئ0 الشرط هذا و ، zл − 2zeѸഈ + 1 = 0

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع

||zл + 1|| = 2 |z| ⟺ ||xл − yл + 1 + 2ıxy|| = 2 ||x + ıy||

⟺ ʶڀxл − yл + ځ1
л + 4xлyл = 2ʶxл + yл

⟺ xлڀ − yл + ځ1
л + 4xлyл = 4 xлڀ + yлځ

: لكن . xлڀ + yлځ
л + 1 − 2xл − 6yл = 0 : ينتج التبسيط النشرو بعد

xлڀ + yлځ
л + 1 − 2xл − 6yл = xлڀ + yлځ

л − 2 xлڀ + yлځ + 1 − 4yл

= xлڀ + yл − ځ1
л − 4yл = xлڀ + yл − 2y − ځ1 xлڀ + yл + 2y − ځ1

= xڂ
л + (y − 1)л − xڂڃ2

л + (y + 1)л − ڃ2
منه

xлڀ + yлځ
л + 1 − 2xл − 6yл = 0 ⟺ xл + (y − 1)л − 2 = 0 أو xл + (y + 1)л − 2 = 0

.𝒞 ດ
,0)ڂ −1) ڃ2√, 𝒞و ,0)ڂ 1) الدائرتينڃ2√, اتحاد هو المعطاة المعادلة الهندسيلحلول المحل فإنّ بالتالي و

■ . (−1, 0) و (1, النقطتين(0 في تتقاطعان الدائرتان هاتان

.. .𝟏𝟏𝟗 .#

ڄ.
1 + ız
1 − ızڅ

м
= 1 + ı tan 𝛼

1 − ı tan 𝛼 : فيℂالمعادلة حلّ . 𝛼 ∈ 𝜋−ٷ
2 , 𝜋

ٴ2 ليكن

: لدينا . 𝛼 ∈ 𝜋−ٷ
2 , 𝜋

ٴ2 ليكن الحلّ.
1 + ı tan 𝛼
1 − ı tan 𝛼 = 1 + ı sin ഁ

cos ഁ
1 − ı sin ഁ

cos ഁ
= cos 𝛼 + ı sin 𝛼

cos 𝛼 − ı sin 𝛼 = eѸഁ
e−Ѹഁ = eлѸഁ

هذا و 0z = 2 أي 1 + ız = − (1 − ız) فإنّ Z = −1 كان إذا ؟ Z = −1 يكون أن يمكن هل . Z = 1 + ız
1 − ız نضع

: إذن . z = ı1 − Z
1 + Z منه Z − ızZ = 1 + ız بالتالي و Z ≠ −1 إذن مستحيل

ڄ
1 + ız
1 − ızڅ

м
= 1 + ı tan 𝛼

1 − ı tan 𝛼 ⟺ Zм = eлѸഁ

⟺ Z = jѨzлѸഁ/м , k ∈ {0, 1, 2} , j = eлѸഏ/м

⟺ Z = eѸپлഁ+лѨഏٿ/м , k ∈ {0, 1, 2}

⟺ z = ı1 − eѸپлഁ+лѨഏٿ/м

1 + eѸپлഁ+лѨഏٿ/м , k ∈ {0, 1, 2}

𝟭𝟴𝟯
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: لدينا . t = 2𝛼 + 2k𝜋
3 نضع

1 − eѸѱ
1 + eѸѱ = −eѸѱ/л eѸѱ/лڀ − e−Ѹѱ/лځ

eѸѱ/л eѸѱ/лڀ + e−Ѹѱ/лځ
= −2ı sin ѱ

л
2 cos ѱ

л
= −ı tan t

2

ڄ
1 + ız
1 − ızڅ

м
= 1 + ı tan 𝛼

1 − ı tan 𝛼 ⟺ z = ı ⋅ (−ı) tan
ʲ
1
2 ڄ

2𝛼 + 2k𝜋
3 ʳڅ

, k ∈ {0, 1, 2} : منه

⟺ z = tanڄ
𝛼 + k𝜋

3 څ , k ∈ {0, 1, 2}

■ .ʭtan 𝛼
3 , tanڂ

𝛼 + 𝜋
3 ڃ , tanڄ

𝛼 + 2𝜋
3 ʮڅ : هي المعادلة حلول مجموعة إذن

.. .𝟏𝟐𝟎 . 
. 1 مجموعها و 1 جداؤها بحيثيكون 1 طويلتها مركبة أعداد ثلاثة أوجد

الأعداد. هذه تحُققه أن الذييجب اللازم الشرط لنبحثعن الأعداد. هذه zм ، zл ، zк لتكن الحلّ.
: (zкzлzм = 1 أنّ (علماً منه zм = 1

zм
و zл = 1

zл
، zк = 1

zк
فإنّ 1 طويلتها أنّ بما

1 = zк + zл + zм = 1
zк

+ 1
zл

+ 1
zм

= zлzм + zкzм + zкzл
zкzлzм

= zлzм + zкzм + zкzл

: فإنّ بالتالي و

zк + zл + zм = 1
zлzм + zкzм + zкzл = 1

zкzлzм = 1

: منه

(X − zк) (X − zл) (X − zм) = Xм − (zк + zл + zм) Xл + (zлzм + zкzм + zкzл) X − zкzлzм
= Xм − Xл + X − 1 = Xл (X − 1) + 1 ⋅ (X − 1) = (X − 1) Xڂ

л + ڃ1

.ʩzк, zл, zмʪ = {1, ı, −ı} فإنّ بالتالي و (X − 1) Xڂ
л + ڃ1 الحدود كثير جذور هي zм و zл ، zк الأعداد أنّ أي

: لأنّ للمسألة ı−حلّ و ı ، 1 الأعداد أخرى، جهة من

، تساوي1 منها كلّ طويلة •

، 1 + ı − ı = 1 مجموعها •

. 1 ⋅ ı ⋅ (−ı) = 1 جداؤها و •

.−ı و ı ، 1 الترتيب) اعتبار (دون هي نبحثعنها التي الأعداد أنّ أي
: هي الحلول هذه و 3! = ذاتثلاثعناصرأي6 تبديلاتمجموعة عدد هو الحلول عدد الأخير، في

ʫ (1, ı, −ı) , (1, −ı, ı) , (ı, 1, −ı) , (ı, −ı, 1) , (−ı, 1, ı) , (−ı, ı, 1) ʬ
.−z و z ، هي1 الأعداد هذه نفرضأنّ أن فبإمكاننا يساوي1 نبحثعنها التي المركبة الأعداد مجموع أنّ باعتبار : آخر حلّ

. 1z و z ، هي1 الأعداد هذه نفرضأنّ أن فبإمكاننا يساوي1 حاصلضربها أنّ باعتبار و

𝟭𝟴𝟰
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. 1z = −z أو 1z = z أو 1z = 1 أو z = −z z−أو = 1 أو z = 1 : منه {1, z, −z} = ʭ1, z, 1zʮ فإنّ بالتالي و

نفسالخلاصة. إلى نصل و z = ±ıأي zл = −1 منه 1z = −zهي الوحيدة الممكنة الحالة أنّ بسهولة نتحقق
■

.. .𝟏𝟐𝟏 . 

: حلفيℂالمعادلة •1
1 + z + zл + zм + zн + zо + zп = 0 (𝟓)

: ℂالمعادلة المجموعة في نعتبر •2
zм + zл − 2z − 1 = 0 (𝟔)

. (𝟔) للمعادلة ăحلا a + 1
a كان إذا فقط و إذا (𝟓) للمعادلة حلّ a أنّ أثبت . a ∈ ℂ∗ ليكن (ا)

. (𝟔) المعادلة حلول إستنتج (ب)

ناطقة). أعداداً ليست ℚ(أي إلى تنتمي لا cos 6𝜋
7 و cos 4𝜋

7 ، cos 2𝜋
7 الأعداد أنّ أثبت •3

: إذن (𝟓) للمعادلة ăليسحلا z = 1 أنّ نلاحظ •1 الحلّ.
(𝟓) ⟺ zڄ ≠ 1 و zр − 1

z − 1 = څ0 ⟺ zڀ ≠ 1 و zр = ځ1 ⟺ z = zлѨѸഏ/р , k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}

(1 (باستثناء للوحدة السابعة الجذور هي الحلول أنّ أي

. k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} مع zѨ = cos 2k𝜋
7 + ı sin 2k𝜋

7 : الأعداد هي و
فإنّ هي1 منها كل طويلة أنّ بما و مثنى مثنى مترافقة فإنها (𝟓)حقيقية معاملاتالمعادلة أنّ بما ⧏ : 29 ملاحظة

: منه zѨ = 1
zѨ

zѨ = 1
zѨ

= 1
eлѨѸഏ/р = e−лѨѸഏ/р = eлѸഏ−ئؖשಒ

׮ = eлپр−ѨٿѸഏ/р = zр−Ѩ

. zм = zр−м = zн و zл = zр−л = zо ، zк = zр−к = zп : إذن
⧐

: لدينا •2

(𝟔) للمعادلة حلّ a + 1
a ⟺ aڄ + 1

aڅ

м
+ aڄ + 1

aڅ

л
− aڄ2 + 1

aڅ − 1 = 0

⟺ aм + 3aл ⋅ 1a + 3a 1
aл + 1

aм + aл + 2a ⋅ 1a + 1
aл − 2a − 2

a − 1 = 0

⟺ aм + aл + a + 1 + 1
a + 1

aл + 1
aм = 0

⟺ 1
aм aпڀ + aо + aн + aм + aл + a + ځ1 = 0

⟺ aп + aо + aн + aм + aл + a + 1 = 0
⟺ (𝟓) للمعادلة حلّ a

𝟭𝟴𝟱
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: لدينا . k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} ليكن (ا) •3

(𝟓) للمعادلة حلّ zѨ ⟺ (𝟔) للمعادلة حلّ zѨ + 1
zѨ

⟺ (𝟔) للمعادلة حلّ zѨ + zѨ
⟺ (𝟔) للمعادلة حلّ 2Re (zѨ)

: لكن . k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, حيث{6 2Re (zѨ) الأعداد هي (𝟔) المعادلة حلول إذن

Re (zк) = cos 2𝜋
7 = Re (zк) = Re (zп)

Re (zл) = cos 4𝜋
7 = Re (zл) = Re (zо)

Re (zм) = cos 6𝜋
7 = Re (zм) = Re (zн)

.𝒮 = ʭ2 cos 2𝜋
7 , 2 cos 4𝜋

7 , 2 cos 6𝜋
7 ʮهي (𝟔) المعادلة حلول مجموعة أنّ أي

مستحيل شيء هو (و حلول 6 تقبل (𝟔) المعادلة أنّ يعني لا فهذا قِيَم 6 وجدنا أننا بما ⧏ : 30 ملاحظة
: أي المجموعة يُغيرِِ بعضالعناصرلا تكرار أنّ خواصالمجموعات من لكن هي3) درجتها لأنّ

𝒮 = ʭ2 cos 2𝜋
7 , 2 cos 4𝜋

7 , 2 cos 6𝜋
7 , 2 cos 2𝜋

7 , 2 cos 4𝜋
7 , 2 cos 6𝜋

7 ʮ = ʭ2 cos 2𝜋
7 , 2 cos 4𝜋

7 , 2 cos 6𝜋
7 ʮ

⧐

2 cos 4𝜋
7 ، 2 cos 2𝜋

7 الأعداد نثبتأنّ أن تنتميإلىℚيكفي لا cos 6𝜋
7 و cos 4𝜋

7 ، cos 2𝜋
7 الأعداد نثبتأنّ حتى •4

.(ℚأيفي) ناطقاً ăحلا تقبل لا (𝟔) المعادلة أنّ إثبات يكافئ هذا ℚو إلى تنتمي لا 2 cos 6𝜋
7 و

تناقض. إلى يؤدي هذا أنّ نبرهن و ناطقاً ăحلا تقبل (𝟔) المعادلة أنّ نفرضإذن

: لدينا . pgcd (p,q) = 1 و q ∈ ℕ∗ ، p ∈ ℤ مع للمعادلة ناطقاً ăحلا z = p
q ليكن

ڄ
p
qڅ

м
+ ڄ

p
qڅ

л
− ڄ2

p
qڅ − 1 = 0 ⟺ pм + pлq − 2pqл − qм = 0

. q ∣ p و p ∣ q بالتالي و pм = q qлڀ + 2pq − pлځ و qм = p pлڀ + pq − 2qлځ أنّ نستنتج منه

و لها حلّين 1 و −1 تقبل (𝟔) المعادلة أنّ يعني هذا و z = أي±1 ||q|| = 1 و ||p|| = 1 إذن pgcd (p,q) = 1 لكن
تناقض! هذا

.ℚ إلى تنتمي لا (𝟔) المعادلة حلول إذن
■

.. .𝟏𝟐𝟐 .�. P (X) = 1 + X + Xл + Xм + Xн + Xо الحدود كثير جذور أوجد

𝟭𝟴𝟲
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: لدينا هندسية). لمتتالية الأولى الحدود (مجموع 1 + X + Xл + ⋯ + Xѫ = 1 − Xѫ

1 − X أنّ ملاحظة هو الحلّ مفتاح الحلّ.
(1 − X) P (X) = (1 − X)1ڂ + X + Xл + Xм + Xн + Xо

ڃ
= 1 − Xп

= 1ڂ − Xм
1ڂڃ + Xм

ڃ
= (1 − X)1ڂ + X + Xл

ڃ (1 + X)1ڂ − X + Xл
ڃ

: ينتج 1 − Xالطرفينعلى بقسمة و P (X) الحدود لكثير ليسجذراً أي1 P(1) = 6 ≠ 0 لكن
P (X) = 1ڂ + X + Xл

ڃ (1 + X)1ڂ − X + Xл
ڃ

فيℝلأنّ جذور ليسله 1 − X + Xл بالمثل، حقيقية. جذور ليسله إذن Δ = 1 − 4 = −3 < 0 هو 1 + X + Xл مميِّز
.−1 هو P (X) لـِ الوحيد الحقيقي فالجذر بالتالي Δو = 1 − 4 = −3 < 0 مميِّزه

الحدود فلكثير بالتالي j−و j−و هما 1 − X + Xл جذراَ و ، jл = j و j = eлѸഏ/м هما 1 + X + Xл جذراَ ،ℂ المجموعة في
: j−أي j−و ، j ، j هي1−، مركبة جذور خمسة P (X)

P (X) = (1 + X)1ڂ + X + Xл
1ڂڃ − X + Xл

ڃ = (X + 1) (X − j) Xڀ − jځ (X + 1) (X + j) Xڀ + jځ
■

.. .𝟏𝟐𝟑 .#.ℝفي ℂثمّ المجموعة في P (X) = 1 + X + Xл + Xм + Xн الحدود كثير حلل

: لدينا الحلّ.
(X − 1) P (X) = (X − 1) 1ڂ + X + Xл + Xм + Xн

ڃ = Xо − 1

. k ∈ {0, 1, 2, 3, 4} مع eлѸѨഏ/о الأعداد أي للوحدة الخامسة الجذور هي (X − 1) P (X) جذور إذن،
eлѸѨഏ/о الأعداد هي P (X) جذور أنّ يعني هذا و P (X) الحدود لكثير ليسجذراً أي1 P(1) = 5 ≠ 0 لكن

: فإنّ بالتالي و eсѸഏ/о = e−лѸഏ/о و eпѸഏ/о = e−нѸഏ/о ، eнѸഏ/о ، eлѸഏ/о أي k ∈ {1, 2, 3, 4} مع

P (X) = Xڀ − eлѸഏ/оځ Xڀ − e−лѸഏ/оځ Xڀ − eнѸഏ/оځ Xڀ − e−нѸഏ/оځ

.ℂ المجموعة في P (X) تحليل هو و
: مترافقين حدّين كلّ أخذ ℝيكفي المجموعة في P (X) تحليل على للحصول

Xڀ − eлѸഏ/оځ Xڀ − e−лѸഏ/оځ = Xл − eлѸഏ/оڀ + e−лѸഏ/оځ + eлѸഏ/о ⋅ e−лѸഏ/о

= Xл − 2 cosڄ
2𝜋
5 څ + 1

Xڀ − eнѸഏ/оځ Xڀ − e−нѸഏ/оځ = Xл − eнѸഏ/оڀ + e−нѸഏ/оځ + eнѸഏ/о ⋅ e−нѸഏ/о و

= Xл − 2 cosڄ
4𝜋
5 څ + 1

P (X) =
ʲ
Xл − 2 cosڄ

2𝜋
5 څ + 1

ʳ
⋅
ʲ
Xл − 2 cosڄ

4𝜋
5 څ + 1

ʳ
منه

■ .ℝ المجموعة في P (X) تحليل هو و

𝟭𝟴𝟳
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.. .𝟏𝟐𝟒 .�. zالمركب للمتغير حدود كثير f(z) يلي، فيما

. 𝛼 حقيقياً ăحلا تقبل f(z) = 0 المعادلة أنّ أثبت •

.f(z) = (z − 𝛼) azлڀ + bz + cځ : zمركب عدد كل أجل من تحقق التي c ، b ، a المركبة الأعداد أوجد •

. f(z) = 0 : ℂالمعادلة المجموعة في حلّ •

: الآتية الحالات من حالة كل في

f(z) = zм + (3 + 5ı) zл + (6 + 15ı) z + 18 •1
f(z) = zм − (11 + 2ı) zл + 2 (17 + 7ı) z − 42 •2
f(z) = zм + (2ı − 5) zл + 7 (1 − ı) z − 2 + 6ı •3

f(z) = ızм + (2ı − 1) zл − (ı + 4) z + 3 (2ı − 1) •4
f(z) = zм + 2 (3 − 2ı) zл + (8 − 15ı) z + 3 − 11ı •5

f(z) = 4zм − 6ı√3zл − 3 3ڂ + ı√3ڃ z − 4 •6

: التالية الخاصية نستعمل الحقيقي، الحل لإيجاد الحلّ.
. u = v = 0 كان إذا فقط و إذا z = 0 : فإنّ u, v ∈ ℝبحيث مركباً عدداً z = u + ıv كان إذا

: لدينا . f (z) = 0 : للمعادلة حقيقياً ăحلا 𝛼 ليكن • •1
f (𝛼) = 0 ⟺ 𝛼м + (3 + 5ı)𝛼л + (6 + 15ı)𝛼 + 18 = 0

⟺ 𝛼м + 3𝛼л + 6𝛼 + 18 + 5𝛼лڀ + 15𝛼ځ ı = 0

⟺
ʯ

𝛼м + 3𝛼л + 6𝛼 + 18 = 0
5𝛼л + 15𝛼 = 0

يحُقق الذي الوحيد هو 𝛼 = −3 أنّ نجد التعويض عند و 𝛼 = −3 أو 𝛼 = 0 أنّ نجد الثانية المعادلة من
الأولى. المعادلة

. 𝛼 = −3 هو و حقيقياً ăحلا تقبل f (z) = 0 المعادلة ، إذن
: لدينا •

f (z) = (z + 3) azлڀ + bz + cځ
= azм + (b + 3a) zл + (c + 3b) z + 3c
= zм + (3 + 5ı) zл + (6 + 15ı) z + 18

و b = 5ı و a = أي1 3c = 18 و c + 3b = 6 + 15ı و b + 3a = 3 + 5ı و a = 1 أنّ نستنتج بالمطابقة
. c = 6

. f (z) = (z + 3) zлڀ + 5ız + ځ6 : إذن
: لدينا •

f (z) = 0 ⟺ z + 3 = 0 أو zл + 5ız + 6 = 0
أعلاه). وجدناه الذي الحقيقي الحل هو (و z = −3 هو وحيد حلّ الأولى للمعادلة

𝟭𝟴𝟴
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: هو الثانية المعادلة ممُيِّز
Δ = (5ı)л − 4 × 6 = −49 = (7ı)л

. zл = −5ı + 7ı
2 = ı و zк = −5ı − 7ı

2 = −6ı : هما حلاّن لها بالتالي و
.𝒮 = {−3, ı, −6ı} : هي f (z) = 0 المعادلة حلول مجموعة الأخير، في

: لدينا . f (z) = 0 : للمعادلة حقيقياً ăحلا 𝛼 ليكن • •2

f (𝛼) = 0 ⟺ 𝛼м − (11 + 2ı)𝛼л + 2 (17 + 7ı)𝛼 − 42 = 0
⟺ 𝛼м − 11𝛼л + 34𝛼 − 42 + 2𝛼л−ڀ + 14𝛼ځ ı = 0

⟺
ʯ

𝛼м + −11𝛼л + 34𝛼 − 42 = 0
−2𝛼л + 14𝛼 = 0

المعادلة يحُقق الذي الوحيد هو 𝛼 = 7 أنّ التعويضنجد عند و 𝛼 = 7 أو 𝛼 = 0 أنّ نجد الثانية المعادلة من
الأولى.

. 𝛼 = 7 هو و حقيقياً ăحلا تقبل f (z) = 0 المعادلة ، إذن
: لدينا •

f (z) = (z − 7) azлڀ + bz + cځ
= azм + (b − 7a) zл + (c − 7b) z − 7c
= zм − (11 + 2ı) zл + 2 (17 + 7ı) z − 42

و a = أي1 −7c = −42 و c + 3b = 34 + 14ı و b − 7a = −11 − 2ı و a = 1 أنّ نستنتج بالمطابقة
. c = 6 و b = −4 − 2ı

. f (z) = (z − 7) zлڀ − (4 + 2ı) z + ځ6 : إذن
: لدينا •

f (z) = 0 ⟺ z + 3 = 0 أو zл − (4 + 2ı) z + 6 = 0
أعلاه). وجدناه الذي الحقيقي الحل هو (و z = 7 هو وحيد حلّ الأولى للمعادلة

: هو الثانية المعادلة ممُيِّز
Δ = (− (4 + 2ı))л − 4 × 6 = −12 + 16ı = 4 (−3 + 4ı) = 4 (1 + 2ı)л = (2 + 4ı)л

. zл = 4 + 2ı − 2 − 4ı
2 = 1 − ı و zк = 4 + 2ı + 2 + 4ı

2 = 3 + 3ı : هما حلاّن لها بالتالي و
.𝒮 = {7, 1 − ı, 3 + 3ı} : هي f (z) = 0 المعادلة حلول مجموعة الأخير، في

: لدينا . f (z) = 0 : للمعادلة حقيقياً ăحلا 𝛼 ليكن • •3

f (𝛼) = 0 ⟺ 𝛼м + (−5 + 2ı)𝛼л + 7 (1 − ı)𝛼 − 2 + 6ı = 0
⟺ 𝛼м − 5𝛼л + 7𝛼 − 2 + 2𝛼лڀ − 7𝛼 + ځ6 ı = 0

⟺
ʯ

𝛼м − 5𝛼л + 7𝛼 − 2 = 0
2𝛼л − 7𝛼 + 6 = 0

المعادلة يحُقق الذي الوحيد هو 𝛼 = 2 أنّ التعويضنجد عند و 𝛼 = 3
2 أو 𝛼 = 2 أنّ نجد الثانية المعادلة من

الأولى.
. 𝛼 = 2 هو و حقيقياً ăحلا تقبل f (z) = 0 المعادلة ، إذن

𝟭𝟴𝟵
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: لدينا •

f (z) = (z − 2) azлڀ + bz + cځ
= azм + (b − 2a) zл + (c − 2b) z − 2c
= zм + (−5 + 2ı) zл + 7 (1 − ı) z − 2 + 6ı

و a = أي1 −2c = −2 + 6ı و c − 2b = 7 − 7ı و b − 2a = −5 + 2ı و a = 1 أنّ نستنتج بالمطابقة
. c = 1 − 3ı و b = −3 + 2ı

. f (z) = (z − 2) zлڀ + 5 (−3 + 2ı) z + 1 − 3ıځ : إذن
: لدينا •

f (z) = 0 ⟺ z − 2 = 0 أو zл + 5 (−3 + 2ı) z + 1 − 3ı = 0
أعلاه). وجدناه الذي الحقيقي الحل هو (و z = 2 هو وحيد حلّ الأولى للمعادلة

: هو الثانية المعادلة ممُيِّز
Δ = (−3 + 2ı)л − 4 (1 − 3ı) = 1

. zл = 3 − 2ı + 1
2 = 2 − ı و zк = 3 − 2ı − 1

2 = 1 − ı : هما حلاّن لها بالتالي و
.𝒮 = {2, 1 − ı, 2 − ı} : هي f (z) = 0 المعادلة حلول مجموعة الأخير، في

: لدينا . f (z) = 0 : للمعادلة حقيقياً ăحلا 𝛼 ليكن • •4

f (𝛼) = 0 ⟺ ı𝛼м + (−1 + 2ı)𝛼л − (4 + ı)𝛼 + 3 (−1 + 2ı) = 0
⟺ −𝛼л − 4𝛼 − 3 + 𝛼мڀ + 2𝛼л − 𝛼 + ځ6 ı = 0

⟺
ʯ

−𝛼л − 4𝛼 − 3 = 0
𝛼м + 2𝛼л − 𝛼 + 6 = 0

يحُقق الذي الوحيد هو 𝛼 = −3 أنّ التعويضنجد عند و 𝛼 = −3 أو 𝛼 = −1 أنّ نجد الأولى المعادلة من
الثانية. المعادلة

. 𝛼 = −3 هو و حقيقياً ăحلا تقبل f (z) = 0 المعادلة ، إذن
: لدينا •

f (z) = (z + 3) azлڀ + bz + cځ
= azм + (b + 3a) zл + (c + 3b) z + 3c
= ızм + (−1 + 2ı) zл − (4 + ı) z + 3 (−1 + 2ı)

و a = ı أي 3c = −3 + 6ı و c + 3b = −4 − ı و b + 3a = −1 + 2ı و a = ı أنّ نستنتج بالمطابقة
. c = −1 + 2ı و b = −1 − ı

. f (z) = (z + 3) zлڀ − (1 + ı) z − 1 + 2ıځ : إذن
: لدينا •

f (z) = 0 ⟺ z + 3 = 0 أو zл − (1 + ı) z − 1 + 2ı = 0
أعلاه). وجدناه الذي الحقيقي الحل هو (و z = −3 هو وحيد حلّ الأولى للمعادلة

: هو الثانية المعادلة ممُيِّز
Δ = (−1 − ı)л − 4ı (−1 + 2ı) = 8 + 6ı = (3 + ı)л

. zл = 1 + ı + 3 + ı
2ı = 1 − 2ı و zк = 1 + ı − 3 − ı

2ı = −1
ı = ı : هما حلاّن لها بالتالي و

.𝒮 = {−3, ı, 1 − 2ı} : هي f (z) = 0 المعادلة حلول مجموعة الأخير، في

𝟭𝟵𝟬
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: لدينا . f (z) = 0 : للمعادلة حقيقياً ăحلا 𝛼 ليكن • •5
f (𝛼) = 0 ⟺ 𝛼м + 2 (3 − 2ı)𝛼л + (8 − 15ı)𝛼 + 3 − 11ı = 0

⟺ 𝛼м + 6𝛼л + 8𝛼 + 3 + 4𝛼л−ڀ − 15𝛼 − ځ11 ı = 0

⟺
ʯ

𝛼м + 6𝛼л + 8𝛼 + 3 = 0
−4𝛼л − 15𝛼 − 11 = 0

يحُقق الذي الوحيد هو 𝛼 = −1 أنّ التعويضنجد عند و 𝛼 = −11
4 أو 𝛼 = −1 أنّ نجد الثانية المعادلة من

الأولى. المعادلة
. 𝛼 = −1 هو و حقيقياً ăحلا تقبل f (z) = 0 المعادلة ، إذن

: لدينا •

f (z) = (z + 1) azлڀ + bz + cځ
= azм + (b + a) zл + (c + b) z + c
= zм + 2 (3 − 2ı) zл + (8 − 15ı) z + 3 − 11ı

b = 5− 4ı aو = أي1 c = 3− 11ı و c+b = 8− 15ı و b+a = 6− 4ı aو = 1 أنّ نستنتج بالمطابقة
. c = 3 − 11ı و

. f (z) = (z + 1) zлڀ + (5 − 4ı) z + 3 − 11ıځ : إذن
: لدينا •

f (z) = 0 ⟺ z + 1 = 0 أو zл + (5 − 4ı) z + 3 − 11ı = 0
أعلاه). وجدناه الذي الحقيقي الحل هو (و z = −1 هو وحيد حلّ الأولى للمعادلة

: هو الثانية المعادلة ممُيِّز
Δ = (5 − 4ı)л − 4 (3 − 11ı) = −3 + 4ı = (1 + 2ı)л

: هما حلاّن لها بالتالي و

. zл = −5 + 4ı + 1 + 2ı
2 = −2 + 3ı و zк = −5 + 4ı − 1 − 2ı

2 = −3 + ı
.𝒮 = {−1, −3 + ı, −2 + 3ı} : هي f (z) = 0 المعادلة حلول مجموعة الأخير، في

: لدينا . f (z) = 0 : للمعادلة حقيقياً ăحلا 𝛼 ليكن • •6
f (𝛼) = 0 ⟺ 4𝛼м − 6ı√3𝛼л − 3 3ڂ + ı√3ڃ𝛼 − 4 = 0

⟺ 4𝛼м − 9𝛼 − 4 + 3𝛼л√6−ڂ − 3√3𝛼ڃ ı = 0

⟺
ʯ

4𝛼м − 9𝛼 − 4 = 0
−6√3𝛼л − 3√3𝛼 = 0

يحُقق الذي الوحيد هو 𝛼 = −1
2 أنّ التعويضنجد عند و 𝛼 = −1

2 أو 𝛼 = 0 أنّ نجد الثانية المعادلة من
الأولى. المعادلة

. 𝛼 = −1
2 هو و حقيقياً ăحلا تقبل f (z) = 0 المعادلة ، إذن

: لدينا •

f (z) = zڄ + 1
څ2 azлڀ + bz + cځ

= azм + bڂ + a
ڃ2 zл + cڄ + b

څ2 z + c
2

= 4zм − 6ı√3zл − 3 3ڂ + ı√3ڃ z − 4

𝟭𝟵𝟭
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و a = 4 أي c2 = −4 و c + b
2 = −9 − 3ı√3 و b + a

2 = −6ı√3 و a = 4 أنّ نستنتج بالمطابقة
. c = −8 و b = −2 − 6ı√3

. f (z) = zڄ + 1
4zڂڅ2

л − 2ڂ + 6ı√3ڃ z − ڃ8 : إذن

: لدينا •

f (z) = 0 ⟺ z + 1
2 = 0 أو 4zл − 2ڂ + 6ı√3ڃ z − 8 = 0

أعلاه). وجدناه الذي الحقيقي الحل هو (و z = −1
2 هو وحيد حلّ الأولى للمعادلة

: هو الثانية المعادلة ممُيِّز
Δ = 2−ڂ − 6ı√3ڃ

л
− 4 × 4 (−8) = 24 + 24√3 = 6ڂ + 2ı√3ڃ

л

: هما حلاّن لها بالتالي و

. zл = 2 + 6ı√3 + 6 + 2ı√3
2 × 4 = 1 + ı√3 و zк = 2 + 6ı√3 − 6 − 2ı√3

2 × 4 = −1
2 + √3

2 ı

.𝒮 =
ʯ

−1
2 , 1 + ı√3, −1

2 + √3
2 ı

ʰ
: هي f (z) = 0 المعادلة حلول مجموعة الأخير، في

■

.. .𝟏𝟐𝟓 .�: خطية عبارة علىشكل الآتية العبارات من أكتبكلا

cosм x ⋅ sinн x + sinм x ⋅ cosн x •3
16 cosн x sinм x + 8 cosм x sinл x •4

sinо x و cosо x •1
sinп x و cosп x •2

. أولر صِيَغ نُطبّق و z = eѸѵ نضع الحلّ.
: لدينا (ا) •1

cosо x =
ʲ
1
2 zڄ + 1

zڅʳ

о

= 1
32 zڄ

о + 5zн × 1
z + 10zм × 1

zл + 10zл × 1
zм + 5z × 1

zн + 1
zоڅ

= 1
32 ʲڄ

zо + 1
zоڅ + zڄ5

м + 1
zмڅ + zڄ10 + 1

zڅʳ
= 1

32 [2 cos 5x + 5 × 2 cos 3x + 10 × 2 cos x]

cosо x = 1
16 cos 5x + 5

16 cos 3x + 5
8 cos x : منه

𝟭𝟵𝟮
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: بالمثل (ب)

sinо x =
ʲ
1
2ı zڄ − 1

zڅʳ

о

= 1
32ı zڄ

о − 5zн × 1
z + 10zм × 1

zл − 10zл × 1
zм + 5z × 1

zн − 1
zоڅ

= 1
32ı ʲڄ

zо − 1
zоڅ − zڄ5

м − 1
zмڅ + zڄ10 − 1

zڅʳ
= 1

32ı [2ı sin 5x − 5 × 2ı sin 3x + 10 × 2ı cos x]

sinо x = 1
16 sin 5x − 5

16 sin 3x + 5
8 sin x : منه

: لدينا (ا) •2

cosп x =
ʲ
1
2 zڄ + 1

zڅʳ

п

= 1
64 zڄ

п + 6zо × 1
z + 15zн × 1

zл + 20zм × 1
zм + 15zл × 1

zн + 6z × 1
zо + 1

zпڅ

= 1
64 ʲڄ

zп + 1
zпڅ + zڄ6

н + 1
zнڅ + zڄ15

л + 1
zлڅ + 20

ʳ
= 1

64 [2 cos 6x + 6 × 2 cos 4x + 15 × 2 cos 2x + 20]

cosп x = 1
32 cos 6x + 3

16 cos 4x + 15
32 cos 2x + 5

16 : منه

: بالمثل (ب)

sinп x =
ʲ
1
2ı zڄ − 1

zڅʳ

п

= − 1
64 zڄ

п − 6zо × 1
z + 15zн × 1

zл − 20zм × 1
zм + 15zл × 1

zн − 6z × 1
zо + 1

zпڅ

= − 1
64 ʲڄ

zп + 1
zпڅ − zڄ6

н + 1
zнڅ + zڄ15

л + 1
zлڅ − 20

ʳ
= − 1

64 [2 cos 6x − 6 × 2 cos 4x + 15 × 2 cos 2x − 20]

sinп x = − 1
32 cos 6x + 3

16 cos 4x − 15
32 cos 2x + 5

16 : منه

: جهة من لدينا • •3

cosм x ⋅ sinн x = 1
8 zڄ + 1

zڅ

м
⋅ 1
16 zڄ − 1

zڅ

н

= 1
128 zڄ

м + 1
zм + 3z + 3

zڄڅz
н + 1

zн − 4zл − 4
zл + څ6

= 1
128 ʲڄ

zр + 1
zрڅ − zڄ

о + 1
zоڅ − zڄ3

м + 1
zмڅ + zڄ3 + 1

zڅʳ
= 1

64 [cos 7x − cos 5x − 3 cos 3x + 3 cos x]

𝟭𝟵𝟯
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: أخرى جهة من و •

sinм x ⋅ cosн x = − 1
8ı zڄ − 1

zڅ

м
⋅ 1
16 zڄ + 1

zڅ

н

= − 1
128ı zڄ

м − 1
zм + 3z − 3

zڄڅz
н + 1

zн + 4zл + 4
zл + څ6

= − 1
128ı ʲڄ

zр − 1
zрڅ + zڄ

о − 1
zоڅ − zڄ3

м − 1
zмڅ − zڄ3 − 1

zڅʳ
= − 1

64 [sin 7x + sin 5x − 3 sin 3x − 3 sin x]

: بالتالي و
cosм x ⋅ sinн x + sinм x ⋅ cosн x = к

пн [cos 7x − sin 7x − cos 5x − sin 5x + 3 cos 3x − 3 sin 3x − 3 cos x − 3 sin x]

: أنّ السابق السؤال في وجدنا • •4

sinм x ⋅ cosн x = − 1
64 [sin 7x + sin 5x − 3 sin 3x − 3 sin x]

16 cosн x ⋅ sinм x = −1
4 [sin 7x + sin 5x − 3 sin 3x − 3 sin x] : منه

: أخرى جهة من و •

cosм x ⋅ sinл x = 1
8 zڄ + 1

zڅ

м
⋅ 1−ڄ

zڄڅ4 − 1
zڅ

л

= − 1
32 zڄ

м + 1
zм + 3z + 3

zڄڅz
л + 1

zл − څ2

= − 1
32 ʲڄ

zо + 1
zоڅ + zڄ

м + 1
zмڅ − zڄ2 + 1

zڅʳ
= − 1

32 [2 cos 5x + 2 cos 3x − 4 cos x]

= − 1
16 [cos 5x + cos 3x − 2 cos x]

8 cosм x ⋅ sinл x = −1
2 [cos 5x + cos 3x − 2 cos x] : منه

: الأخير في
16 cosн x ⋅ sinм x + 8 cosм x ⋅ sinл x = −к

н [sin 7x + sin 5x + 2 cos 5x − 3 sin 3x + 2 cos 3x − 3 sin x − 4 cos x]

■

.. .𝟏𝟐𝟔 .�أنّ استنتج ثمّ cos 4𝜃 = 8 cosн 𝜃 − 8 cosл 𝜃 + 1 أنّ أثبت n = 4 القيمة مع موافر دستور باستعمال

. cos 𝜋
8 = ʵ2 + √2

2

𝟭𝟵𝟰
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: الحد ثنائي حسبمفكوك أخرى، جهة من و ، eнѸഈ = cos 4𝜃 + ı sin 4𝜃 موافر حسبدستور جهة، من لدينا الحلّ.
eнѸഈ = (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)н

= cosн 𝜃 + 4ı cosм 𝜃 sin 𝜃 − 6 cosл 𝜃 sinл 𝜃 − 4ı cos 𝜃 sinм 𝜃 + sinн 𝜃

: منه

cos 4𝜃 = Re ځeнѸഈڀ
= Reڂcosн 𝜃 + 4ı cosм 𝜃 sin 𝜃 − 6 cosл 𝜃 sinл 𝜃 − 4ı cos 𝜃 sinм 𝜃 + sinн 𝜃ڃ
= cosн 𝜃 − 6 cosл 𝜃 sinл 𝜃 + sinн 𝜃
= cosн 𝜃 − 6 cosл 1ڀ − cosл 𝜃ځ + 1ڀ − cosл 𝜃ځ

л

= 8 cosн 𝜃 − 8 cosл 𝜃 + 1

: نجد (c = cos 𝜋
8 بوضع (و

𝜋
8 بالقيمة 𝜃 بالتعويضعن و الآن،

0 = cos 𝜋
2 = cos 4𝜋

8 = 8cн − 8cл + 1

cл = x = 4 ± √16 − 8
8 8xл−8x+1منه = xفيكون0 = cл نضع لحلها، . cالتربيعفيالمجهول مضاعفة وهيمعادلة

أي c > 0 منه 0 < 𝜋
8 < 𝜋

2 لكن . c = cos 𝜋
8 = ±ʷ

2 + √2
4 = ±ʵ2 + √2

2 بالتالي و cл = 2 + √2
4 أي

■ . cos 𝜋
8 = ʵ2 + √2

2

.. .𝟏𝟐𝟕 .#. cos 𝜋
10 قيمة إستنتج . cos 𝜃في حدود كثير علىشكل cos 5𝜃أكتب

: ( 47 الدرس(صفحة في المعروضة الطريقة نتّبع الحلّ.
cos 5𝜃 + ı sin 5𝜃 = (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)о

= cosо 𝜃 + 5 (cos 𝜃)н (ı sin 𝜃) + 10 (cos 𝜃)м (ı sin 𝜃)л

+10 (cos 𝜃)л (ı sin 𝜃)м + 5 (cos 𝜃) (ı sin 𝜃)н + (ı sin 𝜃)о

= cosо 𝜃 − 10 cosм 𝜃 ⋅ sinл 𝜃 + 5 cos 𝜃 ⋅ sinн 𝜃
+ı 5ڂ cosн 𝜃 ⋅ sin 𝜃 − 10 cosл 𝜃 ⋅ sinм 𝜃 + sinо 𝜃ڃ

: إذن

cos 5𝜃 = cosо 𝜃 − 10 cosм 𝜃 ⋅ sinл 𝜃 + 5 cos 𝜃 ⋅ sinн 𝜃
= cosо 𝜃 − 10 cosм 𝜃 1ڀ − cosл 𝜃ځ + 5 cos 𝜃 1ڀ − cosл 𝜃ځ

л

= 16 cosо 𝜃 − 20 cosм 𝜃 + 5 cos 𝜃

: فيكون x = cosڂ
𝜋
ڃ10 نضع و 𝜃 = 𝜋

10 نأخذ

0 = cos 𝜋
2 = cos5ڂ

𝜋
ڃ10 = 16xо − 20xм + 5x = x 16xнڀ − 20xл + ځ5

𝟭𝟵𝟱
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أنّ بما و . ±ʷ
5 − √5

8 ≈ ±0.59 و ±ʷ
5 + √5

8 ≈ ±0.95 ، 0 هي 16xо − 20xм + 5x = 0 المعادلة حلول

: إذن الشروط هذه يحُقق الذي الوحيد الحل هو x = ʷ
5 + √5

8 و 0.71 ≈ √2
2 < cos 𝜋

10 < 1 فإنّ 0 < 𝜋
10 < 𝜋

4

■ . cos 𝜋
10 = ʵ10 + 2√5

4 أي cos 𝜋
10 =

ʸ
5 + √5

8

.. .𝟏𝟐𝟖 .#
tan n𝜋

10 قِيَم استنتج ثمّ tan 5𝜃 = tanо 𝜃 − 10 tanм 𝜃 + 5 tan 𝜃
5 tanн 𝜃 − 10 tanл 𝜃 + 1

: أنّ أثبت موافر، دستور باستعمال
. n ∈ {1, 2, 3, 4} لأجل

: الحد ثنائي حسبمفكوك أخرى، جهة من و ، eоѸഈ = cos 5𝜃 + ı sin 5𝜃 موافر حسبدستور جهة، من لدينا الحلّ.
eоѸഈ = (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)о

= cosо 𝜃 + 5ı cosн 𝜃 sin 𝜃 − 10 cosм 𝜃 sinл 𝜃 − 10ı cosл 𝜃 sinм 𝜃 + 5 cos 𝜃 sinн 𝜃 + ı sinо 𝜃
: منه

cos 5𝜃 = Re ځeоѸഈڀ
= cosо 𝜃 − 10 cosм 𝜃 sinл 𝜃 + 5 cos 𝜃 sinн 𝜃
= cosо 𝜃 − 10 cosм 𝜃 1ڀ − cosл 𝜃ځ + 5 cos 𝜃 1ڀ − cosл 𝜃ځ

л

= 16 cosо 𝜃 − 20 cosм 𝜃 + 5 cos 𝜃
sin 5𝜃 = Im ځeоѸഈڀ

= 5 cosн 𝜃 sin 𝜃 − 10 cosл 𝜃 sinм 𝜃 + sinо 𝜃

= 5 1ڂ − sinл 𝜃ڃ
л

sin 𝜃 − 10 1ڂ − sinл 𝜃ڃ
л

sinм 𝜃 + sinо 𝜃

= 16 sinо 𝜃 − 20 sinм 𝜃 + 5 sin 𝜃

tan 5𝜃 = sin 5𝜃
cos 5𝜃 : بالتالي و

= 16 sinо 𝜃 − 20 sinм 𝜃 + 5 sin 𝜃
16 cosо 𝜃 − 20 cosм 𝜃 + 5 cos 𝜃

= 16 tanо 𝜃 − 20 tanм 𝜃 cos−л 𝜃 + 5 tan 𝜃 cos−н 𝜃
16 − 20 cos−л 𝜃 + 5 cos−н 𝜃

(cosо 𝜃على المقام و البسط (بقسمة

= 16 tanо 𝜃 − 20 tanм 𝜃 1ڀ + tanл 𝜃ځ + 5 tan 𝜃 1ڀ + tanл 𝜃ځ
л

16 − 20 1ڀ + tanл 𝜃ځ + 5 1ڀ + tanл 𝜃ځ
л

( 1
cosл x = 1 + tanл x (لأنّ

= tanо 𝜃 − 10 tanм 𝜃 + 5 tan 𝜃
5 tanн 𝜃 − 10 tanл 𝜃 + 1

مقام فإنّ بالتالي و tan 5𝜃 = tan 3𝜋
2 = −∞ يكون 𝜃 = 3𝜋

10 عندما و tan 5𝜃 = tan 𝜋
2 = +∞ فإنّ 𝜃 = 𝜋

10 عندما •

هذه . t = tan 𝜃حيث 5tн − 10tл + 1 = أي0 منتهية) البسط قيمة (لأنّ معدوماً يكون أن يجب السابق الكسر

𝟭𝟵𝟲
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الزاويتين هاتين أنّ بما و لكن t = ±ʷ
5 ± 2√5

5 منه tл = 5 ± √25 − 5
5 هي حلولها التربيع، مضاعفة المعادلة

دالة أنّ بما و t = tan 𝜃 ≥ 0 منه موجبة (cos) التمام جيوب و (sin) الجيوب فإنّ المستوي من الأول الربع في تقعان

: منه tan 3𝜋
10 > tan 𝜋

10 فإنّ متزايدة (tan) الظل

tan 𝜋
10 =

ʸ
5 − 2√5

5 = ʵ25 − 10√5
5 و tan 3𝜋

10 =
ʸ

5 + 2√5
5 = ʵ25 + 10√5

5

غير المقام (لأنّ معدوماً يكون الكسرالسابقيجبأن بسط فإنّ بالتالي و tan 5𝜃 = 0 فإنّ 𝜃 = 4𝜋
10 أو 𝜃 = 2𝜋

10 عندما •

. t = tan 𝜃حيث tо − 10tм + 5t = أي0 معدوم)

tо − 10tм + 5t = 0 ⟺ t tڂ
н − 10tл + ڃ5 = 0

⟺ t = 0 أو tн − 10tл + 5 = 0
⟺ t = 0 أو tл = 5 ± √25 − 5

⟺ t = 0 أو t = ±ʶ5 ± 2√5

منه موجبة (cos) التمام جيوب و (sin)الجيوب فإنّ المستوي من الأول الربع في تقعان الزاويتين هاتين أنّ بما و لكن

منه tan 4𝜋
10 > tan 2𝜋

10 فإنّ متزايدة (tan) الظل دالة أنّ بما و t = tan 𝜃 ≥ 0

tan 2𝜋
10 = ʶ5 − 2√5 و tan 4𝜋

10 = ʶ5 + 2√5

. مستبعد) t = 0 الحل فإنّ لذا 𝜃 ∈ ʭ
2𝜋
10 , 4𝜋

10ʮ لأجل tan 𝜃 ≠ 0)

■

.. .𝟏𝟐𝟗 .#: أنّ أثبت حقيقيين. عددين a و x معدوم؛ غير طبيعيا mعدداً ≥ 1 ليكن

xлѪ+к − aлѪ+к = (x − a)
Ѫ
௞
Ѩ=к ʲ

xл − 2ax cosڄ
2k𝜋

2m + څ1 + aл
ʳ

للوحدة). 2m + 1 الرتبة من Ω(جذر = expڄ
2𝜋ı

2m + څ1 و f(x) = xлѪ+к − aлѪ+к نضع الحلّ.
الحلول فإنّ الحلول إحدىهذه هي x = a أنّ بما و ،aлѪ+к للعدد 2m+1 الرتبة من الجذور هي f(x) = 0 المعادلة حلول
هو الحلول هذه عدد و 2m + 1 هي f(x) الحدود كثير درجة أنّ بما و . k ∈ {0, 1, 2, ⋯ , 2m}حيث xѨ = aΩѨ هي

f(x) = c ⋅
лѪ
௞
Ѩ=й

(x − xѨ)الشكل على f(x) كثيرالحدود كتابة بإمكاننا بالتالي و الحلول؛ جميع وجدنا قد نكون فإننا 2m+1

: منه c = أي1 درجة الأكبر ذي الحد وحيد معامل هو cحيث
f(x) = (x − a) (x − aΩ) xڂ − aΩл

⋯ڃ xڀ − aΩѪځ⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Ѫحدّاً

xڂ − aΩѪ+к
xڂ⋯ڃ − aΩлѪ

⎭⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎫ڃ

Ѫحدّاً

𝟭𝟵𝟳
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و k ∈ {1, 2, ⋯m − 1,m}حيث x − aΩлѪ+к−Ѩ الحدّ يُقابله x − aΩѨ الشكل من حدّ كلّ فإنّ ، x − a الحد باستثناء
: (Ω = Ω−к ΩлѪ+кو = 1 أنّ (نُذكّر بالتالي

f(x) = (x − a)
Ѫ
௞
Ѩ=к

xڂ − aΩѨ
xڂڃ − aΩлѪ+к−Ѩ

ڃ

= (x − a)
Ѫ
௞
Ѩ=к

xٴ
л − axڂΩѨ + ΩлѪ+к−Ѩ

ڃ + aлΩлѪ+к
ٷ

= (x − a)
Ѫ
௞
Ѩ=к

xٴ
л − axڂΩѨ + Ω−Ѩ

ڃ + aл × ٷ1

= (x − a)
Ѫ
௞
Ѩ=к

xٴ
л − axڂΩѨ + ΩѨ

ڃ + aл
ٷ

= (x − a)
Ѫ
௞
Ѩ=к

xٴ
л − 2axReڂΩѨ

ڃ + aл
ٷ

= (x − a)
Ѫ
௞
Ѩ=к

ʱxл − 2axRe ځٿлѪ+кپ/eлѨѸഏڀ + aлٳ

= (x − a)
Ѫ
௞
Ѩ=к ʲ

xл − 2ax cosڄ
2k𝜋

2m + څ1 + aл
ʳ

■ المطلوب. هو و

.. .𝟏𝟑𝟎 .�: من ăكلا جداء أكتبعلىشكل

sin x + sin 2x + sin 7x + sin 8x •2 cos x + 2 cos 2x + cos 3x •1

•1 الحلّ.
cos x + cos 3x = 2 cos x + 3x

2 cos x − 3x
2 = 2 cos 2x cos (−x) = 2 cos x cos 2x : لدينا

cos x + 2 cos 2x + cos 3x = 2 cos 2x + 2 cos x cos 2x = 2 cos 2x (1 + cos x) : منه
= 2 cos 2x 2ڂ cosл x

ڃ2 = 4 cos 2x cosл x
2

•2
sin x + sin 8x = 2 sin x + 8x

2 cos x − 8x
2 = 2 sin 9x

2 cos 7x2 : لدينا

sin 2x + sin 7x = 2 sin 2x + 7x
2 cos 2x − 7x

2 = 2 sin 9x
2 cos 5x2 و

sin x + sin 2x + sin 7x + sin 8x = 2 sin 9x
2 cos 7x2 + 2 sin 9x

2 cos 5x2 : منه

= 2 sin 9x
2 cosڄ 7x2 + cos 5x2 څ

= 2 sin 9x
2 چ

2 cos
рѵ
л + оѵ

л
2 cos

рѵ
л − оѵ

л
2 ڇ

= 4 sin 9x
2 cos 3x cos x2

𝟭𝟵𝟴
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■

.. .𝟏𝟑𝟏 .�: من ăكلا ط بسِّ

P = (2 cos x − 1) (2 cos 2x − 2ڂ⋯(1 cos2ڂ
ѫ−кxڃ − ڃ1 •1

Q = cos 6x + 6 cos 4x + 15 cos 2x + 10
cos 5x + 5 cos 3x + 10 cos x •2

: لدينا •1 الحلّ.
2ڂ cos2ڂ

Ѩxڃ − 2ڂڃ1 cos2ڂ
Ѩxڃ + ڃ1 = 4 cosл 2ڂ

Ѩx1−ڃ = 4
1 + cos2ڂ

Ѩ+кxڃ
2 −1 = 2 cos2ڂ

Ѩ+кx1+ڃ

: يكون aѨ = 2 cos2ڂ
Ѩxڃ + 1 بوضع . 2 cos2ڂ

Ѩxڃ − 1 =
2 cos2ڂ

Ѩ+кxڃ + 1

2 cos2ڂ
Ѩxڃ + 1

منه

P =
ѫ−к
௞
Ѩ=й

2ڂ cos2ڂ
Ѩxڃ − ڃ1 =

ѫ−к
௞
Ѩ=й

aѨ+к
aѨ

=gray��aк
aй

×gray��aл
gray��aк

× ⋯ ×gray���aѫ−к
gray���aѫ−л

× aѫ
gray���aѫ−к

= aѫ
aй

= 2 cos ځ2ѫxڀ + 1
2 cos x + 1

: لدينا •2

(2 cos x) (cos 5x + 5 cos 3x + 10 cos x) = 2 cos x cos 5x + 10 cos x cos 3x + 20 cosл x
= (cos (x + 5x) + cos (x − 5x)) + 5 (cos (x + 3x) + cos (x − 3x)) + 10 (1 + cos 2x)
= cos 6x + cos 4x + 5 cos 4x + 5 cos 2x + 10 + 10 cos 2x
= cos 6x + 6 cos 4x + 15 cos 2x + 10

Q = cos 6x + 6 cos 4x + 15 cos 2x + 10
cos 5x + 5 cos 3x + 10 cos x = 2 cos x : منه

■

.. .𝟏𝟑𝟐 .�: الآتية الدوال من لكل أصلية دالة أوجد

fр(x) = cosо x sinл x •7

fс(x) = cosм x •8

fн(x) = cosл x sinл x •4
fо(x) = sinп x •5

fп(x) = cos x sinп x •6

fк(x) = cosл x •1
fл(x) = cosн x •2
fм(x) = sinн x •3

. sin x = 1
2ı (e

Ѹѵ − e−Ѹѵ) و cos x = 1
2 (eѸѵ + e−Ѹѵ) : أولر صيغ هو الحل مفتاح الحلّ.

𝟭𝟵𝟵
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: لدينا •1

cosл x = ڄ
eѸѵ + e−Ѹѵ

2 څ

л
= 1

4 eлѸѵڀ + 2eѸѵe−Ѹѵ + e−лѸѵځ

= 1
4 eлѸѵڀ + e−лѸѵ + ځ2 = 1

2 ڄ
eлѸѵ + e−лѸѵ

2 څ + 1
2 = 1

2 (1 + cos 2x)

. x ↦ 1
2 xڄ + 1

2 sin 2xڅ الدالة هي x ↦ cosл x للدالة الأصلية الدوال إحدى بالتالي و

: لدينا •2

cosн x = ڄ
eѸѵ + e−Ѹѵ

2 څ

н
= 1

16 eнѸѵڀ + 4eмѸѵe−Ѹѵ + 6eлѸѵe−лѸѵ + 4eѸѵe−мѸѵ + e−нѸѵځ

= 1
16 eнѸѵڀ + 4eлѸѵ + 6 + 4e−лѸѵ + e−нѸѵځ = 1

8 ڄ
eнѸѵ + e−нѸѵ

2 څ + 1
2 ڄ

eлѸѵ + e−лѸѵ

2 څ + 6
16

= 1
8 cos 4x + 1

2 cos 2x + 3
8

. x ↦ 1
32 sin 4x + 1

4 sin 2x + 3
8x الدالة هي x ↦ cosн x للدالة الأصلية الدوال إحدى إذن

: لدينا •3

sinн x = ڄ
eѸѵ − e−Ѹѵ

2ı څ

н
= 1

16 eнѸѵڀ − 4eмѸѵe−Ѹѵ + 6eлѸѵe−лѸѵ − 4eѸѵe−мѸѵ + e−нѸѵځ

= 1
16 eнѸѵڀ − 4eлѸѵ + 6 − 4e−лѸѵ + e−нѸѵځ = 1

8 ڄ
eнѸѵ + e−нѸѵ

2 څ − 1
2 ڄ

eлѸѵ + e−лѸѵ

2 څ + 6
16

= 1
8 cos 4x − 1

2 cos 2x + 3
8

. x ↦ 1
32 sin 4x − 1

4 sin 2x + 3
8x الدالة هي x ↦ cosн x للدالة الأصلية الدوال إحدى إذن

: أنّ ملاحظة أيضاً يمكن
sinн x = sinлڂ xڃ

л
= 1ڀ − cosл xځ

л = 1 − 2 cosл x + cosн x

السابقين. السؤالين نتيجة استعمال و

: cosл x sinл x = 1
4 sinл 2x لدينا •4

sinл x = ڄ
eлѸѵ − e−лѸѵ

2ı څ

л
= −1

4 eнѸѵڀ − 2eлѸѵe−лѸѵ + e−нѸѵځ

= −1
4 eнѸѵڀ + e−нѸѵ − ځ2 = −1

2 ڄ
eнѸѵ + e−нѸѵ

2 څ + 1
2 = 1

2 (1 − cos 4x)

الدالة هي x ↦ cosл x sinл x للدالة الأصلية الدوال إحدى بالتالي و cosл x sinл x = 1
8 (1 − cos 4x) منه

. x ↦ 1
8 xڄ − 1

4 sin 2xڅ

𝟮𝟬𝟬
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: لدينا •5

sinп x = ڄ
eѸѵ − e−Ѹѵ

2ı څ

п
= − 1

64 eпѸѵڀ − 6eнѸѵ + 15eлѸѵ − 20 + 15e−лѸѵ − 6e−нѸѵ + e−пѸѵځ

= − 1
32 ڄ

eпѸѵ + e−пѸѵ

2 څ + 6
32 ڄ

eнѸѵ + e−нѸѵ

2 څ − 15
32 ڄ

eлѸѵ + e−лѸѵ

2 څ + 20
64

= − 1
32 cos 6x + 3

16 cos 4x − 15
32 cos 2x + 5

16

.x ↦ − 1
192 sin 6x+ 3

64 sin 4x− 15
64 sin 2x+ 5

16x الدالة هي x ↦ sinп x للدالة الأصلية الدوال بالتاليإحدى و

للدالة الأصلية الدوال إحدى بالتالي و cos x sinп x = uп (x) uດ (x) uດو (x) = cos x uمنه (x) = sin xنضع •6
. x ↦ 1

7 sinр x الدالة هي x ↦ cos x sinп x

: لدينا •7

cosо x sinл x = cos x1ڂ − sinл xڃ
л

sinл x = cos xڂsinл x − 2 sinн x + sinп xڃ
= uл (x) uດ (x) − 2uн (x) uດ (x) + uп (x) uດ (x)

. u (x) = sin xحيث

. x ↦ 1
3 sinм x − 2

5 sinо x + 1
7 sinр x الدالة هي x ↦ cosо x sinл x للدالة الأصلية الدوال إحدى بالتالي و

: لدينا •8

cosм x = ڄ
eѸѵ + e−Ѹѵ

2 څ

м
= 1

8 eмѸѵڀ + 3eѸѵ + 3e−Ѹѵ + e−мѸѵځ

= 1
4 ڄ

eмѸѵ + e−мѸѵ

2 څ + 3
4 ڄ

eѸѵ + e−Ѹѵ

2 څ = 1
4 (cos 3x + 3 cos x)

. x ↦ 1
4 ڄ

1
3 sin 3x + 3 sin xڅ الدالة هي x ↦ cosм x للدالة الأصلية الدوال إحدى بالتالي و

الأصلية الدوال إحدى بالتالي و cosм x = 1ڂ − sinл xڃ cos x = cos x− sinл x cos x أنّ ملاحظة أيضاً يمكن

. x ↦ sin x − 1
3 sinм x الدالة هي x ↦ cosм x للدالة

دالة h: x ↦ sin x − 1
3 sinм x و g: x ↦ 1

4 ڄ
1
3 sin 3x + 3 sin xڅ من كلاً أنّ وجدنا ⧏ : 31 ملاحظة

c ∈ ℝ يوجد أنه هو قوله نستطيع ما كلّ بل متساويتان أنهما بالضرورة يعني لا هذا لكن x ↦ cosм x للدالة أصلية
h (0) = 0 و g (0) = 0 نجد و x = 0 مثلاً معينة قيمة x إعطاء يكفي c قيمة لإيجاد . g (x) = h (x) + cبحيث

. (! g = h (أيصدفةً c = 0 ⧏منه

■

.. .𝟏𝟑𝟑 .�

. J =
ഏ/м

௟
ഏ/п

cosн x sinр x dx و I =
ഏ/м

௟
ഏ/п

cosн x sinп x dx : أحسب

𝟮𝟬𝟭
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المركبة الأعداد تطبيقات .3.VI

تحتوي لا أنها أي أيضاً زوجية الخطية عبارتها بالتالي و زوجية x ↦ cosн x sinп x الدالة أنّ نلاحظ بدايةً، •1 الحلّ.
: لدينا . sinالجيب دالة على

cosн x sinп x = ڄ
eѸѵ + e−Ѹѵ

2 څ

н

ڄ
eѸѵ − e−Ѹѵ

2ı څ

п

= 1
16 eнѸѵڀ + 4eлѸѵ + 6 + 4e−лѸѵ + e−нѸѵځ×

ڄ×
−1
64 څ eпѸѵڀ − 6eнѸѵ + 15eлѸѵ − 20 + 15e−лѸѵ − 6e−нѸѵ + e−пѸѵځ

= − 1
eڂ1024

кйѸѵ − 2eсѸѵ − 3eпѸѵ + 8eнѸѵ + 2eлѸѵ − 12+

+2e−лѸѵ + 8e−нѸѵ − 3e−пѸѵ − 2e−сѸѵ + e−кйѸѵ
ڃ

= − 1
چ512

eкйѸѵ + e−кйѸѵ

2 − 2 ⋅ e
сѸѵ + e−сѸѵ

2 − 3 ⋅ e
пѸѵ + e−пѸѵ

2 +

+8 ⋅ e
нѸѵ + e−нѸѵ

2 + 2 ⋅ e
лѸѵ + e−лѸѵ

2 − 6
ڇ

= − 1
512 (cos 10x − 2 cos 8x − 3 cos 6x + 8 cos 4x + 2 cos 2x − 6)

I =
ഏ/м

௟
ഏ/п

− 1
512 (cos 10x − 2 cos 8x − 3 cos 6x + 8 cos 4x + 2 cos 2x − 6) dx : منه

= − 1
512 ʲ

1
10 sin 10x − 1

4 sin 8x − 1
2 sin 6x + 2 sin 4x + sin 2x − 6x

ʳ

ഏ/м

ഏ/п

= − 1
512ʴ

1
10 چ

−√3
2 + √3

2 ڇ
− 1

4 چ
√3
2 + √3

2 ڇ
− 1

2 (0 − 0)+

+2
چ

−√3
2 − √3

2 ڇ
+
چ
√3
2 − √3

2 ڇ
− 6 ڂ

𝜋
3 − 𝜋

ٶڃ6

= − 1
512 چ

−√3
4 − 2√3 − 𝜋

ڇ
= 9√3 + 4𝜋

2048 ≃ 0.014

: لدينا •2

cosн x sinр x = cosн x sinп x sin x = cosн x 1ڀ − cosл xځ
м sin x

= cosн x 1ڀ − 3 cosл x + 3 cosн x − cosп xځ sin x
= cosн x sin x − 3 cosп x sin x + 3 cosс x sin x − cosкй x sin x
= −u (x)н uດ (x) + 3u (x)п uດ (x) − 3u (x)с uດ (x) + u (x)кй uດ (x)

: منه u (x) = cos xحيث

J =
ഏ/м

௟
ഏ/п

u−ڂ (x)н uດ (x) + 3u (x)п uດ (x) − 3u (x)с uດ (x) + u (x)кй uດ (x)ڃ dx

𝟮𝟬𝟮
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تطبيقية تمارين .VI

=
ʲ

−1
5u (x)о + 3

7u (x)р − 1
3u (x)т + 1

11u (x)ккʳ

ഏ/м

ഏ/п

=
ʲ

−1
5 cosо x + 3

7 cosр x − 1
3 cosт x + 1

11 cosкк x
ʳ

ഏ/м

ഏ/п

= −1
5 چ

1 − 9√3
32 ڇ

+ 3
7 چ

1 − 27√3
128 ڇ

− 1
3 چ

1 − 81√3
512 ڇ

+ 1
11 چ

1 − 243√3
2048 ڇ

= −8299 + 18441√3
2365440 ≃ 0.01

■

.. .𝟏𝟑𝟒 .#
: للجداء مبسّطة كتابة استنتج ثمّ 1 + 1

cos 2x = tan 2x
tan x أنّ أثبت

Pѫ =
ѫ

௞
Ѩ=й

⎛
⎝
1 + 1

cos2ڂ
Ѩxڃ

⎞
⎠

: لدينا . cos 2x ≠ 0 و sin x ≠ 0 ، cos x ≠ بحيث0 x ∈ ℝ ليكن • الحلّ.
1 + 1

cos 2x = 1 + cos 2x
cos 2x = 2 cosл x

cos 2x = 2 cos x sin x cos x
cos 2x sin x = sin 2x cos x

cos 2x sin x
= sin 2x

cos 2x × cos x
sin x = tan 2x × 1

tan x = tan 2x
tan x

. 1 + 1
cos x = tan x

tan (x/2) : خاصة كحالة و

. cos2ڂ
Ѩxڃ ≠ 0 فإنّ k ∈ {0, 1, ⋯ ,n} كان مهما نفرضأنه •

. معدوم) الجداء في الأول (الحدّ Pѫ = 0 منه cos x = 2 cosл (x/2)− 1 = −1 فإنّ cos (x/2) = 0 كان إذا ➛

بصفة و cos 2x = 2 cosл x − 1 = 2 − 1 = 1 ، cos x = 1 − 2 sinл x = 1 فإنّ sin (x/2) = 0 كان إذا ➛
: منه cos2ڂ

Ѩxڃ = 1 فإنّ k ∈ {0, 1, ⋯ ,n} كان مهما عامة،

Pѫ =
ѫ

௞
Ѩ=й

⎛
⎝
1 + 1

cos2ڂ
Ѩxڃ

⎞
⎠

=
ѫ

௞
Ѩ=йڄ

1 + 1
څ1 =

ѫ
௞
Ѩ=й

2 = 2ѫ+к

فإنّه sin2ڂ
Ѩxڃ = 2 sin2ڂ

Ѩ−кxڃ cos2ڂ
Ѩ−кxڃ أنّ بما . sin (x/2) ≠ 0 و cos (x/2) ≠ 0 أنّ نفرض ➛

: ينتج أعلاه المبرهنة المساواة بتطبيق و sin2ڂ
Ѩxڃ ≠ 0 يكون k ∈ {0, 1, ⋯ ,n} لكلّ

Pѫ =gray�
��tan x

tan (x/2) ×
gray���tan 2x
gray���tan x × ⋯ × tan 2ѫx

gray�����tan 2ѫ−кx
= tan 2ѫx

tan (x/2)
■

.. .𝟏𝟑𝟓 . 
. k ∈ {1, 2, ⋯ ,n} لكل cos (kx) ≠ بحيث0 n ∈ ℕ∗ و حقيقيا عدداً x ليكن

𝟮𝟬𝟯
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. tan (k + 1) x − tan kx = sin x
cos (k + 1) x cos kx : أنّ أثبت •1

. Sѫ =
ѫ

௝
Ѩ=к

1
cos kx cos (k + 1) x : العبارة ط بسِّ •2

: لدينا •1 الحلّ.
tan (k + 1) x − tan kx = sin (k + 1) x

cos (k + 1) x − sin kx
cos kx

= sin (k + 1) x cos kx − cos (k + 1) x sin kx
cos kx cos (k + 1) x

= sin ((k + 1)x − kx)
cos kx cos (k + 1) x = sin x

cos kx cos (k + 1) x

: منه 1
cos kx cos (k + 1) x = tan (k + 1) x − tan kx

sin x فإنّ sin x ≠ 0 كان إذا (ا) •2

Sѫ =
ѫ

௝
Ѩ=к

1
cos kx cos (k + 1) x =

ѫ
௝
Ѩ=к

tan (k + 1) x − tan kx
sin x = 1

sin x
ѫ

௝
Ѩ=к

(tan (k + 1) x − tan kx)

= 1
sin x [(tan 2x − tan x) + (tan 3x − tan 2x) + ⋯ + (tan (n + 1) x − tannx)]

= 1
sin x [tan (n + 1) x − tan x] = tan (n + 1) x − tan x

sin x

: لدينا k ∈ ℕ لكل إذن ، sinhx = 0 يكون h ∈ ℤ لكل فإنه sin x = 0 كان إذا (ب)

cos x = cos ((k + 1)x − kx) = cos (k + 1) x cos kx − sin (k + 1) x sin kx
= cos (k + 1) x cos kx

Sѫ =
ѫ

௝
Ѩ=к

1
cos kx cos (k + 1) x =

ѫ
௝
Ѩ=к

1
cos x = n

cos x منه

■

.. .𝟏𝟑𝟔 . 
: نضع . k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1} لكل cos2ڂ

Ѩxڃ ≠ بحيث0 n ∈ ℕ∗ و حقيقيا عدداً x ليكن

uѨ = 1
2Ѩ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ

Ѩ−кxڃ
: الشكل على k ≥ 2 لأجل uѨ العدد كتابة نريد

uѨ = aѨ−к

2Ѩ−к cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
Ѩ−лxڃ

− aѨ

2Ѩ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
Ѩ−кxڃ

. 2 cos2ڂ
Ѩ−кxڃaѨ−к − aѨ = 1 : الحالة هذه في أنه أثبت •1

الشرط. هذا تحُقق aѥ = cos2ڂ
ѥxڃ الأعداد فإنّ h ≥ 1 لأجل أنه أثبت •2

𝟮𝟬𝟰
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. uк = cos x − aк
2 cos x أنّ من تحقق •3

. Sѫ =
ѫ

௝
Ѩ=к

1
2Ѩ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ

Ѩ−кxڃ
: للمجموع مبسطة كتابة إستنتج •4

هو المشترك المقام أنّ حيث المطلوب، على المقاماتللحصول توحيد يكفي •1 الحلّ.
2 cos2ڂ

Ѩ−кxڃ المعدوم) (غير بالعدد مقاماً و بسطاً الأول الحد فبضرب ، 2Ѩ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
Ѩ−кxڃ: ينتج

uѨ = aѨ−к

2Ѩ−к cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
Ѩ−лxڃ

− aѨ

2Ѩ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
Ѩ−кxڃ

=
2 cos2ڂ

Ѩ−кxڃaѨ−к − aѨ

2Ѩ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
Ѩ−кxڃ

= 1
2Ѩ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ

Ѩ−кxڃ

. 2 cos2ڂ
Ѩ−кxڃaѨ−к − aѨ = 1 : منه

: منه aѥ−к = cos2ڂ
ѥ−кxڃ فإنّ aѥ = cos2ڂ

ѥxڃ كان إذا •2

2 cos2ڂ
ѥ−кxڃaѥ−к − aѥ = 2 cos2ڂ

ѥ−кxڃ cos2ڂ
ѥ−кxڃ − cos2ڂ

ѥxڃ
= 2 cosл 2ڂ

ѥ−кxڃ − cos2ڂ
ѥxڃ

= cos2ڂ × 2ѥ−кxڃ + 1 − cos2ڂ
ѥxڃ

= cos2ڂ
ѥxڃ + 1 − cos2ڂ

ѥxڃ = 1

: لدينا •3
uк = 1

2 cos x = 2 cosл x − cos 2x
2 cos x = cos x − cos 2x

2 cos x = cos x − aк
2 cos x
: لدينا سبق، حسبما •4

Sѫ =
ѫ

௝
Ѩ=к

1
2Ѩ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ

Ѩ−кxڃ

=
ѫ

௝
Ѩ=к

⎛
⎝

aѨ−к

2Ѩ−к cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
Ѩ−лxڃ

− aѨ

2Ѩ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
Ѩ−кxڃ

⎞
⎠

= cosڄ x −gray
�
�

��aк
2 cos xڅ + ��grayڄ

��aк
2 cos x −gray

�������aл
2л cos x cos 2xڅ

+ ⋯ +

+ ⎛
⎝
gray

����������������aѫ−к

2ѫ−к cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
ѫ−лxڃ

− aѫ

2ѫ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
ѫ−кxڃ

⎞
⎠

= cos x − aѫ

2ѫ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ
ѫ−кxڃ

𝟮𝟬𝟱
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= cos x − cos ځ2ѫxڀ
2ѫ cos x cos 2x⋯ cos2ڂ

ѫ−кxڃ
■

.. .𝟏𝟑𝟕 .!: الآتية النتيجة برهان بدون نقبل

و الثانية الدرجة من كثيراتالحدود و وحيداتالحد علىℝهي للتحليل القابلة غير (بمعاملاتحقيقية) كثيراتالحدود
: أي سالبتماما مميزها التي

. vл − 4uw < 0 بحيث P(X) = uXл + vX + w و P(X) = aX + b

بحيث B (X) A(X)و حدود كثيرا يوجد أنه أثبت . x ∈ ℝ لكل P (x) ≥ بحيث0 حدود كثير P (X) ليكن
. P = Aл + Bл

: Dفإنّ ،C ، B ،A الحقيقية الأعداد تكن مهما أنه 17 صفحة 7 الملاحظة في رأينا الحلّ.
Aڂ

л + Bл
Cڂڃ

л + Dл
ڃ = (AC + BD)л + (AD − BC)л (𝟕)

باتّباع إما ذلك إثبات يمكن و إلخ) ... أو دوال (أو Dكثيراتحدود ، C ، B ،Aكانت إذا أيضاً صحيحة المتطابقة هذه
بنشرالطرفين. أو نفسالطريقة

عوامل جداء إلى P(X) تحليل فإنّ برهان، بدون قبلناها التي النتيجة حسب حقيقية. بمعاملات حدود كثير P(X) ليكن
: هو أولية

P(X) = 𝜆
Ѫ
௞
Ѩ=к

(X − aѨ)Ѫؖ
ѭ

௞
ൔ=к

Xڂ
л + 𝛼ൔX + 𝛽ൔڃ , 𝛼л

ൔ − 4𝛽ൔ < 0

. mѦزوجي كل و 𝜆 ≥ 0 فإنّ دائماً موجب P(X) أنّ بما و
: لدينا .AѦ = (X − aѦ)ѫؔ mѦو = 2nѦ ، 𝜆 = 𝜇л نضع

. (X − aѦ)Ѫؔ = (X − aѦ)лѫؔ = Aл
Ѧ = Aл

Ѧ + 0л و 𝜆 = 𝜇л + 0л
: لدينا أخرى، جهة من

Xл + 𝛼ൔX + 𝛽ൔ = Xڂ + 𝛼ൔ
2 ڃ

л
+ 4𝛽ൔ − 𝛼л

ൔ
4

: فإنّ بالتالي، و . 𝜈 = ʶ4𝛽ൔ − 𝛼л
ൔ

2 حيث 4𝛽ൔ − 𝛼л
ൔ

4 = 𝜈л فإنّ سالبتماما المميّز أن بما و

P(X) = 𝜇лڂ + 0лڃ
Ѫ
௞
Ѩ=к

Aڂ
л
Ѧ + 0лڃ

ѭ
௞
ൔ=кڂڄ

X + 𝛼ൔ
2 ڃ

л
+ 𝜈лڅ

من عدد أيّ جداء أنّ (بالتراجع) الإثبات السهل من و ،Uл + Vл الشكل من عاملاً 1 + m + pيحتويعلى التحليل هذا
يُكتبعلىشكل (... أو كثيرحدود (أو عدد هو مربعين، تُكتبعلىشكلمجموع التي (... أو كثيراتالحدود (أو الأعداد
■ مربعين. مجموع

.. .𝟏𝟑𝟖 .�: المركبة بالصيغة المعرّف عناصرالتحويل و طبيعة حالة كل في عينِّ

𝟮𝟬𝟲
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fм : z ↦ ız + 1 •

fн : z ↦ z + ı − 1 •

fк : z ↦ (1 + ı) z + 2 − ı •

fл : z ↦ (−3 + 4ı) z + 12 + 6ı •

. a,b ∈ ℂحيث z ↦ az + b الشكل التحويلاتمن هذه كل الحلّ.
. a = 1 + ı = ,2√ٴ 𝜋

ٷ4 لأنّ تشابه fк •

منه 𝜔 = 2 − ı
1 − (1 + ı) = 1 + 2ıأي 𝜔 = (1 + ı)𝜔 + 2 − ı فإنّ الوحيدة الصامدة Ωالنقطة لاحقة 𝜔كانت إذا

.Ω (1, 2)
(ℛ ,1)ڂ 2) , 𝜋

الدورانڃ4 ℋمع ,1)ڂ 2) للتحاكيڃ2√, تركيب�تبديلي� 𝒮(وهو ,1)ڂ 2) ,√2, 𝜋
ڃ4 التشابه هو fк .إذن

sin 𝜃 = 4
5 و cos 𝜃 = −3

5 فإنّ a للعدد عمدةً 𝜃كانت إذا و |a| = ʶ(−3)л + 4л = 5 مع a = −3 + 4ı لدينا •

تشابه. fл إذن . ليستشهيرة) 𝜃 (الزاوية

.Ωڄ
3
4 , أيڅ94 𝜔 = 12 + 6ı

1 − (−3 + 4ı) = 3
4 + 9

4ı فإنّ الوحيدة الصامدة Ωالنقطة لاحقة 𝜔كانت إذا

للتحاكي �تبديلي� تركيب هو (و sin 𝜃 = 4
5 و cos 𝜃 = −3

5 𝒮حيث ڄڄ
3
4 , څ94 , 5, 𝜃څ التشابه هو fл إذن

. (ℛ ((1, 2) , 𝜃) الدوران ℋمع ((1, 2) , 5)

. a = ı = ,1ٴ 𝜋
ٷ2 لأنّ دوران fм •

.Ωڄ
1
2 , څ12 النقطة أي 𝜔 = 1

1 − ı = 1
2 + 1

2ıبحيث 𝜔 لاحقتها Ωالتي النقطة هو الدوران هذا مركز

.ℛ ڄڄ
1
2 , څ12 , 𝜋

څ2 الدوران هو fм إذن

. b = ı − الإنسحابهي1 هذا شعاع لاحقة . a = 1 إنسحابلأنّ fн •

.−1 + ıهي V⃗ شعاعه 𝒯V⃗الذيلاحقة الإنسحاب هو fн إذن

■

.. .𝟏𝟑𝟗 .�: المميزة عناصرها و الآتية التحويلات طبيعة د حدِّ

zດ = ız + 1 •3
zດ = (1 − ı) z + 2 + ı •4

zດ = z + 3 − ı •1
zດ = 2z + 3 •2

. f (z) = az + b الشكل من عبارته المُعتَبرَ. النقطي التحويل f ليكن الحلّ.
. u⃗ = ڂ

3
ڃ1− شعاعه أيالإنسحابالذي 3 − ıهي شعاعه الذيلاحقة الإنسحاب هو f فإنّ a = 1 أنّ بما •1

𝟮𝟬𝟳
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. 𝜔 = أي3− 𝜔 = 2𝜔 + 3 : فإنّ التحاكي هذا Ωمركز لاحقة 𝜔كانت إذا . a = 2 ∈ ℝ∗ لأنّ تحاكي f •2
. 2 نسبته Ωو (−3, 0) مركزه ℋالذي ((−3, 0) , 2) التحاكي هو f إذن

. a = ı = ,1ٴ 𝜋
ٷ2 لأنّ دوران f •3

. 𝜔 = 1
1 − ı = 1

2 (1 + ı)أي 𝜔 = ı𝜔 + 1 : تحُقق 𝜔 لاحقته فإنّ الدوران هذا Ωمركز كان إذا

. 𝜋
2 زاويته ڄΩو

1
2 , څ12 مركزه ℛالذي ڄڄ

1
2 , څ12 , 𝜋

څ2 الدوران هو f إذن

. a = 1 − ı = ,2√ٴ −𝜋
ٷ4 لأنّ تشابه f •4

. 𝜔 = 2 + ı
ı = 1 − 2ıأي 𝜔 = (1 − ı)𝜔 + 2 + ı : تحُقق 𝜔 لاحقته فإنّ التشابه هذا Ωمركز كان إذا

.−𝜋
4 زاويته 2√و نسبته ،Ω (1, −2) مركزه 𝒮الذي ,1)ڂ −2) ,√2, −𝜋

ڃ4 التشابه هو f إذن

■

.. .𝟏𝟒𝟎 .�

. f(z) = ız علىℂبالعبارة المعرفة الدالة f و ||z − 1|| = 1 تحقق التي z المركبة الأعداد مجموعة E لتكن

المركب. المستوي 𝒞في البياني تمثيلها أنشئ و E المجموعة حدّد •1

؟ f بالدالة المرفق T الهندسي التحويل هو ما •2

؟ T 𝒞بالتحويل هيصورة ما •3

. ||zດ − ı|| = بحيث1 zດ المركبة للأعداد Eດ المجموعة هي f بالدالة E صورة أنّ إستنتج •4

: لدينا .A(1) M(z)و لتكن •1 الحلّ.
M ∈ E ⟺ AM = 1

1 نصفقطرها Aو مركزها 𝒞التي الدائرة هي Aأي النقطة عن 1 بمسافة تبعد النقطMالتي مجموعة هي E إذن
.(16.VI (شكل

الدوران هذا مركز لاحقة دوران. T بالتالي aو = ı = ,1ٴ 𝜋
حيثٷ2 f (z) = az+bالشكل من T التحويل عبارة •2

. 𝜔 = أي0 𝜔 = ı𝜔 : تحُقق 𝜔

. 𝜋
2 زاويته ,O(0و 0) مركزه ℛالذي ,Oڂ 𝜋

ڃ2 الدوران هو T إذن

T (A) إذن f (1) = ı لكن . 1 نصفقطرها و B = T (A) مركزها التي الدائرة هي T 𝒞بالدوران الدائرة صورة •3
. B (ı) النقطة هي

. 1 نصفقطرها و B (ı) مركزها 𝒞التي ດ الدائرة هي T 𝒞بالدوران صورة الأخير، في

Eດهيمجموعة المجموعة أنّ يعني هذا Bو (ı) النقطة عن 1 بمسافة تبعد Mດالتي النقطځzດڀ 𝒞هيمجموعة ດ الدائرة •4
. ||zດ − ı|| = 1 : بحيث zດ المركبة الأعداد

■

𝟮𝟬𝟴
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−1 1 2

−1

1

2

A

B

O

C

C′

16.VI شكل

.. .𝟏𝟒𝟏 .�

الأسي. الشكل على اكتبحلولها و zл + 2√3z + 4 = 0 حلفيℂالمعادلة •1

الذي المركبو للمستوي النقطي التحويل T ليكن ,Oڂ. ⃗i, ⃗jمباشرڃ متجانسو متعامد معلم منسوبإلى المستوي
. zດ = eлѸഏ/мz : بحيث zດ اللاحقة Mດذات النقطة z اللاحقة Mذات نقطة بكل يرفق

؟ T التحويل طبيعة هي ما •2

. zк = −√3 + ı لاحقتها التي Mкالنقطة لتكن •3
.Mм = T (Mл) Mлو = T (Mк)بحيثMм النقطتينMлو لاحقتَيْ zм و zл حدّد

.Mм Mлو ،Mк النقط أنشئ •4

.MкMлMмالمثلث طبيعة استنتج ثمّ
zл − zм
zк − zм

أحسب •5

.−√3 + ı 3√−و − ı هما حلاّن للمعادلة بالتالي Δດو = √3л − 4 = −1 = ıл المختصرهو المميِّز •1 الحلّ.
: هو الحلّين الأسيلهذين الشكل

−√3 − ı = 2
چ

−√3
2 − 1

2ıڇ
= cosڄ2 7𝜋

6 + ı sin 7𝜋
6 څ = 2eрѸഏ/п

−√3 + ı = −√3 − ı = 2eрѸഏ/п = 2e−рѸഏ/п = 2e−рѸഏ/п+лѸഏ = 2eоѸഏ/п

𝟮𝟬𝟵
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−2 −1 1 2

−2

−1

1

M1

M2

M3

+
π

3

17.VI شكل

دوران. T إذن ، a = eлѸഏ/м =
ʲ
1, 2𝜋

3 ʳ
مع zດ = az + b الشكل من T التحويل عبارة •2

. 𝜔 = أي0 𝜔 = eлѸഏ/м𝜔 : تحُقق 𝜔 الدوران هذا مركز لاحقة

. 2𝜋
3 زاويته ,O(0و 0) مركزه ℛالذي ,Oڄ 2𝜋

3 څ الدوران هو T إذن

: لدينا •3

zл = eлѸഏ/мzк =
چ

−1
2 + ı√3

2 3√−ڂڇ + ıڃ = −2ı

zм = eлѸഏ/мzл =
چ

−1
2 + ı√3

2 ڇ
(−2ı) = √3 + ı

. 17.VI الشكل أنظر •4
: لدينا •5

zл − zм
zк − zм

= −2ı − √3 − ı
−√3 + ı − √3 − ı

= 1
2 + ı√3

2 = eѸഏ/м

MкMлMмمتساوي المثلث MмMкإذن = MмMл أي ||zл − zм|| = ||zк − zм|| فإنّ ||eѸഏ/м|| = 1 أنّ بما و
.Mмالرأس عند الساقين

متقايس MкMлMм فالمثلث بالتالي و
๔

,๞MмMкڂ ๞MмMлڃ = argڄ
zл − zм
zк − zмڅ

= 𝜋
3 (mod 2𝜋) لكن
. مباشر) (و الأضلاع

■

.. .𝟏𝟒𝟐 . 
هذه في ؟ حقيقيا ăحلا z + zл = a للمعادلة يكون حتى aالوسيط يحققه الذييجبأن الشرط هو ما

المعادلة. هذه حلول أوجد الشرط) هذا تحقق إذا (أي الحالة

𝟮𝟭𝟬
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تطبيقية تمارين .VI

و a ∈ ℝ كان إذا فقط و إذا أي xл + x − a = 0 كان إذا فقط و إذا المعطاة للمعادلة حل x حقيقيا. عدداً x ليكن الحلّ.
. a ≥ −1

4 بحيث حقيقيا عددا a يكون أن المطلوبهو الشرط إذن .Δ = 1л − 4 × (−a) ≥ 0

. a ≥ −1
4 بحيث حقيقي عدد a أنّ نفرضإذن

: لدينا . (x,y ∈ ℝ (مع السابقة للمعادلة ăحلا z = x + ıy ليكن
z + zл = x + xл − yл + ı (y − 2xy) و zл = xл − yл + 2ıxy

: منه

z + zл = a ⟺ x + xл − yл + ı (y − 2xy) = a + 0ı

⟺
ʯ
x + xл − yл = a

y − 2xy = 0 ⟺
ʯ
x + xл − yл = a
y (1 − 2x) = 0

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

ʱy = 0 و x + xл − yл = aٳ
أو

ʱ1 − 2x = 0 و x + xл − yл = aٳ

⟺

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

ʱy = 0 و x + xл − a = ٳ0
أو

xٴ = 1
2 و 1

2 + ڄ
1
څ2

л
− yл = aٷ

⟺
⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

ʱy = 0 و x + xл − a = ٳ0
أو

ʱx = 1
2 و yл = 3

4 − aٳ

الحالة هذه في ؛ xл + x−a = 0 و y = يبقى0 بالتالي و مستحيلة yл = 3
4 −a المعادلة فإنّ a > 3

4 كان إذا الأولى: الحالة

.z = −1 ± √1 + 4a
2 هما حقيقيان حلان للمعادلة

: منه y = تصبح0 yл = 3
4 − a المعادلة فإنّ a = 3

4 كان إذا : الثانية الحالة

چ
y = 0 و xл + x − 3

4 = 0
ڇ

أو
چ
x = 1

2 و y = 0
ڇ

. z = 1
2 و z = −3

2 : حقيقيان حلان للمعادلة الحالة هذه في

حلان و z = −1 ± √1 + 4a
2 حقيقيان حلان : حلول أربعة تقبل المعادلة فإنّ −1

4 ≤ a < 3
4 كان إذا : الثالثة الحالة

■ . z = 1
2 ± ı

ʷ
3
4 − aحقيقيين غير آخران

𝟮𝟭𝟭
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المركبة الأعداد تطبيقات .3.VI

.. .𝟏𝟒𝟑 .�المركبو للمستوي fالنقطي التحويل نعتبر . ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم منسوبإلى المستوي

. zດ =
چ

−1
2 + ı√3

2 ڇ
z بحيث zດ اللاحقة Mດذات النقطة z اللاحقة Mذات بالنقطة يرفق الذي

. الترتيب على zх = 3e−Ѹഏ/п و zф = 3eѸഏ/п الّلتينلاحقتاهما النقطتين B Aو لتكن
. f بالتحويل صورتيهما Bດ = f (B) Aດو = f (A) نضع

زاويته. و مركزه تعيين يُطلب دوران f أنّ أثبت •1
الأسي. الشكل على ضعهما و Bດ Aດو لاحقتَيْ zх′ و zф′ العددين حدّد •2

. 3 نصفقطرها Oو مركزها Γ دائرة على تقع Bດ Aດو ، B ،Aالنقط أنّ أثبت •3

واحدة. استقامة Oعلى و B ،Aດ النقط أنّ استنتج ثمّ argڄ
zф′

zх أحسبڅ •4

ABAດ؟ المثلث طبيعة هي ما

حيث: zດ = az + b الشكل من f التحويل عبارة •1 الحلّ.
a = −1

2 + ı√3
2 = cos 2𝜋

3 + ı sin 2𝜋
3 = eлѸഏ/м =

ʲ
1, 2𝜋

3 ʳ

. 𝜔 = أي0 𝜔 = eлѸഏ/м𝜔 فإنّ الدوران هذا مركز لاحقة 𝜔كانت إذا . 2𝜋
3 زاويته دوران f إذن

. 2𝜋
3 زاويته ,O(0و 0) مركزه ℛالذي ,Oڄ 2𝜋

3 څ الدوران هو f إذن

: لدينا •2

zф′ =
چ

−1
2 + ı√3

2 ڇ
zф = eлѸഏ/м ⋅ 3eѸഏ/п = 3eѸשپಒ

ת + ಒ
׭ ٿ = 3eоѸഏ/п

zх′ =
چ

−1
2 + ı√3

2 ڇ
zф = eлѸഏ/м ⋅ 3e−Ѹഏ/п = 3eѸשپಒ

ת − ಒ
׭ ٿ = 3eѸഏ/л

فإنّ ||zф − 0|| = ||zх − 0|| = ||zф′ − 0|| = ||zх′ − 0|| = 3 أي ||zф|| = ||zх|| = ||zф′ || = ||zх′ || = 3 أنّ بما •3
Oو مركزها التي Γ الدائرة على تقع Bດ Aດو ، B ،A النقط أنّ يعني هذا OAو = OB = OAດ = OBດ = 3

. 3 نصفقطرها
: لدينا •4

zф′

zх
= 3eоѸഏ/п

3e−Ѹഏ/п = eѸ׬پಒ
׭ + ಒ

׭ ٿ = eѸഏ = −1

O و B ،Aດ النقط أنّ يعني هذا و ๔
,O්Bڂ ෿OAດ

ڃ = 𝜋 (mod 2𝜋)أي argڄ
zф′ − 0
zх − 0 څ = 𝜋 (mod 2𝜋) إذن

. (18.VI (شكل واحدة استقامة على

أي ๔AດOB = 2๔AດABبالتالي و نفسالوتر تشدّان هما و محيطة ๔AດAB الزاوية و مركزية ๔AດOB الزاوية Γ الدائرة في
. ๔AດAB = 𝜋

2 (mod 2𝜋)

𝟮𝟭𝟮
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−3 −2 −1 1 2 3
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1
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O

18.VI شكل

.Aالرأس عند الزاوية ABAດقائم المثلث أنّ نستنتج
■

.. .𝟏𝟒𝟒 .�

: Mດبحيث ځzດڀ M(z)النقطة بالنقطة يرفق الذي و نفسه المركبفي للمستوي النقطي التحويل f ليكن •1
zດ = az + 3ı

.a = −ı عندما ثمّ a = 2 عندما المميّزة عناصره و f التحويل طبيعة د حدِّ

.Bດ (1 + ı) Aດو (2ı) ، B (2 + ı) ،A(1)يُعطى •2

.AB = AດBດ أنّ من تحقق (ا)
الدوران. هذا حدّد ثمّ r (B) = Bດ و r (A) = Aດ بحيث فقط واحد و واحد r دوران يوجد أنّه أثبت (ب)

الصامدة النقطة : a = 2 • •1 الحلّ.
f (𝜔) = 𝜔 ⟺ 2𝜔 + 3ı = 𝜔 ⟺ 𝜔 = −3ı
.𝜔 = −3ı اللاّحقة Ωذات النقطة هي و وحيدة صامدة نقطة يقبل f التحويل

.
ʯ
zດ = 2z + 3ı
𝜔 = 2𝜔 + 3ı : لدينا .z − 𝜔 بدلالة zດ − 𝜔 عبارة نبحثعن ،f التحويل طبيعة لتحديد

zດ − 𝜔 = 2 (z − 𝜔) : ينتج طرف إلى المساوتينطرفاً بطرح
.k = 2 نسبته Ωو (−3ı) مركزه الذي للتحاكي المركبة الكتابة هي و

الصامدة النقطة : a = −ı •

f (𝜔) = 𝜔 ⟺ −ı𝜔 + 3ı = 𝜔 ⟺ 𝜔 = 3ı
1 + ı = 3

2 + 3
2ı

.𝜔 = 3
2 + 3

2ı اللاّحقة Ωذات النقطة هي و وحيدة صامدة نقطة يقبل f التحويل

𝟮𝟭𝟯
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المركبة الأعداد تطبيقات .3.VI

.
ʯ
zດ = −ız + 3ı
𝜔 = −ı𝜔 + 3ı : لدينا .z − 𝜔 بدلالة zດ − 𝜔 عبارة نبحثعن ،f التحويل طبيعة لتحديد

zດ − 𝜔 = −ı (z − 𝜔) : ينتج طرف إلى المساوتينطرفاً بطرح

.𝜃 = arg (−ı) = −𝜋
2 (mod 2𝜋) زاويته ڄΩو

3
2 + 3

2ıڅ مركزه الذي للدوران المركبة الكتابة هي و

أخرى جهة من و ،AB = ʶ(2 − 1)л + (1 − 0)л = √2 : جهة من لدينا (ا) •2
.AB = AດBດ AດBດأي = ʶ(1 − 2)л + (1 − 0)л = √2

.zດ − 𝜔 = eѸഈ (z − 𝜔) : هي له المركبة الكتابة .𝜃 زاويته Ωو مركزه دوراناً r (Ω, 𝜃) ليكن (ب)
: يحُقق 𝜃 ∈ [0, 2𝜋[ و 𝜔 ∈ ℂبحيث الأعداد من (𝜔, 𝜃) وحيد زوج يوجد أنه لنثبت

.r (B) = Bດ و r (A) = Aດ

؛ 2ı − 𝜔 = eѸഈ (1 − 𝜔) : يُكتب r (A) = Aດ الشرط
.1 + ı − 𝜔 = eѸഈ (2 + ı − 𝜔) : يُكتب r (B) = Bດ الشرط و

eѸഈ = −ı = e−Ѹഏ/л منه ı − 1 = eѸഈ (−1 − ı) : ينتج طرف إلى المساوتينطرفاً بطرح
.𝜃 = −𝜋

2 (mod 2𝜋)أي

.𝜔 = 3
2 + 3

2ıأي 2ı − 𝜔 = −ı (1 − 𝜔) : أنّ نستنتج

Ωڄ
3
2 + 3

2ıڅ الدورانالذيمركزه Bوهو
ດإلىB يحُوّلالنقطة AإلىAດو النقطة يحُوّل rإذنيوجددورانوحيد

.𝜃 = −𝜋
2 زاويته و

■

.. .𝟏𝟒𝟓 .#، a لواحقها المستوي من نقط Cثلاثة و B ،A . ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم منسوبإلى المستوي
: الآتية Cالأعداد ، B ،A بالثلاثية نرفق الترتيب. على c و b

u (A,B,C) = a + bj + cjл , v (A,B,C) = a + bjл + cj

w (A,B,C) = u (A,B,C)
v (A,B,C) (j = eлѸഏ/м (حيث

: Cبصُوَرها ، B ،Aنُعوّضالنقط w(A,B,C)عندما و v (A,B,C) ، u (A,B,C) الأعداد كيفتتحوّل

O؟ مركزه بتحاكٍ •3 O؟ مركزه بدوران •2 بانسحاب؟ •1

لاحقة فإنّ 55 صفحة 26 المبرهنة حسب .M النقطة mلاحقة و ෿OM شعاعه الذي الإنسحاب 𝜏 ليكن •1 الحلّ.

𝟮𝟭𝟰
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: إذن c + mهي 𝜏 (C) لاحقة و b + mهي 𝜏 (B) لاحقة ، a + mهي 𝜏 (A) النقطة

u (𝜏(A), 𝜏(B), 𝜏(C)) = (a + m) + (b + m)j + (c + m)jл

= a + bj + cjл + m1ڂ + j + jлڃ

1 + j + jл = 1 − jм
1 − j = 0 : إذن للوحدة تكعيبي جذر j لكن

u (𝜏(A), 𝜏(B), 𝜏(C)) = a + bj + cjл = u (A,B,C) : منه
v (𝜏(A), 𝜏(B), 𝜏(C)) = a + bjл + cj = v (A,B,C) : أنّ بنفسالطريقة نثبت
w(𝜏(A), 𝜏(B), 𝜏(C)) = w(A,B,C) : أنّ نستنتج و

، aeѸഁ هي 𝜌 (A) النقطة لاحقة فإنّ 57 صفحة 27 المبرهنة .حسب زاويته 𝛼 Oو مركزه الذي الدوران 𝜌 ليكن •2
: إذن ceѸഁ هي 𝜌 (C) لاحقة و beѸഁ هي 𝜌 (B) لاحقة

u (𝜌(A), 𝜌(B), 𝜌(C)) = aeѸഁ + beѸഁj + ceѸഁjл = u (A,B,C) ⋅ eѸഁ

v (𝜌(A), 𝜌(B), 𝜌(C)) = v (A,B,C) ⋅ eѸഁ : أنّ نثبت بنفسالطريقة
w(𝜌(A), 𝜌(B), 𝜌(C)) = w(A,B,C) : منه

، k ⋅ a هي 𝜎 (A) النقطة لاحقة فإنّ 55 صفحة 26 المبرهنة .حسب k نسبته Oو مركزه الذي التحاكي 𝜎 ليكن •3
: إذن k ⋅ cهي 𝜎 (C) لاحقة و k ⋅ bهي 𝜎 (B) لاحقة

u (𝜌(A), 𝜌(B), 𝜌(C)) = ka + kbj + kcjл = k ⋅ u (A,B,C)
v (𝜎(A), 𝜎(B), 𝜎(C)) = k ⋅ v (A,B,C) : أنّ نثبت بنفسالطريقة
w(𝜎(A), 𝜎(B), 𝜎(C)) = w(A,B,C) : منه

■

.. .𝟏𝟒𝟔 . 
.U(X) = Xл + (1 − 2ı) X − 2ı : فعلىℂبالعبارة المعرَّ الحدود U(X)كثير ليكن

.−3 + 4ı للعدد التربيعيين الجذرين أوجد •1

.U(X) الحدود لكثير المركبين الجذرين أوجد •2

حقيقيان. عددان y و x مع z = x + ıyحيث مركباً عدداً z ليكن •3

. y و x U(X)بدلالة لـِ التخيلي الجزء و الحقيقي أحسبالجزء (ا)

.(‖‖ ⃗i‖‖ = ‖‖ ⃗j‖‖ = 1cm ℛ(مع = ,Oڂ ⃗i, ⃗jالمتجانسڃ و المتعامد المعلم إلى المستوي ننسب (ب)

طبيعة د حدِّ صرفاً. U(xتخيلياً + ıy) بحيثيكون (x,y)ذاتالإحداثيينMالنقط مجموعة Γк لتكن (i)
. Γк المجموعة أنشئ المركزي. اختلافها و مركزها أوجد ثمّ Γк

و طبيعتها د حدِّ U(xحقيقياً. + ıy) بحيثيكون (x,y)ذاتالإحداثيينMالنقط مجموعة Γл لتكن (ii)
. Γк مع نفسالرسم على Γл أنشئ مركزها.

𝟮𝟭𝟱
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المركبة الأعداد تطبيقات .3.VI

: بحيث متجانس، و متعامد معلم المنسوبإلى المستوي في ،M(x,y)النقط 𝒞مجموعة لتكن تذكير:
. (a,b, c) ≠ (0, 0, 0) و a,b, c,d, e, f ∈ ℝ مع axл + bxy + cyл + dx + ey + f = 0

دائرة). ناقص(أو قطع أو نقطة أو خالية إمّا 𝒞هي المجموعة فإنّ bл − 4ac < 0 كان إذا •

مكافئ. قطع مستقيمينمتوازيينأو إتحاد أو مستقيم أو خالية إمّا 𝒞هي المجموعة فإنّ bл − 4ac = 0 كان إذا •

زائد. قطع أو متقاطعين مستقيمين إتحاد إمّا 𝒞هي المجموعة فإنّ bл − 4ac > 0 كان إذا •

.
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xл − yл = Re (−3 + 4ı) = −3
2xy = Im (−3 + 4ı) = 4

xл + yл = ||−3 + 4ı|| = 5
: لدينا .−3 + 4ı للعدد تربيعيا جذراً z = x + ıy ليكن •1 الحلّ.

لنجد الثانية المعادلة نعوّضفي و x = 1 مثلاً نأخذ . x = أي±1 2xл = 2 نجد الثالثة و الأولى المعادلتين بجمع
. y = 2

.− (1 + 2ı) و 1 + 2ı 3−هما + 4ı للعدد التربيعيان فالجذران بالتالي و

U(X) الحدود كثير فجذرَا بالتالي و .Δ = (1 − 2ı)л − 4× (−2ı) = −3+ 4ı = (1 + 2ı)л : المميِّز طريقة نتّبع •2
. − (1 − 2ı) + (1 + 2ı)

2 = 2ı و − (1 − 2ı) − (1 + 2ı)
2 = −1 هما

: لدينا (ا) •3
U(z) = (x + ıy)л + (1 − 2ı) (x + ıy) − 2ı = xлڀ − yл + x + 2yځ + ı (2xy − 2x + y − 2)

. Im (U (z)) = 2xy − 2x + y − 2 و Re (U (z)) = xл − yл + x + 2y : منه
bл − 4ac = 4 > 0 منه c = −1 و b = 0 ، a = 1 لدينا . xл − yл + x + 2y = هي0 Γк معادلة (i) (ب)

: لكن زائد. قطع أو متقاطعين مستقيمين إتحاد إمّا هي Γк فإنّ بالتالي و

xл − yл + x + 2y = xл + 2 × 1
2 × x − yлڀ − 2 × (−1) × yځ

= xڄ + 1
څ2

л
− ڄ

1
څ2

л
− y)ڂ − 1)л − (−1)лڃ

= xڄ + 1
څ2

л
− (y − 1)л − 3

4
: منه

xл−yл+x+2y = 0 ⟺ xڄ + 1
څ2

л
−(y − 1)л−3

4 = 0 ⟺
چ
x + к

л
л
̤м ڇ

л

−
چ
y − 1

л
̤м ڇ

л

= 1

و التراتيب) (محور x = 0 هما محوريه معادلتا و Ω1−ڄ
2 , څ1 النقطة مركزه زائد قطع معادلة هي و

المركزي اختلافه فإنّ بالتالي و (الضلعين) الساقين متساوي زائد قطع هو و الفواصل). (محور y = 0
.±1 يساويان ميلاهما Ωو بالمركز يمرّان المقاربين محوريه يساوي2√و

و bл − 4ac = 1 > 0 منه c = 0 و b = 1 ، a = 0 لدينا . 2xy − 2x + y − 2 = هي0 Γл معادلة (ii)
: لدينا زائد. قطع أو متقاطعين مستقيمين إتحاد إمّا هي Γк فإنّ بالتالي

2xy − 2x + y − 2 = 0 ⟺ xy − x + 1
2y − 1 = 0 ⟺ xڄ + 1

څ2 (y − 1) = 1
2

𝟮𝟭𝟲
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تطبيقية تمارين .VI

ℛкالمعلم = ,Ωڂ ⃗i, ⃗jڃ ليكن ℛو = ,Oڂ ⃗i, ⃗jڃ للمعلم V⃗ = −1
2

⃗i + ⃗j شعاعه إنسحاباً نُجري

. XY = 1
2 هي Γл معادلة ،ℛк المعلم في .Ω = 1−ڄ

2 , حيثڅ1 الجديد

.ℛк المعلم لمحوريْ دوران بتطبيق ذلك و XY الحد نتخلّصمن بدايةً،
Ωو مركزه ℛدوراناً (Ω, 𝜃)ليكن المركبو المستوي نقطتينمن zດ = Xດ + ıYດ و z = X + ıY لتكن

: لدينا . 𝜃 زاويته

z = eѸഈzດ ⟺ X + ıY = (cos 𝜃 + ı sin 𝜃) Xڂ
ດ + ıYດ

ڃ
⟺ X + ıY = Xດ cos 𝜃 − Yດ sin 𝜃 + ı Xڂ

ດ sin 𝜃 + Yດ cos 𝜃ڃ

⟺
ʯ
X = Xດ cos 𝜃 − Yດ sin 𝜃
Y = Xດ sin 𝜃 + Yດ cos 𝜃

: لكن

XY = 1
2 ⟺ Xڂ

ດ cos 𝜃 − Yດ sin 𝜃ڂڃX
ດ sin 𝜃 + Yດ cos 𝜃ڃ = 1

2
⟺ Xດл cos 𝜃 sin 𝜃 − Yດл cos 𝜃 sin 𝜃 + XດYດ

cosлڂ 𝜃 − sinл 𝜃ڃ = 1
2

أي cosл 𝜃 − sinл 𝜃 = 0 يكون أن يكفي 2XດYດ
cosлڂ 𝜃 − sinл 𝜃ڃ الحد للتخلصمن أنه نلاحظ

: فيكون 𝜃 = 𝜋
4 نأخذ . cos 𝜃 = ± sin 𝜃

XY = 1
2 ⟺ Xດл√2

2 ⋅ √2
2 − Yດл√2

2 ⋅ √2
2 = 1

2
Xດл − Yດл = 1

زائد قطع هو و . Yດ = 0 و Xດ = 0 هما محوريه معادلتا و Ω النقطة مركزه زائد قطع معادلة هي و
بالمركز يمرّان المقاربين محوريه يساوي2√و المركزي اختلافه فإنّ بالتالي و (الضلعين) الساقين متساوي

.±1 يساويان ميلاهما Ωو
كثير جذور هي U(z)إذن = أي0 Re (U (z)) = Im (U (z)) = 0 تحُقق Γл و Γк تقاطع نقط ⧏ : 32 ملاحظة

. (0, 2) و (−1, 0) آخر بتعبير أو 2ı هي1−و U(X)و ⧏الحدود
■

متنوعة تمارين 4.VI

.. .𝟏𝟒𝟕 . 
: بحيث مركبا تطبيقاً f:ℂ → ℂ ليكن

∀zк, zл ∈ ℂ , f (zк + zл) = f (zк) + f (zл)
∀𝜆 ∈ ℝ, ∀z ∈ ℂ , f (𝜆z) = 𝜆f (z)

. ∀z ∈ ℂ , f (z) = 𝛼z + 𝛽 z : بحيث 𝛽 و 𝛼 مركبان عددان يوجد أنه أثبت

𝟮𝟭𝟳

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VI
متنوعة تمارين .4.VI

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5−6

Γ1

b
Ω

x
=

−

1 2

y = 1

Γ2

y
=
x
+

3
2

y
=
−

x
+

1
2

b
O

π

4

π

2

19.VI شكل

f (z) = f (x + ıy) = f (x) + : لدينا الأولى الخاصية حسب . x,y ∈ ℝحيث مركبا عدداً z = x + ıy ليكن الحلّ.
نضع . f (z) = f (x) + f (ıy) = xf (1) + y (ı) : لدينا الثانية فحسبالخاصية x = x × 1 و x,y ∈ ℝ أنّ بما و f (ıy)

: منه y = Im (z) = z − z
2ı و x = Re (z) = z + z

2 لكن . f (z) = ax + by فيكون b = f (ı) و a = f (1)

f (z) = ax + by = aڄ
z + z
2 څ + bڄ

z − z
2ı څ

= ڄ
a
2 + b

2ıڅ z + ڄ
a
2 − b

2ıڅ z

= 1
2 (a − bı) z + 1

2 (a + bı) z
= 𝛼z + 𝛽 z

المطلوب. هو و 𝛽 = 1
2 (a + bı) و 𝛼 = 1

2 (a − bı)حيث
يُدعى و حقيقي العدد هذا و 2f (z) = uz + uz يكون u = a + bı = f (1) + ıf (ı) بوضع ⧏ : 33 ملاحظة

.z و u للعددين الحقيقي ⧏الجداء
■

.. .𝟏𝟒𝟖 .�. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المركبمنسوبإلى المستوي

. 𝛽 = −1 + ı√3
2 و 𝛼 = √3 + ı

2 : حيث مركبان عددان 𝛽 و 𝛼

الترتيب. على 𝛽 و 𝛼 العددين صورتيَْ B النقطتينAو علم و المثلثي شكله على 𝛽 و 𝛼 العددين من أكتبكلا •1

𝟮𝟭𝟴
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20.VI شكل

بدلالة يُكتبان zл و zк حلّيْها أنّ من تحقق و zл 1ڂ+ − ı√3ڃ z−1ڂ + ı√3ڃ = 0 : ℂالمعادلة المجموعة في حلّ •2
. 𝛽 و 𝛼

الترتيب. على zл و zк العددين Mлصورتيَْ النقطتينMкو إنشاء سبق مماّ إستنتج •3
المثلثي. الشكل على zл و zкأكتب

. sin 11𝜋
12 و cos 11𝜋

12 ، sin 5𝜋
12 ، cos 5𝜋

12 : من كل قيمة إستنتج •4

: لدينا •1 الحلّ.
𝛼 = √3

2 + 1
2ı = cos 𝜋

6 + ı sin 𝜋
6 = ,1ٴ 𝜋

ٷ6

𝛽 = −1
2 + √3

2 ı = cos 2𝜋
3 + ı sin 2𝜋

3 =
ʲ
1, 2𝜋

3 ʳ
و

. 20.VI الشكل أنظر

: هو المعادلة ممُيِّز •2
Δ = 1ڂ − ı√3ڃ

л
+4 1ڂ + ı√3ڃ = 2+2ı√3 = 4

چ
1
2 + √3

2 ı
ڇ

= 4eѸഏ/м = ځ2eѸഏ/пڀ
л = 3√ڂ + ıڃ

л

: حلاّن لها بالتالي و

zк = −1 + ı√3 − √3 − ı
2 = 𝛽 − 𝛼

zл = −1 + ı√3 + √3 + ı
2 = 𝛽 + 𝛼 و

(20.VIشكل) . ෿OMл = O්B+ O්A فإنّ zл = 𝛽 + 𝛼 أنّ بما و ، ෿OMк = O්B− O්A فإنّ zк = 𝛽 − 𝛼 أنّ بما •3
.

𝟮𝟭𝟵
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: لدينا

zк = 𝛽 − 𝛼 = eлѸഏ/м − eѸഏ/п = eоѸഏ/кл eѸഏ/нڀ − e−Ѹഏ/нځ = eоѸഏ/кл × 2ı sin 𝜋
4

= √2eѸഏ/лeоѸഏ/кл = √2eккѸഏ/кл =
ʲ√

2, 11𝜋
12 ʳ

zл = 𝛽 + 𝛼 = eлѸഏ/м + eѸഏ/п = eоѸഏ/кл eѸഏ/нڀ + e−Ѹഏ/нځ = eоѸഏ/кл × 2 cos 𝜋
4 و

= √2eоѸഏ/кл =
ʲ√

2, 5𝜋
12ʳ

: لدينا •4

cos 5𝜋
12 = Re (zл)

||zл||
=

̤м−к
л
√2

= √6 − √2
4

sin 5𝜋
12 = Im (zл)

||zл||
=

̤м+к
л
√2

= √6 + √2
4 و

cos 11𝜋
12 = Re (zк)

||zк||
=

−̤м−к
л
√2

= −√6 + √2
4 : بالمثل

sin 11𝜋
12 = Im (zк)

||zк||
=

̤м−к
л
√2

= √6 − √2
4 و

السؤال في المثلثية بالطريقة قيمتَيْهِما وجدنا لأننا الجبرية بالطريقة ||zл|| و ||zк||داعيلحساب لا ⧏ : 34 ملاحظة
⧏السابق.

■

.. .𝟏𝟒𝟗 .�. [0, 𝜋] المجال إلى ينتمي حقيقي عدد 𝛼

.A = sinл 2𝛼 − 2 (1 + cos 2𝛼) : العدد cos 𝛼 أكتببدلالة •1

. 2zл (1 + cos 2𝛼) − 2z sin 2𝛼 + 1 = 0 : z المجهول ذات ℂالمعادلة المجموعة في حلّ •2
. 𝛼 يتغيرّ عندما المعادلة هذه حلول صور مجموعة عينِّ •3

: لدينا •1 الحلّ.
A = sinл 2𝛼 − 2 (1 + cos 2𝛼) = (2 sin 𝛼 cos 𝛼)л − 2 2ڀ cosл 𝛼ځ = 4 sinл 𝛼 cosл 𝛼 − 4 cosл 𝛼

= 4 cosл 𝛼ڂsinл 𝛼 − ڃ1 = 4 cosл 𝛼 −ڀ cosл 𝛼ځ = −4 cosн 𝛼

إذن ، مستحيل هذا و 1 = 0 تصبح المعادلة فإنّ (𝛼 ∈ [0, 𝜋] (لأنّ 𝛼 = 𝜋
2 كان إذا أي 1 + cos 2𝛼 = 0 كان إذا •2

: هو ممُيَِّزها الثانية. الدرجة من فالمعادلة بالتالي و 1 + cos 2𝛼 ≠ أي0 بالضرورة 𝛼 ≠ 𝜋
2

Δດ = (sin 2𝛼)л − 2 (1 + cos 2𝛼) = A = −4 cosн 𝛼 = 2ıڀ cosл 𝛼ځ
л

𝟮𝟮𝟬
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: حلاّن لها بالتالي و

zк = sin 2𝛼 − 2ı cosл 𝛼
2 (1 + cos 2𝛼) = 2 sin 𝛼 cos 𝛼 − 2ı cosл 𝛼

2 cosл 𝛼 = −ı + tan 𝛼

zл = sin 2𝛼 + 2ı cosл 𝛼
2 (1 + cos 2𝛼) = 2 sin 𝛼 cos 𝛼 + 2ı cosл 𝛼

2 cosл 𝛼 = ı + tan 𝛼

معادلته الذي المستقيم إلى تنتمي zк اللاحقة ذات فالنقطة بالتالي و Im (zк) = −1 فإنّ 𝛼 قيمة تكن مهما أنه نلاحظ •3
zк اللاحقة ذات النقطة فإنّ ، 𝛼 يتغيرّ عندما بالتالي و Re (zк) ⟶ഁ

→ ಒ
ש

±∞ : لكن . (y = (أي1− Im (z) = −1

. y = −1 معادلته الذي المستقيم كلّ تمسح
. ( y = (أي1− Im (z) = −1 معادلته الذي المستقيم هي zк اللاحقة ذات النقطة صور مجموعة الأخير، في

معادلته الذي المستقيم إلى تنتمي zл اللاحقة ذات فالنقطة بالتالي و Im (zл) = 1 فإنّ 𝛼 قيمة تكن مهما بالمثل،
تمسح zл ذاتاللاحقة النقطة فإنّ ،𝛼 يتغيرّ عندما بالتالي Reو (zл) ⟶ഁ

→ ಒ
ש

±∞ : لكن . (y = (أي1 Im (z) = 1

. y = 1 معادلته الذي المستقيم كلّ
. ( y = (أي1 Im (z) = 1 معادلته الذي المستقيم هي zл اللاحقة ذات النقطة صور مجموعة الأخير، في

■

.. .𝟏𝟓𝟎 .�. f(z) = 8zн − 8zм + 27z − 27 : حيث zالمركب للمتغير حدود كثير f(z)

تعيينه. يُطلب الثالثة الدرجة من حدود كثير g(z)حيث (z − 1) ⋅ g(z) الشكل على f(z) كتابة يمكن أنه بينِّ •1

الحلول. هذه من حلّ لكل عمدة و الطويلة عينِّ . f(z) = 0 : ℂالمعادلة المجموعة في حلّ •2

حاصل لإيجاد z − على1 f(z) لـِ الإقليدية القسمة نُجري ثَمّ من و f(1) = 0 أنّ من بسهولة التحقق يمكن •1 الحلّ.
: التالية الطريقة إتباع الممكن من لكن ؛ g(z) القسمة

f(z) = 8zн − 8zм + 27z − 27 = 8zм (z − 1) + 27 (z − 1) = (z − 1) 8zмڀ + ځ27
. g(z) = 8zм + 27 إذن

: لدينا •2

f(z) = 0 ⟺ (z − 1) 8zмڀ + ځ27 = 0
⟺ z = 1 أو 8zм + 27 = 0

⟺ z = 1 أو zм = 3−ڄ
څ2

м

⟺ z = 1 أو z = −3
2 أو z = −3

2j أو z = −3
2j

л

𝟮𝟮𝟭
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: بالتالي و ؛ للوحدة تكعيبي جذر j = zлѸഏ/мحيث

z = 1 = eйѸ = [1, 0]

z = −3
2 = 3

2e
Ѹഏ =

ʲ
3
2 , 𝜋

ʳ
أو

z = −3
2j = 3

2e
ѸഏeлѸഏ/м = 3

2e
оѸഏ/м = 3

2e
−Ѹഏ/м =

ʲ
3
2 , −𝜋

3ʳ
أو

z = −3
2j

л = 3
2e

ѸഏeнѸഏ/м = 3
2e

рѸഏ/м = 3
2e

Ѹഏ/м =
ʲ
3
2 , 𝜋

3ʳ
أو

■

.. .𝟏𝟓𝟏 .�. zм + (−1 + 5ı) zл + (−7 − 4ı) z + 3 − 3ı = 0 : المعادلة لتكن

تعيينه. يُطلب صرفا تخيليا ăحلا تقبل المعادلة هذه أنّ بينِّ •1

المعادلة. ℂهذه المجموعة في حلّ •2
. ||zй|| < ||zк|| < ||zл||حيث المعادلة هذه حلول zл ، zк ، zй نسمي •3

. zл و zк ، zй من لكل المثلثي الشكل عينِّ (ا)

ڄ.
zк
څ2√

лйкн
: العدد أحسب (ب)

. f (z) = zм + (−1 + 5ı) zл + (−7 − 4ı) z + 3 − 3ı : نضع الحلّ.
: لدينا للمعادلة. صرفا تخيليا ăحلا z = ı𝛼 ليكن •1

zм + (−1 + 5ı) zл + (−7 − 4ı) z + 3 − 3ı = (ı𝛼)м + (−1 + 5ı) (ı𝛼)л + (−7 − 4ı) (ı𝛼) + 3 − 3ı
= −ı𝛼м + (−1 + 5ı) ځ𝛼л−ڀ − 7ı𝛼 + 4𝛼 + 3 − 3ı
= 𝛼л + 4𝛼 + 3 + ı 𝛼м−ڀ − 5𝛼л − 7𝛼 − ځ3

: بالتالي و

zм + (−1 + 5ı) zл + (−7 − 4ı) z + 3 − 3ı = 0 ⟺
ʯ

𝛼л + 4𝛼 + 3 = 0
−𝛼м − 5𝛼л − 7𝛼 − 3 = 0

الثانية. للمعادلة حلّ كِلَيْهما أنّ بسهولة نتحقق و 𝛼 = −1 و 𝛼 = −3 هما حلاّن الأولى للمعادلة
. z = −3ı و z = −ı : هما تخيليانصرفان حلاّن f (z) = 0 للمعادلة بالتالي، و

: نرتب ننشرو ، f (z) = a (z + ı) (z + 3ı) (z − 𝛽) : نكتب •2
f (z) = a (z + ı) (z + 3ı) (z − 𝛽)

= azм + (−ab + 4aı) zл + (−3a − 4ıab) z + 3ab
= zм + (−1 + 5ı) zл + (−7 − 4ı) z + 3 − 3ı

و a = أي1 ؛ 3ab = 3 − 3ı و −3a − 4ıab = −7 − 4ı ،−ab + 4aı = −1 + 5ı ، a = 1 : ينتج بالمطابقة
. b = 1 − ı

𝟮𝟮𝟮
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. f (z) = (z + ı) (z + 3ı) (z − 1 + ı) : بالتالي و
. ||zй|| < ||zк|| < ||zл|| : لدينا . zл = 3ı و zк = 1 − ı ، zй = ı : هي f (z) = 0 المعادلة حلول إذن،

: لدينا (ا)

zй = −ı = cosڂ−𝜋
ڃ2 + ı sinڂ−𝜋

ڃ2 = ,1ٴ −𝜋
ٷ2

zк = 1 − ı = √2
چ
√2
2 − ı√2

2 ڇ
= 𝜋−ڂcosڂ2√

ڃ4 + ı sinڂ−𝜋
ڃڃ4 = ,2√ٴ −𝜋

ٷ4

zл = −3ı = 3 𝜋−ڂcosڂ
ڃ2 + ı sinڂ−𝜋

ڃڃ2 = ,3ٴ −𝜋
ٷ2

: بالتالي و 2014 = 4 × 504 − 2 أنّ نلاحظ (ب)

ڄ
zк
څ2√

лйкн
=
چ
√2e−Ѹഏ/н

√2 ڇ

лйкн

= e−лйкнѸഏ/н

= e−ойнѸഏ+ئשಒ
׫ = eѸഏ/л = ı

■

.. .𝟏𝟓𝟐 .�. z = ʵ2 + √2 + ıʵ2 − √2 : للعدد عمدة و الطويلة أحسب

. |z| = 2 منه |z|л = ʵ2ڂ + ڃ2√
л

+ ʵ2ڂ − ڃ2√
л

= 2 + √2 + 2 − √2 = 4 : الطويلة الحلّ.
. ,0ٴ 𝜋

ٷ2 المجال في 𝜃 إختيار فبإمكاننا Im (z) ≥ 0 و Re (z) ≥ 0 أنّ بما . z للعدد عمدةً 𝜃 ليكن : العمدة

: منه cos 𝜃 = Re (z)
|z| = 1

2ʵ2 + √2 لدينا

cos (2𝜃) = 2 cosл 𝜃 − 1 = 1
2 2ڂ + ڃ2√ − 1 = √2

2
. arg (z) = 𝜋

8 (mod 2𝜋) : الأخير في . 𝜃 = 𝜋
8 أي 2𝜃 = 𝜋

4 إذن 2𝜃 ∈ [0, 𝜋] مع

: أي sin 𝜋
8 = Im (z)

|z| و cos 𝜋
8 = Re (z)

|z| : أنّ نستنتج

■ sin 𝜋
8 = ʵ2 − √2

2 و cos 𝜋
8 = ʵ2 + √2

2

.. .𝟏𝟓𝟑 .�. 𝛼 = ʵ2 − √2 − ıʵ2 + √2 : مركبحيث عدد 𝛼

المثلثي. شكله على 𝛼н العدد اكتب ثمّ 𝛼н و 𝛼лأحسب •1

. 𝛼 للعدد عمدة و الطويلة إستنتج •2

. sin 13𝜋
8 و cos 13𝜋

8 : من أحسبكلا •3

: يكون Mبحيث النقط مجموعة عينِّ متجانس. و متعامد معلم إلى المنسوب المستوي في z العدد Mصورة لتكن •4
. |𝛼z| = 8

𝟮𝟮𝟯
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: لدينا •1 الحلّ.
𝛼л = ʶ2ڄ − √2 − ıʶ2 + څ2√

л

= ʶ2 − √2
л

− 2ıʶ2 − √2ʶ2 + √2 − ʶ2 + √2
л

= 2 − √2 − 2ı
ʷ2ڂ − 2ڂڃ2√ + ڃ2√ − 2 − √2

= −2√2 − 2ı√4 − 2 = −2√2 − 2ı√2

𝛼н = 2√2−ڂ − 2ı√2ڃ
л

= ڃ2√2−ڂ
л
(1 + ı)л و

= 8 (1 + 2ı − 1) = 16ı
= 16eѸഏ/л = ,16ٴ 𝜋

ٷ2 : المثلثي الشكل و

و 𝜌 = أي2 4𝜃 = 𝜋
2 (mod 2𝜋) و 𝜌н = 16 بالتالي و 𝛼н = ʱ𝜌н, 4𝜃ٳ = ,16ٴ 𝜋

ٷ2 فيكون 𝛼 = [𝜌, 𝜃] نضع •2
منه 3𝜋

2 < 𝜃 < 2𝜋 بالتالي و sin 𝜃 < 0 و cos 𝜃 > 0 منه Im (𝛼) < 0 و Re (𝛼) > 0 لكن .𝜃 = 𝜋
8 modڂ

𝜋
ڃ2

. 𝜃 = 13𝜋
8 (mod 2𝜋)أي 𝜃 = 𝜋

8 + 𝜋
2 (mod 2𝜋)

. 𝛼 =
ʲ
2, 13𝜋

8 ʳ
الأخير، في

: لدينا •3
𝛼 = ʶ2 − √2 − ıʶ2 + √2 = cosڄ2 13𝜋

8 + ı sin 13𝜋
8 څ

. sin 13𝜋
8 = −ʵ2 + √2

2 و cos 13𝜋
8 = ʵ2 − √2

2 : منه

: لدينا •4
|𝛼z| = 8 ⟺ |𝛼| ⋅ |z| = 8 ⟺ 2 |z| = 8 ⟺ |z| = 4

. 4 نصفقطرها ,O(0و 0) مركزها 𝒞التي (O, 4) الدائرة معادلة هي و
■

.. .𝟏𝟓𝟒 .�

المثلثي. شكله على (−1 − ı)المركب العدد أكتب •1

. (1 − 3ı) z + 3 + ı
z − ı = z : zالمركب المجهول ذات ℂالمعادلة المجموعة في حلّ •2

السابقة. للمعادلة طويلة أصغر ذا الحلّ zй ليكن •3

ڄ.
zй
څ2√

лйкн
: المركب العدد أحسب (ا)

حقيقياً. ڄعدداً
zй
څ2√

ѫ
يكون حتى nالطبيعي العدد قِيَم عينِّ (ب)

𝟮𝟮𝟰
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: لدينا •1 الحلّ.
−1 − ı = √2

چ
−√2

2 − ı√2
2 ڇ

= 3𝜋−ڄcosڄ2√
4 څ + ı sin3−ڄ𝜋

4 څڅ =
ʲ√

2, −3𝜋
4 ʳ

: فيكون z ≠ ı أنّ نفرضإذن . z ≠ ı كان إذا فقط و إذا معرّفة المعادلة •2
(1 − 3ı) z + 3 + ı

z − ı = z ⟺ z (z − ı) = (1 − 3ı) z + 3 + ı
⟺ zл − ız − (1 − 3ı) z − 3 − ı = 0
⟺ zл − (1 − 2ı) z − 3 − ı = 0

: ممُيَِّزها الثانية، الدرجة من معادلة هي و
Δ = (− (1 − 2ı))л − 4 (−3 − ı) = 9 = 3л

. zк = 1 − 2ı + 3
2 = 2 − ı و zй = 1 − 2ı − 3

2 = −1 − ı : هما حلاّن لها بالتالي و

. ||zк|| = √5 و ||zй|| = √2 : لدينا

: فإنّ 2014 = 4 × 504 − 2 أنّ بما (ا) •3

ڄ
zй
څ2√

лйкн
=
چ
√2e−мѸഏ/н

√2 ڇ

лйкн

= e−лйкн×мѸഏ/н = e−лپ−мѸഏ/нٿ = eмѸഏ/л = −ı

: لدينا طبيعياً. عدداً n ليكن (ب)

ڄ
zй
څ2√

ѫ
=
چ
√2e−мѸഏ/н

√2 ڇ

ѫ

= e−мѫѸഏ/н = cos3−ڄn𝜋
4 څ + ı sin3−ڄn𝜋

4 څ

يكون أييجبأن sin3−ڄn𝜋
4 څ = 0 يكون أن يجب حقيقياً ڄعدداً

zй
څ2√

ѫ
يكون حتى إذن،

. n = 0 (mod أي(4 3n = 0 (mod أي(4 3n𝜋
4 = 0 (mod 𝜋)

. 4 العدد مضاعفات هي حقيقياً ڄعدداً
zй
څ2√

ѫ
يكون أجلها من التي n الطبيعية الأعداد إذن،

■

.. .𝟏𝟓𝟓 .�
. L = 𝛼ı − 4𝛽

5 + 3ı : مركبحيث عدد L حقيقيان. عددان 𝛽 و 𝛼

. arg (L) = 3𝜋
4 و ||L|| = 1 بحيثيكون 𝛽 و 𝛼 أوجد •1
. 𝛼 = 𝛽 = √2 أنّ يلي نفرضفيما

. Lкл + Lкп : أحسب •2

. Lнѫ + LнѪ = 0 : أنّ أثبت فردي. طبيعي mعدد و زوجي طبيعي عدد n •3

: zالمركب المجهول ذات فيℂالمعادلة حلّ طبيعي. عدد n •4
zл ⋅ Lлپѫ+кٿ − 2z ⋅ Lлѫ − Lлپѫ+кٿ = 0

𝟮𝟮𝟱
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: لدينا الحلّ.
L = 𝛼ı − 4𝛽

5 + 3ı = (𝛼ı − 4𝛽) (5 − 3ı)
5л + 3л

= 5𝛼ı + 3𝛼 − 20𝛽 + 12𝛽ı
34 = 3𝛼 − 20𝛽

34 + 5𝛼 + 12𝛽
34 ı

: هو له عمدة 3𝜋
4 و 1 طويلته الذي المركب العدد •1

1 ⋅ eмѸഏ/н = cos 3𝜋
4 + ı sin 3𝜋

4 = −√2
2 + ı√2

2
: بالتالي و

L = −√2
2 + ı√2

2 ⟺ 3𝛼 − 20𝛽
34 + 5𝛼 + 12𝛽

34 ı = −√2
2 + ı√2

2

⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

3𝛼 − 20𝛽
34 = −√2

2
5𝛼 + 12𝛽

34 = √2
2

⟺
ʯ
3𝛼 − 20𝛽 = −17√2
5𝛼 + 12𝛽 = 17√2

. (𝛼, 𝛽) = ڃ2√,2√ڂ : هو و وحيد حلّ للجملة أنه نجد بالحل،

: منه L =
ʲ
1, 3𝜋

4 ʳ
السابق السؤال فحسب 𝛽 = √2 و 𝛼 = √2 أنّ بما •2

Lкл + Lкп = ځeмѸഏ/нڀ
кл + ځeмѸഏ/нڀ

кп = eтѸഏ + eклѸഏ = −1 + 1 = 0

: فإنّ k, ℓ ∈ ℕ mمع = 2ℓ + 1 و n = 2k كان إذا •3

Lнѫ + LнѪ = LсѨ + Lсൔ+н = eмپсѨٿѸഏ/н + eмپсൔ+нٿѸഏ/н = eпѨѸഏ + eмپлൔ+кٿѸഏ

= ځeлѨѸഏڀ
м + ځѸഏٿлൔ+кپeڀ

м = 1м + (−1)м = 1 − 1 = 0

: هو المختصرللمعادلة المميّز طبيعياً. عدداً n ليكن •4

Δດ = Lڂ
лѫ

ڃ
л

+ Lлپѫ+кٿ ⋅ Lлپѫ+кٿ = Lнѫ + Lнپѫ+кٿ

زوجي) n + 1 فإنّ فردياً n كان إذا و فردي، n + 1 فإنّ زوجياً n كان (إذا الزوجية في مختلفان n + 1 و n لكن
مضاعف: حلّ للمعادلة بالتالي Δດو = 0 فإنّ السابق السؤال فحسب

zк = zл = Lлѫ

Lлپѫ+кٿ = L−л = ځeмѸഏ/нڀ
−л = e−мѸഏ/л = −ı

■

.. .𝟏𝟓𝟔 .�. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المركبمنسوبإلى المستوي
معدوم. غير حقيقي وسيط 𝛼حيث L = z − 𝛼ı

z + 𝛼ı : بـِ المعرف المركب العدد L ليكن Mصورته. مركبو عدد z

: النقطMبحيثيكون مجموعة عينِّ •1

حقيقيا. عدداً L (ا)

𝟮𝟮𝟲
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. (𝛼الوسيط قِيَم (ناقشحسب صرفا تخيليا عدداً L (ب)

. L للعدد عمدةً 𝜋
2 النقطMبحيثيكون مجموعة عينِّ . 𝛼 = 2 نفرضأنّ •2

. xл + (y + 𝛼)л ≠ أي0 z + 𝛼ı ≠ 0 يكون أن يجب معرّفاً، L يكون حتى . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع الحلّ.
: لدينا . xл + (y + 𝛼)л ≠ 0 أنّ نفرضإذن

L = x + ıy − ı𝛼
x + ıy + ı𝛼 = (x + ı (y − 𝛼)) (x − ı (y + 𝛼))

xл + (y + 𝛼)л

= xл − ı (xy + 𝛼x) + ı (xy − 𝛼x) + (y − 𝛼) (y + 𝛼)
xл + (y + 𝛼)л

= xл + yл − 𝛼л − 2ı𝛼x
xл + (y + 𝛼)л

= xл + yл − 𝛼л

xл + (y + 𝛼)л
− 2𝛼x

xл + (y + 𝛼)л
ı

. x = 0 منه 𝛼 ≠ 0 لكن . 𝛼x = −أي0 2𝛼x
xл + (y + 𝛼)л

= 0 يكون أن يجب حقيقيا L يكون حتى (ا) •1

التراتيب) (محور x = 0 معادلته الذي المستقيم هي حقيقيا L يكون أجلها من النقطMالتي مجموعة بالتالي و
. (0, −𝛼)ذاتالإحداثيين النقطة باستثناء

: هي و xл + yл = 𝛼л أي x
л + yл − 𝛼л

xл + (y + 𝛼)л
= 0 يكون أن يجب صرفا تخيليا L يكون حتى (ب)

الإحداثيين ذات النقطة باستثناء 𝛼 قطرها نصف و O(0, 0) مركزها التي 𝒞 (O, 𝛼) الدائرة معادلة •

؛ 𝛼 > 0 كان إذا (0, −𝛼)
ذاتالإحداثيين النقطة 𝛼−باستثناء ,O(0ونصفقطرها 0) 𝒞التيمركزها (O, −𝛼) الدائرة ومعادلة •

. 𝛼 < 0 كان إذا (0, −𝛼)
مركزها 𝒞التي (O, |𝛼|) الدائرة هي صرفا تخيليا L يكون أجلها من النقطMالتي مجموعة الحالات، كل في

. (0, −𝛼)ذاتالإحداثيين النقطة باستثناء |𝛼| نصفقطرها ,O(0و 0)

: فإنّ 𝛼 = 2 كان إذا •2
L = xл + yл − 4

xл + (y + 2)л
− 4x

xл + (y + 2)л
ı

أي −4x > 0 و xл + yл = 4 أي Im (L) > 0 و Re (L) = 0 يكون أن يجب L للعدد عمدةً 𝜋
2 يكون حتى

. x < 0 و xл + yл = 2л

x < لأجل0 𝒞المعرفة (O, 2) هينصفالدائرة L للعدد عمدةً 𝜋
2 يكون أجلها من النقطMالتي بالتاليمجموعة و
. إليها) تنتمي لا (0, ذاتالإحداثيين(2− (النقطة

■

.. .𝟏𝟓𝟕 .�

𝒮Ѫ نسمي حقيقي. mوسيط و المجهول هو zحيث (z − m)л = mл − 1 : المعادلة ℂ المجموعة في نعتبر •1
المعادلة. هذه حلول مجموعة

.𝒮Ѫ الحقيقيmعناصرالمجموعة الوسيط لقيم تبِعاً عينِّ

𝟮𝟮𝟳
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: نعتبرفيℂالمعادلة . 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋
2 حقيقيحيث وسيط 𝜃 مركبو mوسيط •2

(z − m)л = cos 2𝜃 + ı sin 2𝜃

يْها. حلَّ إلى zл و zк بـِ نرمز و

. zл و zкأحسب (ا)
. zл − zк أو zк − zл لواحقها التي المستوي النقطMمن نعتبر (ب)

. 𝜃يتغير النقطMعندما مجموعة أوجد

. zк + zл
2 لواحقها التي النقط مجموعة أوجد . 𝜃 ثابتة عمدته معدوم مركبغير mعدد نفرضأنّ (ج)

ثلاثحالات: نُميِّز •1 الحلّ.
منه z = m مضاعفاً حلاّ تقبل (z − m)л = 0 تصبح المعادلة mفإنّ = ±1 كان إذا mлأي = 1 كان إذا •

.𝒮Ѫ = {m}

الحلاّن منه (z − m)л = mл√ڂ − ڃ1
л
mفإنّ ∈ ]−∞, −1[∪ ]1, كان]∞+ إذا mлأي −1 > كان0 إذا •

.𝒮Ѫ = ʫm − √mл − 1,m + √mл − 1ʬأي zл = m + √mл − 1 و zк = m − √mл − 1

zк = m − الحلاّن منه (z − m)л = ı√1ڂ − mлڃ
л
فإنّ m ∈ ]−1, 1[ mлأي − 1 < 0 كان إذا •

.𝒮Ѫ = ʫm − ı√1 − mл,m + ı√1 − mлʬأي zл = m + ı√1 − mл و ı√1 − mл

. zл = m + eѸഈ و zк = m − eѸഈ : هما حلان لها بالتالي و (z − m)л = eлѸഈ = ځeѸഈڀ
л : تكافئ المعادلة (ا) •2

: لدينا (ب)
zл − zк = m + eѸഈ − m + eѸഈ = 2eѸഈ = 2 (cos 𝜃 + ı sin 𝜃)

في 𝜃 يتغير عندما إذن ، 2 sin 𝜃 ≥ 0 و 2 cos 𝜃 ≥ 0 و ||zл − zк|| = 2 فإنّ ,0ٴ 𝜋
ٷ2 المجال في 𝜃 يتغير عندما

مع xл + yл = 4 معادلتها التي الدائرة ربع هي zл − zк لواحقها النقطMالتي مجموعة فإنّ ,0ٴ 𝜋
ٷ2 ؛المجال y ≥ 0 و x ≥ 0

و −2 cos 𝜃 ≤ 0 و ||zк − zл|| = 2 فإنّ ,0ٴ 𝜋
ٷ2 المجال في 𝜃 يتغير عندما منه zк − zл = −2eѸഈ بالمثل،

ربع هي zк − zл لواحقها النقطMالتي مجموعة فإنّ ,0ٴ 𝜋
ٷ2 المجال في 𝜃 يتغير عندما إذن ، −2 sin 𝜃 ≤ 0

y ≤ 0 و x ≤ 0 مع xл + yл = 4 معادلتها التي الدائرة
xл +yл = 4 معادلتها التي الدائرة ربعا هي zл − zк أو zк − zл لواحقها النقطMالتي مجموعة الأخير، في

.(21.VI (شكل xy ≥ 0 مع

.m = x + ıy نضع . zк + zл
2 = m : لدينا (ج)

هي zк + zл
2 لواحقها التي النقط مجموعة بالتالي و التراتيب محور معادلة هي mو = ıy فإنّ x = 0 كان إذا

.O(0, 0) النقطة باستثناء (y = 0 (المستقيم التراتيب محور
بالمركز يمر الذي المستقيم معادلة هي و y = x tan 𝜃أي ، ثابت عدد هو و y

x = tan 𝜃 فإنّ x ≠ 0 كان إذا و
.O(0, 0) المركز باستثناء الفواصل محور مع 𝜃تساوي زاوية يصنع و

تساوي زاوية يصنع و بالمركز يمر الذي المستقيم هي zк + zл
2 لواحقها التي النقط مجموعة الحالات، كل في

.O(0, 0) المركز باستثناء الفواصل محور مع (x = 0 كان إذا 𝜃 = ഏ
л ) 𝜃

■

𝟮𝟮𝟴
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21.VI شكل

.. .𝟏𝟓𝟖 . 

المثلثي. الشكل على 4√2 (−1 + ı) العدد أكتب •1

. 4√2 (−1 + ı) جداؤها مركبة أعداد ثلاثة نعتبر •2
أساسها حسابية لمتتالية متتابعة حدود وعمداتها 2 أساسها هندسية لمتتالية متتابعة لحدود تُشكِّ الأعداد طويلاتهذه

. 𝜋
4

. ||zк|| ≤ ||zл|| ≤ ||zм|| مع الأعداد هذه zм و zл ، zк لتكن

. zм و zл ، zк من لكل عمدةً و أحسبطويلة ،
𝜋
2 ≤ arg (zк) ≤ 𝜋 أنّ علماً

المركب. المستوي الترتيبفي على zм و zл ، zк الأعداد Mмصور Mлو ،Mк النقط أنشئ •3

: لدينا . 4√2 (−1 + ı) = [𝜌, 𝜃] نضع •1 الحلّ.
||4√2 (−1 + ı)|| = ||4√2|| ⋅ ||(−1 + ı)|| = 4√2 × √2 = 8

cos 𝜃 = −4√2
8 = −√2

2 و sin 𝜃 = 4√2
8 = √2

2
𝜃 = 3𝜋

4 (mod 2𝜋) منه

. 4√2 (−1 + ı) = 8eмѸഏ/н : إذن

الترتيب). على (ليسبالضرورة عمداتها c bو ،a الترتيبو على zм و zл ، zк طويلاتالأعداد 𝜌м و 𝜌л ، 𝜌к لتكن •2
. 𝜌м = 4𝜌к و 𝜌л = 2𝜌к : لدينا

: منه . c = a + 𝜋
2 (mod 2𝜋) و b = a + 𝜋

4 (mod 2𝜋) : أيضاً لدينا

⎧
⎨⎩

𝜌к ⋅ 𝜌л ⋅ 𝜌м = 8

a + b + c = 3𝜋
4 (mod 2𝜋)

⟺
⎧
⎨⎩

8𝜌мк = 8

3a + 3𝜋
4 = 3𝜋

4 (mod 2𝜋)
⟺

ʯ
𝜌к = 1
a = 0 (mod 2𝜋)

. c = 𝜋
2 و b = 𝜋

4 ، a = 0 ؛ 𝜌м = 4 و 𝜌л = 2 ، 𝜌к = 1 إذن

𝟮𝟮𝟵
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23.VI شكل

1 2 3 4

1

2

O

M1

M2

M3

22.VI شكل

و arg (zл) = 0 أو ؛ arg (zм) = 0 و arg (zл) = 𝜋
4 فإنّ بالتالي و arg (zк) = 𝜋

2 إذن
𝜋
2 ≤ arg (zк) ≤ 𝜋 لكن

: إذن arg (zм) = 𝜋
4

؛ zм = 4eй = 4 و zл = 2eѸഏ/н ، zк = eѸഏ/л = ı
. zм = 2eѸഏ/н و zл = 4eй = 4 ، zк = eѸഏ/л = ı أو

23.VI و 22.VIالشكلين أنظر •3
■

.. .𝟏𝟓𝟗 .�. ,Oڀ u⃗, ⃗vمباشرځ متجانسو متعامد، معلم المركبمنسوبإلى المستوي
. zх = 2 اللاحقة ذات النقطة B و zф = 1 + 3ı اللاحقة ذات Aالنقطة لتكن

.OABالمثلث أنشئ •1
.Aالرأس عند الساقين المثلثOABمتساوي لماذا إشرح •2

.O إلى بالنسبة B Dنظيرة النقطة Aو إلى Oبالنسبة النقطة Cنظيرة النقطة نعتبر •3
24.VI الشكل Dعلى النقطتينCو علم (ا)

الترتيب. Dعلى Cو لاحقتَيْ zч و zц العددين أوجد (ب)

. نسبته13 Oو مركزه الذي Aبالتحاكي صورة E لتكن •4

24.VI الشكل على E النقطة علم (ا)
. E النقطة لاحقة zш العدد أوجد (ب)

. {(A, 2) , (B, −3) , (D, 2)} للجملة المتناسبة المسافات مركز F لتكن •5
. F النقطة لاحقة zщ أوجد (ا)

24.VI الشكل على F النقطة علم (ب)

واحدة. استقامة على F و E ، Bالنقط أنّ أثبت •6

. Z = zщ − zц
zх − zц

: بـِ المعرف المركب العدد Z ليكن •7

إجابتك. ل فصِّ . Z = aıبحيث aالحقيقي العدد أوجد (ا)
. Z للعدد arg (Z) عمدةً و ||Z|| الطويلة أوجد (ب)

علِّل. .CBFالمثلث طبيعة إستنتج (ج)

𝟮𝟯𝟬
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24.VI شكل

24.VI الشكل أنظر •1 الحلّ.
OAإذن = AB ABمنه = ||zх − zф|| = ||1 − 3ı|| = √10 OAو = ||zф − zђ|| = ||1 + 3ı|| = √10 : لدينا •2

.Aالرأس عند الساقين المثلثOABمتساوي

24.VI الشكل أنظر (ا) •3
. zѠ = 2zф − zђ = 2 + 6ıأي zф − zђ = zц − zф منه O්A = A්C : لدينا (ب)
. zч = 2zђ − zх = أي2− zђ − zх = zч − zђ منه B්O = O්D بالمثل،

24.VI الشكل أنظر (ا) •4
. (53 صفحة 1 اللازمة أيضاً (أنظر zш = 1

3zф = 1
3 + ı منه zш − zђ = 1

3 (zф − zђ) : لدينا (ب)

24.VI الشكل أنظر (ا) •5
(2 − 3 + 2) zщ = 2zф − 3zх + 2zч منه 2 (zф − zщ) − 3 (zх − zщ) + 2 (zч − zщ) = 0 : لدينا (ب)

. zщ = −8 + 6ıأي

zщ − zх = −8 + 6ı − 2 هي= BඁF الشعاع لاحقة و zш − zх = 1
3 + ı − 2 = −5

3 + ıهي BඁE الشعاع لاحقة •6

واحدة. استقامة على F و E ، Bالنقط أنّ يعني هذا و BඁF = 6BඁE 10−إذن + 6ı = 5−ڄ6
3 + ıڅ

: لدينا (ا) •7
Z = zщ − zц

zх − zц
= −8 + 6ı − 2 − 6ı

2 − 2 − 6ı = −10
−6ı = −5

3ı

. a = −5
3 إذن

و ||Z|| = |
||−
5
3ı

|
|| = 5

3 : لدينا (ب)

arg (Z) = arg5−ڄ
3ıڅ = arg5−ڄ

څ3 + arg (ı) = 𝜋 + 𝜋
2 = 3𝜋

2 (mod 2𝜋) = −𝜋
2 (mod 2𝜋)

.Cفي الزاوية CBFقائم فإنّ ๔
,C්Bڂ CඁFڃ = arg (Z) = −𝜋

2 (mod 2𝜋) أنّ بما (ج)
■

𝟮𝟯𝟭
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.. .𝟏𝟔𝟎 .�. ,Oڀ u⃗, ⃗vمباشرځ متجانسو متعامد، معلم المركبمنسوبإلى المستوي
. zх = 3 − 2ı اللاحقة ذات النقطة B و zф = 1 اللاحقة ذات Aالنقطة لتكن

Mດذات النقطة ، z Mلاحقتها نقطة بكل يرفق الذي F التحويل نعتبر و zດ = ız + 1 − ı : نضع ، zمركب عدد لكل
. zດ اللاحقة

25.VI الشكل على B النقطتينAو علم •1

. z ≠ 1 Aلاحقتها Mتختلفعن نقطة نعتبر السؤال، هذا في •2

الجبري. الشكل على Z = zດ − 1
z − 1 العدد أكتب (ا)

. Z للعدد arg (Z) عمدةً و ||Z|| الطويلة أوجد (ب)

. ๔
,෿AMڂ ෿AMດ

ڃ أوجد ثمّ ،AM AMດبدلالة الطول عن عبرِّ (ج)

المميِّزة. عناصره و F التحويل طبيعة إستنتج (د)

. F بالتحويل B Aو صورتيَْ ، Bດ Aດو النقطتين لاحقتَيْ zх′ و zф′ أوجد •3

. zц′ = −3 − 3ı اللاحقة Cດذات النقطة هي F بالتحويل التيصورتها Cالنقطة لتكن •4

.C النقطة لاحقة zц أوجد (ا)
25.VI الشكل ACBດعلى ABCດو المثلثين أنشئ (ب)

. BCٴ
ດ
ٷ القطعة منتصف I لتكن •5

.Aبالرأس 𝒟المتعلق المتوسّط ،ABCດ المثلث في أنشئ، . I النقطة لاحقة zь أوجد (ا)

. C්Bດ و AඁIالشعاعين لاحقتَيْ أوجد (ب)

إجابتك. ر برِّ ؟ CBڂ
ດ
ڃ و (AI)للمستقيمين النسبية الوضعية هي ما (ج)

ACBດ؟ المثلث إلى 𝒟بالنسبة المستقيم يُمثّل ماذا (د)

25.VI الشكل على أنشئه 𝒟و ດ أوجد . F بالتحويل (AI) المستقيم 𝒟صورة ດ ليكن •6

. 25.VI الشكل أنظر •1 الحلّ.
: لدينا (ا) •2

Z = zດ − 1
z − 1 = ız + 1 − ı − 1

z − 1 = ız − ı
z − 1 = ı (z − 1)

z − 1 = ı

. arg (Z) = 𝜋
2 (mod 2𝜋) و ||Z|| = 1 فإنّ Z = ı = eѸഏ/л أنّ بما (ب)

: منه zດ − 1 = ı (z − 1) إذن لدينا (ج)

AMດ = ||zດ − zф|| = ||zດ − 1|| = ||ı (z − 1)|| = |ı| ⋅ ||z − 1|| = 1 ⋅ ||z − zф|| = ||z − zф|| = AM
๔

,෿AMڂ ෿AMດ
ڃ = argڄ

zດ − zф
z − zф څ = argڄ

zດ − 1
z − 1 څ = arg (Z) = 𝜋

2 (mod 2𝜋)

𝟮𝟯𝟮

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VI
تطبيقية تمارين .VI

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

4

B

A = A
′

B
′

C
′

C

I

D

I
′

D
′

25.VI شكل

. 𝜋
2 زاويته Aو النقطة مركزه الذي الدوران هو F فإنّ zດ − zф = eѸഏ/л (z − zф) أنّ بما (د)

: لدينا •3
zф′ = ızф + 1 − ı = ı + 1 − ı = 1
zх′ = ızх + 1 − ı = ı (3 − 2ı) + 1 − ı = 3ı + 2 + 1 − ı = 3 + 2ı

وحيدة). هي (و صامدة نقطة فهي بالتالي و F الدوران مركز Aهي لأنّ zф′ = zф أنّ ملاحظة أيضاً يمكن

ızц = −3 − 3ı − 1 + ı = −4 − 2ı فإنّ zц′ = ızц + 1 − ı = −3 − 3ı أنّ بما (ا) •4
. zц = 1

ı (−4 − 2ı) = −ı (−4 − 2ı) = −2 + 4ıأي
. zц = −2 + 4ıهيC النقطة لاحقة إذن

. 25.VI الشكل أنظر (ب)
: لدينا (ا) •5

zь =
zх + zц′

2 = 3 − 2ı − 3 − 3ı
2 = −5

2ı

. 25.VI الشكل أنظر

. zх′ − zц = 5 − 2ıهي C්Bດ الشعاع لاحقة و ، zь − zф = −1 − 5
2ıهي AඁI الشعاع لاحقة (ب)

الحساب: يُبيِّنه ما متعامدانوهذا C්Bດ
ڂ
5

وڃ2− AඁIڂ
−1
−о

лڃ
الشعاعان CBڂمتعامدانلأنّ

ດ
وڃ (AI)المستقيمان (ج)

AඁI ⋅ C්Bດ = −1 × 5 + 5−ڄ(2−)
څ2 = 0

CBດ(المستقيم الضلع يُعامد بالرأسAو يمر النازلمنالرأسAفيالمثلثACBດلأنه العمود 𝒟هو المستقيم (د)
. ((AI) المستقيم 𝒟هو

هذا زاوية أنّ بما و . Iດ = F (I) Aດو = F (A) = Aحيث ځAດIດڀ المستقيم هو F بالدوران (AI) المستقيم صورة •6
. 25.VI الشكل أنظر . (AI)عموديعلى Aو بالنقطة يمر الذي المستقيم 𝒟هي ດ المستقيم فإنّ 𝜋

2 هي الدوران
■

𝟮𝟯𝟯
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.. .𝟏𝟔𝟏 .�. ,Oڀ u⃗, ⃗vمتجانسځ و متعامد معلم 𝒫منسوبإلى المركب المستوي

الأول الجزء

: حيث zດ لاحقتها Mດالتي النقطة z 𝒫لاحقتها Mمن نقطة بكل يرفق الذي Tй النقطي التحويل نعتبر

zດ = √2
2 ız + √2

2
. Tй (B) = B : تحقق التي أي Tй بالتحويل B الوحيدة الصامدة النقطة لاحقة b أوجد •1

. Z = zດ − b
z − b : نضع و B Mتختلفعن نفرضأنّ •2

. Z = ıRبحيث Rالحقيقي العدد أوجد (ا)
. Z للعدد arg (Z) عمدةً و ||Z|| الطويلة أوجد (ب)

. BM بدلالة BMດ عبارة و ,B්Mڂ ෿BMດ
ڃ للزاوية قيساً إستنتج (ج)

الثاني الجزء

. 𝛼 اللاحقة ذات Aഁالنقطة و مركبا عدداً 𝛼 ليكن
: بحيث zດ اللاحقة Mດذات النقطة ، z اللاحقة ذات المستوي، Mمن نقطة بكل يرفق الذي Tഁ النقطي التحويل نعتبر

zດ = √2
2 (𝛼 + ı) z + √2

2 (1 − 𝛼)

. 𝛼 = √2 − ı : أنّ السؤال هذا نفرضفي •1

. ำMMດ الشعاع لاحقة أوجد (ا)

المميِّزة. عناصره تعيين يُطلب هندسيبسيط تحويل T̤л−Ѹ أنّ إستنتج (ب)

؟ القيمة هذه هي ما .O مركزه دوراناً Tഁר التحويل يكون أجلها من التي 𝛼 للعدد 𝛼к وحيدة قيمة توجد (ا) •2
التعليل. مع الدوران هذا زاوية 𝜃к أوجد (ب)

الحلّ.
الأول الجزء

: z المجهول ذات zດ = z المعادلة نحل الصامدة، النقط لإيجاد •1

zດ = z ⟺ √2
2 ız + √2

2 = z

⟺ z 2ڂ − √2ıڃ = √2

⟺ z = √2
2 − √2ı

=
2ڂ2√ + √2ıڃ

4 + 2 = √2 + ı
3

𝟮𝟯𝟰
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تطبيقية تمارين .VI

. b = √2
3 + 1

3ıهي الوحيدة الصامدة النقطة لاحقة إذن

: منه b = √2
2 ıb + √2

2 فإنّ bດ = b أنّ بما (ا) •2

Z = zດ − b
z − b = چ

√2
2 ız + √2

2 ڇ
−
چ
√2
2 ıb + √2

2 ڇ
z − b =

√2
2 ı (z − b)
z − b = √2

2 ı

. R = √2
2 إذن

و ||Z|| =
|
|
||
√2
2 ı

|
|
||
= √2

2 : لدينا (ب)

arg (Z) = arg
چ
√2
2 ı

ڇ
= arg

چ
√2
2 ڇ

+ arg (ı) = 0 + 𝜋
2 = 𝜋

2 (mod 2𝜋)

: لدينا (ج)

๔
,B්Mڂ ෿BMດ

ڃ = argڄ
zດ − b
z − b څ = arg (Z) = 𝜋

2 (mod 2𝜋)

BMດ

BM = ||Z|| = √2
2 ⟹ BMດ = √2

2 BM

الثاني الجزء

: هي ำMMດ الشعاع لاحقة (ا) •1

zດ − z = √2
2 2√ڂ − ı + ıڃ z + √2

2 1ڂ − √2 + ıڃ = √2
2 1ڂ − √2 + ıڃ

.√2
2 1ڂ − √2 + ıڃ T̤л−Ѹهوالإنسحابالذيلاحقةشعاعه فإنّ ثابتة) ثابت(لأنّلاحقته

ำMMດ الشعاع أنّ بما (ب)

: لكن .
|
|
||
√2
2 (𝛼 + ı)

|
|
||
= 1 يكون أن يجب دوراناً، Tഁ التحويل يكون حتى (ا) •2

|
|
||
√2
2 (𝛼 + ı)

|
|
||
= 1 ⟺ √2

2 ʵ𝛼л + 1 = 1

⟺ ʵ𝛼л + 1 = √2 ⟺ 𝛼л = 1 ⟺ 𝛼 = ±1

: يكون أن يجب Tഁ الدوران Oمركز النقطة تكون حتى و

. 𝛼 = 1 منه 0 = √2
2 (𝛼 + ı) × 0 + √2

2 (1 − 𝛼) أي Tഁ (O) = O
.O مركزه دوراناً Tഁר التحويل يكون أجلها من التي و ، 𝛼к = هي1 و ، 𝛼 للعدد وحيدة قيمة توجد إذن،

: تحقق التي الوحيدة الصامدة النقطة هو مركزه دوران T−к ، 𝛼 = −1 لأجل ⧏ : 35 ملاحظة

. 1 + √2 + ı
2 + √2

هي المركز هذا لاحقة أنّ نجد . T (M) = M
⧐

.𝜃к = 𝜋
4 (mod 2𝜋)الدورانهي هذا زاوية بالتاليفإنّ zດو = √2

2 (1 + ı) z = eѸഏ/нz : لدينا الحالة، فيهذه (ب)

■

𝟮𝟯𝟱
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.. .𝟏𝟔𝟐 . 
ذوات F Cو ، B ،Aالنقط نعتبر ، ,Oڀ u⃗, ⃗vمتجانسځ و متعامد معلم المنسوبإلى المركب المستوي في

: اللواحق
zф = 4 + 4ı , zх = 4 , zц = 7 , zщ = 4 + 3ı

. (OF) و (AC)المستقيمين تقاطع نقطة E لتكن

الأول الجزء

الشكل. أنشئ •1

الجبري. الشكل على zщ
zф − zц

العدد أكتب (ا) •2

علِّل. ؟ (AC) و (OF)يخصالمستقيمين فيما السابق السؤال من تستنتجه الذي ما (ب)

عدد 𝛼 حيث {(O, 3) , (A, 𝛼) , (C, 25 − 𝛼)} للجملة المتناسبة المسافات مركز هي F النقطة أنّ من التحقق نريد •3
حقيقي.

. O්C و O්A ، 𝛼 بدلالة OඁF الشعاع عن عبرِّ (ا)
. 𝛼 قيمة إستنتج (ب)

. 𝛽 قيمة أوجد . {(A, 𝛽) , (C, 4)} للجملة المتناسبة المسافات مركز هي ، (OF) و (AC) تقاطع نقطة ، E النقطة •4

الثاني الجزء

: الآتية الدوائر نعتبر

. rк نصفقطرها Ωкو مركزها التي و ، BOFبالمثلث المحيطة ،𝒞к الدائرة •

. rл نصفقطرها Ωлو مركزها التي و ،OECبالمثلث المحيطة ،𝒞л الدائرة •

. rм نصفقطرها Ωмو مركزها التي و ،ABCبالمثلث المحيطة ،𝒞м الدائرة •

. rн نصفقطرها Ωнو مركزها التي و ،AEFبالمثلث المحيطة ،𝒞л الدائرة •

الترتيب. Ωнعلى Ωмو ،Ωл ،Ωк النقط لواحق zн و zм ، zл ، zк الأعداد أوجد •1
. rн و rм ، rл ، rкأحسب

الجبري. الشكل على zл − zк و zм − zн العددين أحسب •2
ΩкΩлΩмΩн؟ للرباعي بالنسبة تستنتجه الذي ما

الجبري. الشكل على zм − zн
zк − zн

العدد أحسب •3

ΩкΩлΩмΩн للرباعي بالنسبة تستنتجه الذي ما

الحلّ.
الأول الجزء

𝟮𝟯𝟲
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Ω4

26.VI شكل

. 26.VI الشكل أنظر •1
: لدينا •2

zщ
zф − zц

= 4 + 3ı
(4 + 4ı) − 7 = 4 + 3ı

−3 + 4ı = 4 + 3ı
ı (3ı + 4) = 1

ı = −ı

๔
,C්Aڂ OඁFڃ = argڄ

zщ − zђ
zф − zцڅ = −𝜋

2 (mod 2𝜋) منه zщ − zђ
zф − zц

= −ı لأنّ متعامدان OඁF و C්Aالشعاعان •3
. (53 صفحة 1 اللازمة أيضاً (أنظر C්A ⟂ OඁFأي

(3 + 𝛼 + (25 − 𝛼)) OඁF = 𝛼O්A+(25 − 𝛼) O්CتحققF النقطة المسافاتالمتناسبة، حسبتعريفمركز (ا) •4
. OඁF = 𝛼

28O්A + 25 − 𝛼
28 O්C منه 28OඁF = 𝛼O්A + (25 − 𝛼) O්Cأي

: لدينا (ب)

C්A ⋅ OඁF = 0 ⟺ 𝛼
28C්A ⋅ O්A + 25 − 𝛼

28 C්A ⋅ O්C = 0

⟺ 𝛼ڂ
4 − 7
4 − ڃ0 ⋅ ڂ

4 − 0
4 − ڃ0 + (25 − 𝛼) ڂ

4 − 7
4 − ڃ0 ⋅ ڂ

7 − 0
0 − ڃ0 = 0

⟺ 𝛼 (−3 × 4 + 4 × 4) + (25 − 𝛼) (−3 × 7 + 0 × 0) = 0
⟺ 4𝛼 − 21 (25 − 𝛼) = 0 ⟺ 𝛼 = 21

: منه C්A ⟂ O්E فإنّ C්A ⟂ OඁF و E ∈ (OF) أنّ بما و (𝛽 + 4) O්E = 𝛽O්A + 4O්C : لدينا (ج)

0 = C්A ⋅ O්E = C්A ⋅ (𝛽 + 4) O්E
= C්A ⋅ 𝛽O්Aڂ + 4O්Cڃ = 𝛽C්A ⋅ O්A + 4C්A ⋅ O්C
= 𝛽 (−3 × 4 + 4 × 4) + 4 (−3 × 7 + 0 × 0)
= 4𝛽 − 4 × 21

. 𝛽 = 21 فإنّ بالتالي و

الثاني الجزء

𝟮𝟯𝟳
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: منه فاتأضلاعه منصِّ تقاطع نقطة بمثلثهو المحيطة الدائرة مركز •1

zк = 2 + 3
2ı, zл = 7

2 , zм = 11
2 + 2ı, zн = 4 + 7

2ı

rк = 5
2 , rл = 7

2 , rм = 5
2 , rн = 1

2

أضلاع. ΩкΩлΩмΩнمتوازي أي ำΩнΩм = ำΩкΩл منه zл − zк = 3
2 − 3

2ı و zм − zн = 3
2 − 3

2ı : لدينا •2

: لدينا
zм − zн
zк − zн

=
м
л − м

л ı
−2 − 2ı = −3

4 ڄ
1 − ı
1 + ıڅ = −3

8 (1 − ı)л = 3
4ı

■ . (53 صفحة 1 اللازمة أيضاً (أنظر ΩкΩлΩмΩнمستطيل أي
๔

,ำΩнΩмڂ ำΩнΩкڃ = 𝜋
2 (mod 2𝜋) منه

.. .𝟏𝟔𝟑 . 

−1 1 2 3

−1

1

2

3

O
A B

T

M C

N V

U مباشر و متجانس متعامد، معلم إلى منسوب المستوي
. ,Oڂ ⃗i, ⃗jڃ

ذاتاللاحقة Bالنقطة و 1 التيلاحقتها لتكنAالنقطة
. 2

و 1 قطرها نصف و A مركزها التي 𝒞 الدائرة نعتبر
الذي و ، B النقطة في 𝒞 للدائرة المماس ، T المستقيم

. x = 2 معادلته
: 𝜋−نضع ≤ 𝜑 ≤ 𝜋بحيث 𝜑حقيقي عدد لكل

zഝ = (cos(𝜑) + 1) + ı sin(𝜑)

. zഝ لاحقتها التي Mഝالنقطة لتكن أخيراً،

؟ 𝜑 = 0 ؟ 𝜑 = 𝜋 ؟ 𝜑 = −𝜋 : Mഝعندما النقطة تتواجد أين •1
. 𝜑 ∈ ]−𝜋, 𝜋[ ليكن •2

. ෿AMഝ الشعاع لاحقة ، 𝜑 بدلالة أوجد، (ا)

.𝒞 الدائرة إلى Mഝتنتمي النقطة أنّ ر برِّ (ب)

.𝝋 = 𝟐𝝅
𝟑 : نفرضأنّ يلي، فيما •3

.A إلى Mبالنسبة Nنظيرة لتكن و ؛ z = 1
2 + ı√3

2 : لاحقتها التي Mالنقطة لتكن

.N النقطة لاحقة Z أوجد

. [MN] القطعة ف 𝒟منصِّ للمستقيم ديكارتية معادلة د حدِّ •4

. T المماس مع (ON) المستقيم تقاطع نقطة V و T المماس مع (OM) المستقيم تقاطع Uنقطة النقطة نعتبر •5

. V النقطة لاحقة v Uو النقطة لاحقة u أوجد (ا)
. [UV] القطعة منتصف K النقطة لاحقة k أوجد (ب)

. [UV] القطعة ف Δمنصِّ للمستقيم ديكارتية معادلة إستنتج (ج)

𝟮𝟯𝟴
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.Δ 𝒟و المستقيمين تقاطع Ωنقطة لاحقة 𝜔 د حدِّ (ا) •6
.M بالنقطة تمرّ Ωو مركزها 𝒞التي ດ الدائرة Δو 𝒟و المستقيمين أرسم (ب)

𝒞؟ ດ الدائرة إلى تنتمي التي و ،M النقطة باستثناء أعلاه، المذكورة الثلاث النقط هي ما

Mഏو = O منه zഏ = 0 بالمثل، .M−ഏ = O منه z−ഏ = (1 + cos (−𝜋)) + ı sin (−𝜋) = 0 : لدينا •1 الحلّ.
.Mй = B منه zй = 1

. zѐಠ − zф = zഝ − 1 = cos 𝜑 + ı sin 𝜑 = eѸഝ هي ෿AMഝ الشعاع لاحقة (ا) •2
.Mഝ ∈ 𝒞 AMഝفإنّ = ||zഝ − 1|| = ||eѸഝ|| = 1 أنّ بما (ب)

: منه Z − zф = − (zѐ − zф) منه A්N = −෿AM : لدينا •3
Z = −z + 2zф = −

چ
1
2 + ı√3

2 ڇ
+ 2 = 3

2 − ı√3
2

: لدينا . P النقطة إحداثيَيْ y و x ليكن . PM = PNبحيث P النقط مجموعة 𝒟هو ف المنصِّ •4

PM = PN ⟺
ʻ̋
ʺ̋

xڄʹ − 1
څ2

л
+
چ
y − √3

2 ڇ

л

=
ʻ̋
ʺ̋

xڄʹ − 3
څ2

л
+
چ
y + √3

2 ڇ

л

⟺ xڄ − 1
څ2

л
+
چ
y − √3

2 ڇ

л

= xڄ − 3
څ2

л
+
چ
y + √3

2 ڇ

л

⟺ xл + yл − x − √3y + 1 = xл + yл − 3x + √3y + 3
⟺ x − √3y − 1 = 0

. x − √3y − 1 = 𝒟هي0 معادلة إذن

حقيقي. عدد aحيث y = ax الشكل من (OM) معادلة (ا) •5

. y = √3xهي (OM) معادلة بالتالي، و a = √3 منه √3
2 = a × 1

2 Mفإنّ ∈ (OM) أنّ بما
y = √3x = 2√3 Uفإنّ ∈ (OM) أنّ بما و x = 2 Uفإنّ ∈ T أنّ بما .U النقطة إحداثيَيْ y و x ليكن

. u = 2 + 2ı√3أيU = ,2ڂ ڃ3√2 إذن
حقيقي. عدد bحيث y = bx الشكل من (ON) معادلة بالمثل،

. y = −√3
3 xهي (ON) معادلة إذن b = −√3

3 3√−منه
2 = b × 3

2 Nفإنّ ∈ (ON) أنّ بما

منه y = −√3
3 x = −2√3

3 فإنّ V ∈ (ON) أنّ بما و x = 2 فإنّ V ∈ T أنّ بما . V إحداثيَيْ y و x ليكن

. v = 2 − 2ı√3
3 أي V =

چ
2, −2√3

3 ڇ
: لدينا (ب)

k = u + v
2 = 1

2 ʴ
2 + 2ı√3 + 2 − 2ı√3

3 ٶ
= 2 + 2ı√3

3

y = c الشكل من هي Δ أي [UV] القطعة ف منصِّ معادلة فإنّ بالتالي و x = 2 هي (UV) المستقيم معادلة (ج)

. y = 2√3
3 Δهي معادلة Kإذن ∈ Δ لكن . c ∈ ℝحيث

𝟮𝟯𝟵
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27.VI شكل

x − √3 × 2√3
3 − 1 = 0 Ωفإنّ ∈ 𝒟 أنّ بما و . y = 2√3

3 Ωفإنّ ∈ Δ أنّ بما .Ω إحداثيَيْ y و x ليكن (ا) •6

. 𝜔 = 3 + 2ı√3
3 إذن x = 3 منه

27.VI الشكل أنظر (ب)

.ΩU = ΩV =
|
|
چ||
2 − 2ı√3

3 ڇ
−
چ
3 + 2ı√3

3 ڇ

|
|
||
= √57

3 : Ωمنه ∈ Δ : لدينا

.ΩM = ΩN =
|
|
چ||

1
2 + ı√3

2 ڇ
−
چ
3 + 2ı√3

3 ڇ

|
|
||
= √57

3 : Ωمنه ∈ 𝒟 بالمثل،

.𝒞 ດ الدائرة إلى تنتمي V Uو ،Nالنقط أنّ ΩMأي = ΩN = ΩU = ΩV إذن
■

.. .𝟏𝟔𝟒 . 
ذوات B و I ،Aالنقط نعتبر ، ,Oڀ u⃗, ⃗vمتجانسځ و متعامد معلم المنسوبإلى المركب المستوي في

: اللواحق
zф = 1 , zь = 2 , zх = 3

تختلف المستوي، Mمن نقطة بكل ترفق التي F الدالة نعتبر و zດ = 1
z − 2 + 2 : نضع 2 يختلفعن zمركب عدد لكل

. zດ اللاحقة Mດذات النقطة ، z لاحقتها التي و I عن

إجابتك. علِّل . F (M) = MبحيثMللنقطℰ المجموعة أوجد •1

. I්Mດ و I්Mالشعاعين لاحقتَيْ ، z بدلالة أحسب، (ا) •2
. ,u⃗ڂ I්Mດ

ڃ و ,u⃗ڂ I්Mالزاويتينڃ بين علاقة و IM
ດ و IMالطولين بين تربط علاقة إستنتج (ب)

لاحقتها. z لتكن و B عن Aو عن ، I Mتختلفعن نقطة نعتبر •3

. 1 − zດ

3 − zດ = 𝛽1 − z
3 − z : بحيث 𝛽الحقيقي العدد أوجد (ا)

𝟮𝟰𝟬
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. ,M්Bڂ ෿MAڂڃ
෿MດB, ෿MດAالزاويتينڃ بين علاقة و

MA
MB و MດA

MດB
بين علاقة إستنتج (ب)

ر برِّ Mດ؟ للنقطة بالنسبة تستنتجه الذي ما . [AB] فالقطعة Δمنصِّ المستقيم إلى Mتنتمي النقطة نفرضأنّ (ج)
إجابتك.

: لدينا •1 الحلّ.
F (M) = M ⟺ zດ = z ⟺ 1

z − 2 + 2 = z

⟺ z − 2 = 1
z − 2 ⟺ (z − 2)л = 1 ⟺ z − 2 = ±1

⟺ z = 1 أو z = 3 ⟺ M = A أو M = B
.ℰ = {A,B} : إذن

؛ z − أي2 zѐ − zь هي I්M الشعاع لاحقة (ا) •2
. zດ − 2 = 1

z − 2 أي zѐ′ − zь هي I්Mດ الشعاع لاحقة و

: لدينا أخرى، جهة من . IMດ = 1
IM : أنّ نستنتج السابق السؤال من (ب)

,u⃗ڂ I්Mດ
ڃ = arg ′zѐڀ − zьځ (mod 2𝜋) = arg zດڀ − ځ2 (mod 2𝜋) = arg zດڀ − ځ2 (mod 2𝜋)

= argڄ
1

z − څ2 (mod 2𝜋) = − arg (z − 2) (mod 2𝜋) = ,u⃗ڂ− I්Mڃ

: لدينا (ا) •3
1 − zດ

3 − zດ =
−1 − к

ѷ−л
1 − к

ѷ−л
= − (z − 2) − 1

(z − 2) − 1 = −z − 1
z − 3 = −1 − z

3 − z
. 𝛽 = −1 : إذن

: لدينا أخرى جهة من . M
ດA

MດB
= MA

MB : أنّ نستنتج السابق السؤال من (ب)

ڂ
෿MດB, ෿MດAڃ = argڄ

1 − zດ

3 − zດڅ (mod 2𝜋) = arg1−ڄ − z
3 − zڅ (mod 2𝜋)

= argڄ (−1) + argڄ
1 − z
3 − zڅڅ (mod 2𝜋)

= 𝜋ڂ + ,M්Bڂ ෿MAڃڃ (mod 2𝜋)

: لدينا (ج)

M ∈ Δ ⟹ MA = MB ⟹ MA
MB = 1

⟹ MດA
MດB

= 1 السابق) السؤال (حسب

⟹ MດA = MດB ⟹ Mດ ∈ Δ

.[AB] القطعة ف Δمنصِّ إلى تنتمي Mດأيضاً النقطة إذن
■

𝟮𝟰𝟭
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28.VI شكل

.. .𝟏𝟔𝟓 . 
. ,Oڀ u⃗, ⃗vمتجانسځ و متعامد معلم المركبمنسوبإلى المستوي

. zດ = −1
z : بحيث z

ດ اللاحقة Mດذات النقطة z Mلاحقتها نقطة بكل ترفق التي الدالة F لتكن

. |z| بدلالة ||zດ|| عن عبرِّ (ا) •1
. z عمدة ، arg (z) بدلالة zດ للعدد عمدةً عينِّ (ب)

Mດ؟ Mو ،Oللنقط بالنسبة استنتاجه يمكن الذي ما

. z لاحقتها Γ من Mنقطة لتكن . 1 نصفقطرها Oو مركزها التي Γ الدائرة نعتبر •2

. ||zດ|| أوجد (ا)
؟ F بالدالة Γ الدائرة هيصورة ما (ب)

M لتكن .O بالنقطة تمر Aو مركزها التي 𝒞الدائرة لتكن و الترتيب على −1 و 1 العددين صورتيَْ B Aو لتكن •3
. z المستويلاحقتها من نقطة

𝒞؟ من Mنقطة تكون حتى z العدد يحُققه أن الذييجب الشرط هو ما (ا)
.O 𝒞تختلفعن من Mنقطة نفرضأنّ (ب)

الحساب. تفاصيل مُبيِّناً
|
|
||
zດ + 1
zດ

|
|
||
أحسب (i)

.OMດ و BMດ الطولين قارن (ii)
تعيينه. يُطلب (D)ثابت مستقيم إلى Mດتنتمي النقطة أنّ إستنتج (iii)

الترتيب. Mлعلى Mкو Mດصورتيَْ
л Mດو

кالنقطتين 28.VI الشكل على أنشئ (ج)
؟ F بالدالة ،O النقطة باستثناء ،𝒞 الدائرة هيصورة ما (د)

. ||zດ|| =
|
|
||
−1
z

|
|
||
=

|
|
||
1
z

|
|
||
= 1

||z||
= 1

|z| : لدينا (ا) •1 الحلّ.
: لدينا (ب)

arg ځzດڀ = arg (−1)−arg (z) (mod 2𝜋) = 𝜋−(− arg (z)) (mod 2𝜋) = arg (z)+𝜋 (mod 2𝜋)

𝟮𝟰𝟮
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: فإنّ 52 صفحة 24 المبرهنة حسب
๔

ڂ
෿OMດ, ෿OMڃ = argڄ

zດ − 0
z − 0 څ (mod 2𝜋) = arg ځzດڀ − arg (z) (mod 2𝜋) = 𝜋 (mod 2𝜋)

. MMດٴ
ٷ المستقيمة القطعة إلى Oتنتمي النقطة أنّ و واحدة استقامة Mດعلى Mو ،Oالنقط أنّ يعني هذا و

. ||zດ|| = 1
|z| = 1 منه |z| = ‖‖෿OM‖‖ = 1 Mفإنّ ∈ Γ (O, كانت(1 إذا (ا) •2

. F (Γ) ⊂ ΓأيMດ ∈ Γ (O, 1) أنّ يعني هذا و ‖
‖‖

෿OMດ‖
‖‖ = 1 فإنّ ||zດ − 0|| = ||zດ|| = 1 أنّ بما (ب)

M نقطة وُجدت إذا فقط و إذا P ∈ F (Γ) و |u| = 1 فإنّ u لاحقتها P ∈ Γ كانت إذا أخرى، جهة من
: لكن . P = F (M)بحيث z لاحقتها

u = −1
z ⟺ z = − 1

u ⟺ z = − 1
u

يعني هذا و P ∈ F (Γ)أي F بالدالة − 1
u اللاحقة Mذات النقطة صورة هي u اللاحقة ذات P النقطة إذن

. Γ ⊂ F (Γ) أنّ
نفسها. Γهي F بالدالة Γ صورة : أي F (Γ) = Γ إذن Γ ⊂ F (Γ) و F (Γ) ⊂ Γ : الأخير في

: لدينا (ا) •3
M ∈ 𝒞 (A, 1) ⟺ ‖‖෿MA‖‖ = 1 ⟺ ||zѐ − zф|| = 1 ⟺ ||z − 1|| = 1

ف. مُعرَّ zດ فإنّ بالتالي و z ≠ 0 Mفإنّ ≠ O أنّ بما (ب)
: منه ||1 − z|| = 1 فإنّ السابق السؤال Mفحسب ∈ 𝒞 أنّ بما (i)

|
|
||
zດ + 1
zດ

|
|
||
=

|
|
||
1 + 1

zດ

|
|
||
= ||1 − z|| = ||1 − z|| = ||1 − z|| = 1

: لدينا (ii)
|
|
||
zດ + 1
zດ

|
|
||
= 1 ⟺ ||zດ + 1|| = ||zດ − 0|| ⟺ ‖

‖‖
෿BMດ‖

‖‖ = ‖
‖‖

෿OMດ‖
‖‖

. BMດ = OMດ : أي
المستقيمة القطعة ف مُنصِّ (D) المستقيم إلى Mດتنتمي أنّ أي BMດ = OMດ Mດتحُقق النقط مجموعة (iii)

. x = −1
2 : هي الديكارتية معادلته الذي و [OB]

المستقيمين تقاطع نقطة Mດهي Mດإذن ∈ (D) Mດو ∈ [OM] : تحُقق F Mبالدالة Mດصورة النقطة (iv)
.(29.VI Mດ(شكل

л Mດو
кالنقطتين نُنشِئ هكذا . (OM) و (D)

■

.. .𝟏𝟔𝟔 . 
. ,Oڀ u⃗, ⃗vمباشرځ متجانسو متعامد، معلم 𝒫منسوبإلى المركب المستوي

الأول الجزء

. 2√ڂ − ı√2ڃ
л
العدد الجبري الشكل أكتبعلى •1

. zх = −zф اللاحقة ذات النقطة B و zф = √2 − ı√2 اللاحقة ذات Aالنقطة لتكن •2
الأسي. الشكل على zх و zфأكتب (ا)

𝟮𝟰𝟯
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−1 −0.5 0.5 1 1.5 2

−1

−0.5

0.5

1

B AO

C M1

M2

M
′

1

M
′

2

(D)

29.VI شكل

. 30.VI الشكل على B أنشئAو (ب)

. 𝜋
2 زاويته Aو مركزه الذي Cبالدوران Dصورة و 𝜋

2 زاويته Oو مركزه الذي بالدوران B النقطة لتكنCصورة •3

. 30.VI الشكل Dعلى النقطتينCو أنشئ (ا)
الإجابة. لاً مُفصِّ الجبري الشكل على اكتبه Cو النقطة لاحقة zцأحسب (ب)

. zф و zц Dبدلالة النقطة لاحقة zч عن عبرِّ (ج)
. zч = √2 − 3ı√2 أنّ ر برِّ

علِّل. الرباعيABCD؟ طبيعة هي ما •4

الثاني الجزء

ذات النقطة Eلتكن و الأول الجزء فتينفي المعرَّ و zх = −zф و zф = √2 − ı√2 Bاللتينلاحقتاهما النقطتينAو لتكن
. zш = −√2 − ı√2 اللاحقة

. {(A,m) , (B, −2) , (E, 2)} للجملة المتناسبة المسافات GѪمركز و معدوم غير حقيقياً mعدداً ليكن

. BඁE و A්GѪبين تربط علاقة أوجد •1
.m = −4 نأحذ السؤال، هذا في •2

. ‖‖−4෿MA − 2M්B + 2M්E‖‖ = 4√2 : 𝒫بحيث المستوي النقطMمن ℰمجموعة لتكن

. 30.VIالشكل G−нعلى النقطة أنشئ . BඁE و A්G−нتربطبين التي أكتبالعلاقة ، (•1) السؤال باستعمال (ا)
.ℰ المجموعة إلى Aتنتمي النقطة أنّ أثبت (ب)

ℰ؟ المجموعة هي ما (ج)
. 30.VI الشكل ℰعلى أنشئ (د)

.m = 2 نأحذ السؤال، هذا في •3
النقطة 2෿MAڂحيثDهي − 2M්B + 2M්Eڃ ⋅D්A = 𝒫بحيث16− المستوي النقطMمن ℱمجموعة لتكن

. (3•ج) السؤال في فة المعرَّ و zч = √2 − 3ı√2 اللاحقة ذات

𝟮𝟰𝟰
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30.VI شكل

.Gл النقطة د حدِّ . BඁE و A්Gлبين تربط التي العلاقة أكتب ، (•1) السؤال باستعمال (ا)
.a قيمة أوجد حقيقي. عدد aحيث ෿MGл ⋅ D්A = a كان إذا فقط و ℱإذا إلى Mتنتمي النقطة أنّ نُبرهن (ب)

.ℱ إلى Aتنتمي أنّ أثبت (ج)
෿AM ⋅ D්A = c و A්D ⋅ D්A − ෿MD ⋅ D්A = b كان إذا فقط و ℱإذا إلى Mتنتمي النقطة أنّ نستنتج (د)

. c و b قيمة د حدِّ حقيقيان. عددان c و bحيث
؟ D්A و ෿AMللشعاعين بالنسبة استنتاجه يمكن ماذا الحالة، هذه في

. 30.VIالشكل على أنشئها ℱ؟ المجموعة هي ما (ه�)

الحلّ.
الأول الجزء

: لدينا •1

2√ڂ − ı√2ڃ
л

= ڃ2√ڂ
л

− 2 × √2 × ڃı√2ڂ + ڃı√2ڂ
л

= 2 − 4ı − 2 = −4ı

cos 𝜃 = √2
2 فإنّ 𝜃 = arg (z) (mod 2𝜋)كانت إذا و ||zф|| = √2 + 2 = 2 منه zф = √2 − ı√2 لدينا (ا) •2

. zф = 2e−Ѹഏ/н أي arg (zф) = 𝜃 = −𝜋
4 (mod 2𝜋) منه sin 𝜃 = −√2

2 و
. zх = −zф = −2e−Ѹഏ/н = 2eѸഏe−Ѹഏ/н = 2eѸپഏ− ಒ

׫ ٿ = 2eмѸഏ/н منه
. 31.VI الشكل أنظر (ب)

. 31.VI الشكل أنظر (ا) •3
: لدينا (ب)

zц = eѸഏ/лzх = ızх = −ızф = ı 2√−ڂ + ı√2ڃ = −√2 − ı√2

𝟮𝟰𝟱

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VI
متنوعة تمارين .4.VI

: منه zч = eѸഏ/л (zц − zф) + zф = ı (zц − zф) + zф أي zч − zф = eѸഏ/л (zц − zф) : لدينا (ج)

zч = ı (zц − zф) + zф = ı 2√−ڂ − ı√2 − √2 + ı√2ڃ + √2 − ı√2 = √2 − 3ı√2

: لنثبتذلك أضلاع. الرباعيABCDمتوازي أنّ نلاحظ ، 31.VI بالشكل بالإستعانة •4
zх − zф = −2zф = −2√2 + 2ı√2هي A්B الشعاع لاحقة

zц − zч = −√2 − ı√2 − √2 + 3ı√2 = −2√2 + 2ı√2هي D්C الشعاع لاحقة و

أضلاع. ABCDمتوازي أنّ يعني هذا و A්B = D්C منه

الثاني الجزء

mำGѪA − 2ำGѪB + 2ำGѪE = ⃗0 : GѪتحُقق النقطة المتناسبة، المسافات تعريفمركز حسب •1
mำGѪA + 2 B්GѪڂ + ำGѪEڃ = ⃗0 mำGѪAمنه + 2ำBGѪ + 2ำGѪE = أي0⃗

. A්GѪ = 2
mBඁEأي ำGѪA = − 2

mBඁE mำGѪAمنه + 2BඁE = ⃗0 منه

. 31.VI الشكل أنظر . A්G−н = 2
−4BඁE = −1

2BඁEينتج السابقة المساواة mفي = −4 بأخذ (ا) •2
: لدينا (ب)

A ∈ ℰ ⟺ ‖‖−4A්A − 2A්B + 2A්E‖‖ = 4√2

‖‖−4A්A − 2A්B + 2A්E‖‖ = ‖‖−4 ⃗0 + 2B්A + 2A්E‖‖ = ‖‖2BඁE‖‖ : لكن
= 2 ||zш − zх|| = 2 ||−√2 − ı√2 = √2 − ı√2|| = 2 ||−2ı√2|| = 4√2

.ℰ المجموعة إلى Aتنتمي النقطة إذن
: لدينا (ج)

M ∈ ℰ ⟺ ‖‖−4෿MA − 2M්B + 2M්E‖‖ = 4√2
⟺ ‖‖−4 ෿MG−нڂ + ำG−нAڃ − 2 ෿MG−нڂ + ำG−нBڃ + 2 ෿MG−нڂ + ำG−нEڃ

‖‖ = 4√2
⟺ ‖‖−4෿MG−н − 4ำG−нA − 2ำG−нB + 2ำG−нE‖‖ = 4√2
⟺ ‖‖−4෿MG−н − 4ำG−нA + 2B්G−н + 2ำG−нE‖‖ = 4√2
⟺ ‖‖−4෿MG−н − 4ำG−нA + 2BඁE‖‖ = 4√2
⟺ ‖‖−4෿MG−н − 4ำG−нA + 2 ڃ2A්G−н−ڂ

‖‖ = 4√2
⟺ ‖‖−4෿MG−н − 4ำG−нA − 4A්G−н‖‖ = 4√2
⟺ ‖‖−4෿MG−н‖‖ = 4√2 ⟺ 4 ‖‖෿MG−н‖‖ = 4√2
⟺ ‖‖෿MG−н‖‖ = √2 ⟺ MG−н = √2

.√2 نصفقطرها G−нو مركزها التي الدائرة ℰهي إذن
. 31.VI الشكل أنظر (د)

منه zш = zц = −√2 − ı√2 لكن . A්Gл = 2
2BඁE = BඁE : نجد (•1) السؤال نتيجة mفي = 2 بأخذ (ا) •3

.Gл = Dأي A්Gл = BඁE = B්C = A්D فإنّ بالتالي و E = C
أضلاع. ABEDمتوازي = ABCDالرباعي فإنّ E = C أنّ بما و

𝟮𝟰𝟲
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31.VI شكل

: لدينا (ب)

2෿MA − 2M්B + 2M්E = 2 ෿MGлڂ + ෿GлAڃ − 2 ෿MGлڂ + ෿GлBڃ + 2 ෿MGлڂ + ෿GлEڃ
= 2෿MGл + 2෿GлA − 2෿GлB + 2෿GлE
= 2෿MGл + 2෿GлA + 2B්Gл + 2෿GлE
= 2෿MGл + 2෿GлA + 2BඁE
= 2෿MGл + 2 ڃBඁE−ڂ + 2BඁE
= 2෿MGл

: منه
2෿MAڂ − 2M්B + 2M්Eڃ ⋅ D්A = −16 ⟺ 2෿MGл ⋅ D්A = −16 ⟺ ෿MGл ⋅ D්A = −8

. a = −8 أي
: Gлمنه = D لكن .A ∈ ℱ ⟺ A්Gл ⋅ D්A = −8 : لدينا (ج)

෿AGл ⋅ D්A = A්D ⋅ D්A = −DAл = − ||zч − zф||л = ڃ2√2−ڂ−
л

= −8

.ℱ المجموعة إلى Aتنتمي النقطة إذن

: فإنّ (3•ب) السؤال حسب و A්D ⋅ D්A = −8 أنّ نستنتج السابق السؤال من (د)
(Gл = D أنّ ر (نُذكِّ M ∈ ℱ ⟺ ෿MD ⋅ D්A = −8

. b = 0 أي M ∈ ℱ ⟺ A්D ⋅ D්A − ෿MD ⋅ D්A = −8 + 8 = 0 : منه
: لدينا أخرى، جهة من

෿AM ⋅ D්A = A්Dڂ − ෿MDڃ ⋅ D්A = A්D ⋅ D්A − ෿MD ⋅ D්A = 0

متعامدان. D්A و ෿AMالشعاعين أنّ نستنتج و c = 0 إذن
المستقيم فهو إذن (AD) المستقيم يُعامد و A بالنقطة يمر الذي المستقيم ℱهي المجموعة سبق، ما حسب (ه�)

. (31.VI (شكل ℱ = (AE) أي (AE)

■

𝟮𝟰𝟳
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.. .𝟏𝟔𝟕 . 
. ,Oڀ u⃗, ⃗vمتجانسځ و متعامد معلم المركبمنسوبإلى المستوي

مع f الدالة تركيب هي f ∘ fحيث (f ∘ f) (z) = z فإنّ z ∈ ℂ لكل كان إذا تضامنية أنها f : ℂ ⟶ ℂ دالة عن نقول
نفسها.

الأول الجزء

حقيقيين. عددين B Aو ليكن
. F (z) = Az + Bz : بـِ المعرفة F : ℂ ⟶ ℂ الدالة نعتبر

. F (ı) و F أحسب(1) •1

.A = B = 0 : أنّ أثبت . F (z) = 0 فإنّ zمركب عدد لكل نفرضأنه •2
. F (z) = z : zمركب عدد لكل يكون، حتى B Aو عينِّ •3

الثاني الجزء

حقيقيين. عددين b و a ليكن
. fўയџ (z) = az + bz : بـِ المعرفة fўയџ : ℂ ⟶ ℂ الدالة نعتبر

. fўയџڀ ∘ fўയџځ (z) عبارة ، zمركب عدد لكل أوجد، •1

الجملة. هذه أوجد معادلتين. جملة b و a العددان حقق إذا فقط و إذا تضامنيةً fўയџ الدالة تكون •2

التضامنية. fўയџ الدوال جميع أوجد •3

الثالث الجزء

. g (z) = eѸഏ/нz = √2
2 (1 + ı) z : بـِ المعرفة g : ℂ ⟶ ℂ الدالة نعتبر

إجابتك. علِّل ؟ تضامنية g الدالة هل •1
. z = x + ıy المستويلاحقتها من Mنقطة لتكن

. zດ = g (z) : بحيث zດ = xດ + ıyດ اللاحقة Mດذات النقطة نعتبر

. y و x بدلالة yດ و xດ عن عبرِّ (ا)
.Mດ = M يكون حتى y و x يحققهما التييجبأن المعادلتين جملة أوجد (i) (ب)

.Mດ = MبحيثMالنقط Δمجموعة لتكن (ii)
المستقيم. لهذا u⃗ توجيه شعاع أوجد . y = 2√ڂ − ڃ1 x معادلته الذي المستقيم Δهو أنّ أثبت

. u⃗ الشعاع يعامد ำMMດ الشعاع Mفإنّ نقطة لكل أنه أثبت (ج)

. MMດٴ
ٷ القطعة منتصف I للنقطة yь و xьالإحداثيين أوجد (i) (د)

.Δ المستقيم إلى تنتمي I النقطة أنّ أثبت (ii)
M؟ Mດصورةَ به تكون الذي النقطي التحويل هو ما (ه�)

𝟮𝟰𝟴
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الحلّ.
الأول الجزء

•1

F (1) = A × 1 + B × 1 = A + B : لدينا
F (ı) = A × ı + B × ı = Aı − Bı = (A − B) ı و

: لدينا مركبا. عدداً z = x + ıy ليكن •2

∀z ∈ ℂ , F (z) = 0 ⟺ ∀x,y ∈ ℝ , A(x + ıy) + B(x + ıy) = 0
⟺ ∀x,y ∈ ℝ , A(x + ıy) + B (x − ıy) = 0
⟺ ∀x,y ∈ ℝ , (A + B) x + ıy (A − B) = 0
⟺ ∀x,y ∈ ℝ , (A + B) x = 0 و y (A − B) = 0
⟺ A + B = 0 و A − B = 0
⟺ A = B = 0

: لدينا مركبا. عدداً z = x + ıy ليكن •3

∀z ∈ ℂ , F (z) = z ⟺ ∀x,y ∈ ℝ , A(x + ıy) + B(x + ıy) = x + ıy
⟺ ∀x,y ∈ ℝ , (A + B) x + ıy (A − B) = x + ıy

⟺
ʯ
A + B = 1
A − B = 1 ⟺

ʯ
A = 1
B = 0

إتِّباع بالإمكان إذ الجواب في (الممل؟) التفصيل هذا سبب عن الكريم القارئ يتساءل قد ⧏ : 36 ملاحظة
: التالية الطريقة

∀z ∈ ℂ , F (z) = z ⟺ ∀z ∈ ℂ , Az + Bz = 1 × z + 0 × z ⟺ A = 1 و B = 0

عن (خارج الخطي الجبر ميدان في أساسية خاصية على تعتمد لأنها الطريقة هذه باعتبار لنا تسمح لا مكتسباتنا لكن
. الخطي الإستقلال خاصية هي و البرنامج)

⧐

الثاني الجزء

: منه b = b و a = a فإنّ a,b ∈ ℝ أنّ بما •1

fўയџڀ ∘ fўയџځ (z) = a (az + bz) + b(az + bz) = a (az + bz) + b aڀ ⋅ z + b ⋅ zځ
= aлz + abz + b (az + bz) = aڂ

л + bл
ڃ z + 2abz

: إذا فقط و إذا تضامنية fўയџ الدالة •2

∀z ∈ ℂ , fўയџڀ ∘ fўയџځ (z) = z ⟺ ∀z ∈ ℂ , aڂ
л + bл

ڃ z + 2abz = z ⟺
ʯ
aл + bл = 1

2ab = 0

. B = 2ab Aو = aл + bл ، F = fўയџ ∘ fўയџ بأخذ الأول الجزء من (•3) السؤال نتيجة استعملنا حيث

𝟮𝟰𝟵
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: إذا فقط و إذا تضامنية fўയџ الدالة •3

ʯ
aл + bл = 1

2ab = 0
⟺

ʯ
aл + bл = 1

a = 0 أو b = 0

⟺
ʯ
aл + bл = 1

a = 0
أو

ʯ
aл + bл = 1

b = 0

⟺
ʯ
bл = 1
a = 0

أو
ʯ
aл = 1
b = 0

⟺
ʯ
b = ±1
a = 0 أو

ʯ
a = ±1
b = 0

. (a,b) ∈ {(0, −1) , (0, 1) , (−1, 0) , (1, 0)} : بحيث fўയџ الدوال هي التضامنية fўയџ الدوال إذن
. fйയ−к: z ↦ −z , fйയк: z ↦ z , f−кയй: z ↦ −z fкയй: z ↦ z : أي

الثالث الجزء

: لدينا •1
∀z ∈ ℂ , (g ∘ g) (z) = eѸഏ/нڀeѸഏ/нzځ = eѸഏ/нe−Ѹഏ/нz = eѸپഏ/н−ഏ/нٿz = eйѸz = z

تضامنية. g الدالة إذن

: لدينا •2

zດ = g (z) ⟺ xດ + ıyດ = eѸഏ/н (x − ıy)

⟺ xດ + ıyດ =
چ
√2
2 + ı√2

2 ڇ
(x − ıy)

⟺ xດ + ıyດ = √2
2 (x + y) + ı√2

2 (x − y)

⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

xດ = √2
2 (x + y)

yດ = √2
2 (x − y)

Mດ = M ⟺ zດ = z ⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

√2
2 (x + y) = x

√2
2 (x − y) = y

⟺
⎧
⎨
⎩

2√ڂ − ڃ2 x + √2y = 0

√2x − 2√ڂ − yڃ2 = 0
: لدينا (ا) •3

: إذا فقط و Mإذا = Mດ لدينا (ب)
⎧
⎨
⎩

2√ڂ − ڃ2 x + √2y = 0

√2x − 2√ڂ − yڃ2 = 0
⟺

⎧⎪
⎨⎪
⎩

y = 2√ڂ − ڃ1 x

y = 1
1 + √2

x = 2√ڂ − ڃ1 x
⟺ y = 2√ڂ − ڃ1 x

. y = 2√ڂ − ڃ1 x : معادلته الذي المستقيم Δهو إذن

. ڂ
1

√2 − أيڃ1 ڂ
− (−1)
√2 − ڃ1 هو توجيهه أشعة أحد إذن 2√ڂ − ڃ1 x − y = 0 أيضاً Δتُكتب معادلة

.Δ المستقيم توجيه أشعة هوأحد u⃗ = 2√,1ڂ − ڃ1 الشعاع إذن

𝟮𝟱𝟬
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: لدينا •4
ำMMດ ⋅ u⃗ = xດڀ − xځ ⋅ 1 + yດڀ − yځ ⋅ 2√ڂ − ڃ1

=
چ
√2
2 (x + y) − x

ڇ
+ 2√ڂ − چڃ1

√2
2 (x − y) − y

ڇ

= √2
2 1ڂٴ − xڃ2√ + y + 2√ڂ − ڃ1 x − yٷ = 0

. u⃗ يُعامد ำMMດ الشعاع المستوي، Mمن نقطة لكل إذن،

: منه yь =
yѐ + yѐ′

2 و xь =
xѐ + xѐ′

2 : فإنّ MMດٴ
ٷ القطعة منتصف Iكانت إذا (ا) •5

xь =
xѐ + xѐ′

2 = 1
2 ʴ

x + √2
2 (x + y)

ٶ
= √2

2 1ڂڂ + xڃ2√ + yڃ

yь =
yѐ + yѐ′

2 = 1
2 ʴ

y + √2
2 (x − y)

ٶ
= √2

2 xڂ + 2√ڂ − ڃyڃ1

: لكن . I ∈ Δ ⟺ yь = 2√ڂ − ڃ1 xь : لدينا (ب)

2√ڂ − ڃ1 xь = 2√ڂ − ڃ1 ⋅ √2
2 1ڂڂ + xڃ2√ + yڃ = √2

2 xڂ + 2√ڂ − ڃyڃ1 = yь

.Δ المستقيم إلى تنتمي I النقطة إذن

صورة Mດهي النقطة إذن Δ إلى ينتمي I منتصفها و Δ المستقيم تُعامد MMດٴ
ٷ المستقيمة القطعة سبق، ما حسب •6

.Δ المستقيم حول (العمودي) المحوري Mبالتناظر النقطة

■

.. .𝟏𝟔𝟖 . 
. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المركبمنسوبإلى المستوي

. k > حيث0 k ∈ ℝ ليكن و a ≠ bبحيث المستوي من نقطتين B (b) A(a)و لتكن
. n ∈ ℕ∗ معدومينو مركبينغير عددين q و p ليكن

.MA = kMB : النقطMبحيث ℰمجموعة أوجد •1

تعيينهما. يُطلب مستقيم أو دائرة إلى تنتمي p (z − a)ѫ + q (z − b)ѫ = 0 المعادلة حلول صور أنّ إستنتج •2

: حالتين نميِّز المستوي. من M(z)نقطة لتكن •1 الحلّ.
: فإنّ k = 1 كان إذا •

M ∈ ℰ ⟺ MA = MB
. [AB] المستقيمة القطعة ف منصِّ ℰهي أنّ أي

𝟮𝟱𝟭
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: فإنّ k ≠ 1 كان إذا •

M ∈ ℰ ⟺ MA = kMB ⟺ |z − a| = k ||z − b|| ⟺ |z − a|л = kл ||z − b||л

⟺ (z − a) (z − a) = kл (z − b) (z − b)
⟺ 1ڂ − kлڃ |z|л − aڂ − kлbڃ z − aڂ − kлbڃ z + |a|л − kл ||b||л = 0

⟺ |z|л − a − kлb
1 − kл

z − a − kлb
1 − kл

z + |a|л − kл ||b||л

1 − kл
= 0

: يكون r = −|a|л − kл ||b||л

1 − kл
و 𝛼 = a − kлb

1 − kл
بوضع

M ∈ ℰ ⟺ |z|л − 𝛼z − 𝛼z − r = 0
⟺ (z − 𝛼) (z − 𝛼) − 𝛼𝛼 − r = 0
⟺ |z − 𝛼|л − |𝛼|л − r = 0 ⟺ |z − 𝛼|л = |𝛼|л + r

⟺ |z − 𝛼|л = aڂ − kлbڂڃa − kлbڃ

1ڂ − kлڃ
л − |a|л − kл ||b||л

1 − kл

⟺ |z − 𝛼|л = ڄ
k ||a − b||
1 − kл څ

л

: لدينا . 𝛼 Ωصورة لتكن

M ∈ ℰ ⟺ ΩMл = ڄ
k ||a − b||
1 − kл څ

л
⟺ ΩM = k ||a − b||

|
||1 − kл|

||

⟺ ΩM = k
|
||1 − kл|

||
AB

. k
|
||1 − kл|

||
AB نصفقطرها Ωو (𝛼) مركزها التي الدائرة ℰهي إذن

. p (z − a)ѫ + q (z − b)ѫ المعادلة حلول صور ℱمجموعة ي نُسمِّ •2
: لدينا . z ≠ b و z ≠ aبحيث المستوي من M(z)نقطة لتكن

M ∈ ℱ ⟹ p (z − a)ѫ + q (z − b)ѫ = 0 ⟹ p (z − a)ѫ = −q (z − b)ѫ

⟹ ڂ
z − a
z − bڃ

ѫ
= −q

p ⟹ |
||
z − a
z − b

|
||
ѫ

=
|
|
||
−q
p

|
|
||

⟹ |
||
z − a
z − b

|
|| = ؙ

ʸ

|
|
||
q
p

|
|
||

: يكون k = ؙ

ʸ

|
|
||
q
p

|
|
||
بوضع

M ∈ ℱ ⟹ MA
MB = k ⟹ MA = kMB

: السابق السؤال حسب و

. [AB] المستقيمة القطعة ف مُنصِّ من) (جزء في ℱمحُتواة فإنّ ||p|| = ||q|| كان إذا أي k = 1 كان إذا •

𝟮𝟱𝟮
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نصفقطرها Ωو (𝛼) مركزها التي الدائرة من) (جزء في ℱمحُتواة فإنّ ||p|| ≠ ||q|| كان إذا أي k ≠ 1 كان إذا •

. k = ؙ

ʸ

|
|
||
q
p

|
|
||
و 𝛼 = a − kлb

1 − kл
مع k

|
||1 − kл|

||
AB

■

.. .𝟏𝟔𝟗 . 

: تحُقق التي z المركبة الأعداد ، هندسياً بالحسابو ، عينِّ •1
|
|
||
z − 3
z − 5

|
|
||
= √2

2 (ب)
|
|
||
z − 3
z − 5

|
|
||
= 1 (ا)

: (k ≠ 1 و k > 0 ، a ≠ b مع a,b, k ∈ ℝ) إلى النتيجة هذه م عمِّ •2
|
||
z − a
z − b

|
|| = k (ب) |

||
z − a
z − b

|
|| = 1 (ا)

: منه z = x + ıy نضع بالحساب: (ا) •1 الحلّ.
||z − 3||л = (x − 3)л + yл , ||z − 5||л = (x − 5)л + yл

منه xл − 6x + 9 + yл = xл − 10x + 25 + yл أي ||z − 3||л = ||z − 5||л يُكافئ
|
|
||
z − 3
z − 5

|
|
||
= الشرط1 و

. x = 4
. x = يساوي4 الحقيقي جزؤها التي المركبة الأعداد كل هي نبحثعنها التي المركبة فالأعداد

، 3 لواحقها التي Mالنقط ، B ،A لتكن . ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم إلى المستوي ننسب : هندسياً
: لدينا الترتيب. على z ، 5

|
|
||
z − 3
z − 5

|
|
||
= 1 ⟺ ‖෿MA‖ = ‖M්B‖

العدد إذن ،x = 4 معادلته الذي المستقيم هو المحور هذا . [AB] القطعة محور إلى Mتنتمي أنّ يعني هذا و
.Re (z) = 4 كان إذا فقط و إذا المطلوب يحُقق zالمركب

: منه z = x + ıy نضع بالحساب: (ب)
||z − 3||л = (x − 3)л + yл , ||z − 5||л = (x − 5)л + yл

xл−6x+9+yл = 1
2 xлڀ − 10x + 25 + yлأيځ ||z − 3||л = 1

2
||z − 5||лيُكافئ

|
|
||
z − 3
z − 5

|
|
||
= √2

2 والشرط

. (x − 1)л + yл = 8 منه

(x − 1)л+yл = 8 = ڃ2√2ڂ
л
التيتحُقق z = x+ıy المركبة هيالأعداد التينبحثعنها المركبة فالأعداد

. 2√2 نصفقطرها و (1, 0) مركزها التي الدائرة هي أي

𝟮𝟱𝟯
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: لدينا . ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم إلى المستوي ننسب : هندسياً

|
|
||
z − 3
z − 5

|
|
||
= √2

2 ⟺ ||z − 3||л = 1
2

||z − 5||л ⟺ (z − 3) (z − 3) = 1
2 (z − 5) (z − 5)

⟺ zz − 3z − 3z + 9 = 1
2 (zz − 5z − 5z + 25) ⟺ zz − (z + z) = 7

⟺ (z − 1) (z − 1) − 1 = 7 ⟺ ||z − 1||л = 8 ⟺ ||z − 1|| = 2√2

هي أي 2√2 بمسافة (1, 0) النقطة عن تبعد التي النقط مجموعة هي عنها نبحث التي فالمجموعة بالتالي و
. 2√2 نصفقطرها و (1, 0) مركزها التي الدائرة

: منه z = x + ıy نضع بالحساب: (ا) •2

|
||
z − a
z − b

|
|| = 1 ⟺ |z − a|л = ||z − b||л

⟺ (x − a)л + yл = (x − b)л + yл

⟺ −2ax + aл = −2bx + bл

⟺ 2ax − 2bx + bл − aл = 0

⟺ 2 (a − b)ڄx − a + b
2 څ = 0

⟺ x = a + b
2 (a ≠ b (لأنّ

. B (b, 0) ,A(aو حيث(0 [AB] المستقيمة القطعة محور معادلة هي و
. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم إلى المستوي ننسب : هندسياً

: لدينا الترتيب. على z ، b ، a لواحقها التي Mالنقط ، B ،A لتكن
|
||
z − a
z − b

|
|| = 1 ⟺ ‖෿MA‖ = ‖M්B‖

إذن ،x = a + b
2 معادلته الذي المستقيم هو المحور هذا . [AB] القطعة محور إلى Mتنتمي أنّ يعني هذا و

.Re (z) = a + b
2 كان إذا فقط و إذا المطلوب يحُقق zالمركب العدد

: منه z = x + ıy نضع بالحساب: (ب)

|
||
z − a
z − b

|
|| = k ⟺ |z − a|л = kл ||z − b||л

⟺ (x − a)л + yл = kл (x − b)л + yл

⟺ xл − 2ax + aл = kл xڂ
л − 2bx + bл

ڃ
⟺ kڂ

л − ڃ1 xл + 2 aڂ − kлbڃx + kڂ
л − yлڃ1 = aл − kлbл

⟺ xл + 2a − kлb
kл − 1

x + yл = aл − kлbл

kл − 1
(kл ≠ 1 (لأنّ

⟺
چ
x + a − kлb

kл − 1 ڇ

л

+ yл = aл − kлbл

kл − 1
+
چ
a − kлb
kл − 1 ڇ

л

⟺
چ
x + a − kлb

kл − 1 ڇ

л

+ yл = kл

kڂ
л − ڃ1

л (a − b)л

𝟮𝟱𝟰
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⟺
چ
x + a − kлb

kл − 1 ڇ

л

+ yл = ڄ
k (a − b)
kл − 1 څ

л

. مطلقة) (قيمة
|
|
||
k (a − b)
kл − 1

|
|
||
نصفقطرها Ωو

چ
−a − kлb

kл − 1
, 0
ڇ
مركزها التي الدائرة معادلة هي و

. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم إلى المستوي ننسب : هندسياً

|
||
z − a
z − b

|
|| = k ⟺ |z − a|л = kл ||z − b||л : لدينا

⟺ (z − a) (z − a) = kл (z − b) (z − b)
⟺ zz − az − az + aл = kл zzڂ − bz − bz + bл

ڃ
⟺ kڂ

л − ڃ1 zz + aڂ − kлbڃ (z + z) + kлbл − aл = 0

⟺ zz + a − kлb
kл − 1

(z + z) + kлbл − aл

kл − 1
= 0 (kл ≠ 1 (لأنّ

⟺
چ
z + a − kлb

kл − 1 چڇ
z + a − kлb

kл − 1 ڇ
−
چ
a − kлb
kл − 1 ڇ

л

+ kлbл − aл

kл − 1
= 0

⟺
چ
z + a − kлb

kл − 1 چڇ
z + a − kлb

kл − 1 ڇ
− kл

kڂ
л − ڃ1

л (a − b)л = 0

⟺
|
|
||
z + a − kлb

kл − 1
|
|
||

л

= ڄ
k (a − b)
kл − 1 څ

л

⟺
|
|
||
z + a − kлb

kл − 1
|
|
||
=

|
|
||
k (a − b)
kл − 1

|
|
||

. مطلقة) (قيمة
|
|
||
k (a − b)
kл − 1

|
|
||
نصفقطرها Ωو

چ
−a − kлb

kл − 1
, 0
ڇ
مركزها التي الدائرة معادلة هي و

■

.. .𝟏𝟕𝟎 . 
: تحُقق التي المركبو المستوي من z = x + ıyالنقط مجموعة أنّ أثبت

|z − ıa| = 𝜆 |z + ıa| , 𝜆 > 0 , a ∈ ℂ ,

. 𝜆 ≠ 1 كان إذا
|
|
||
2a𝜆

1 − 𝜆л
|
|
||
نصفقطرها و z = ıa1 + 𝜆л

1 − 𝜆л النقطة مركزها التي الدائرة هي

. 𝜆 = 1 أدرسالحالة

بدلالة |z − ıa| و |z + ıa| المقداريْن عن التعبير يجب فبدايةً ، xOy المستوي في نقط مجموعة عن نبحث أننا بما الحلّ.
: مركب) عدد a أنّ تنسَ (لا y و x الإحداثيينْ

|z + ıa|л = ||x + ıy + ıa||л = (x + ıy + ıa) (x − ıy − ıa)
= xл + yл + |a|л + ıa (x − ıy) − ıa (x + ıy)

|z − ıa|л = ||x + ıy − ıa||л = (x + ıy − ıa) (x − ıy + ıa)
= xл + yл + |a|л − ıa (x − ıy) + ıa (x + ıy)

𝟮𝟱𝟱
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: ينتج ||x + ıy − ıa|| = 𝜆 ||x + ıy + ıa|| المعادلة بالتعويضفي و

|z − ıa| = 𝜆 |z + ıa| ⟺ ||x + ıy − ıa|| = 𝜆 ||x + ıy + ıa||
⟺ ||x + ıy − ıa||л = 𝜆л ||x + ıy + ıa||л

⟺ xл + yл + |a|л − ıa (x − ıy) + ıa (x + ıy)
= 𝜆л

xڂ
л + yл + |a|л + ıa (x − ıy) − ıa (x + ıy)ڃ

⟺ 1ڂ − 𝜆л
xлڃ − ı 1ڂ + 𝜆л

ڃ (a − a) x+

1ڂ+ − 𝜆л
yлڃ − 1ڂ + 𝜆л

ڃ (a + a) y + 1ڂ − 𝜆л
ڃ |a|л = 0

2ı (a − a) x − 2 (a + a) y = 0 : تصبح المعادلة فإنّ 𝜆 = 1 كان إذا أي 1 − 𝜆л = 0 كان إذا •

عبارة المستقيم (و مستقيم معادلة هي و Im (a) ⋅ x − Re (a) ⋅ y = أي0 4 Im (a) ⋅ x − 4Re (a) ⋅ y = أي0
. يساوي∞+) نصفقطرها دائرة عن

: ينتج 1 − 𝜆л على الأخيرة المعادلة طرفيْ فبقسمة ، 𝜆 ≠ 1 كان إذا أي 1 − 𝜆л ≠ 0 كان إذا •

|z − ıa| = 𝜆 |z + ıa| ⟺ xл − ı1 + 𝜆л

1 − 𝜆л (a − a) x + yл − 1 + 𝜆л

1 − 𝜆л (a + a) y + |a|л = 0

⟺ xл + 21 + 𝜆л

1 − 𝜆л
(a − a)

2ı x + yл − 21 + 𝜆л

1 − 𝜆л
(a + a)

2 y + |a|л = 0

⟺ xл + 2 Im (a) 1 + 𝜆л

1 − 𝜆лx + yл − 2Re (a) 1 + 𝜆л

1 − 𝜆лy + |a|л = 0

⟺
چ
x + 1 + 𝜆л

1 − 𝜆л Im (a)
ڇ

л

+
چ
y − 1 + 𝜆л

1 − 𝜆л Re (a)
ڇ

л

+ |a|л

−
چ
1 + 𝜆л

1 − 𝜆лڇ

л

Im)ٴ (a))л + (Re (a))лٷ = 0

⟺
چ
x + 1 + 𝜆л

1 − 𝜆л Im (a)
ڇ

л

+
چ
y − 1 + 𝜆л

1 − 𝜆л Re (a)
ڇ

л

+ |a|л

−
چ
1 + 𝜆л

1 − 𝜆лڇ

л

|a|л = 0

⟺
چ
x + 1 + 𝜆л

1 − 𝜆л Im (a)
ڇ

л

+
چ
y − 1 + 𝜆л

1 − 𝜆л Re (a)
ڇ

л

= ⎡
چ⎣

1 + 𝜆л

1 − 𝜆лڇ

л

− 1⎤
⎦

|a|л

الشكل من معادلة هي و

(x − 𝛼)л + (y − 𝛽)л = ⎡
چ⎣

1 + 𝜆л

1 − 𝜆лڇ

л

− 1⎤
⎦

|a|л = 4𝜆л

1ڂ − 𝜆л
ڃ
л |a|л

حيث

𝛼 + ı𝛽 = 1 + 𝜆л

1 − 𝜆л (− Im (a) + ıRe (a)) = 1 + 𝜆л

1 − 𝜆л ıa

.
|
|
||
2a𝜆

1 − 𝜆л
|
|
||
نصفقطرها و z = 𝛼 + ı𝛽 النقطة مركزها التي الدائرة معادلة هي أي

𝟮𝟱𝟲
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b

a

c

α

β

γ

32.VI شكل

■

.. .𝟏𝟕𝟏 .!

: أنّ أثبت . s مثلثمساحته أضلاع أطوال c و b ، a لتكن •1
16sл = (a + b + c) (a + b − c) (a + c − b) (b + c − a)

. s =
|
|
||
1
2 Im 𝛼𝛽ڀ + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼ځ

|
|
||

: أنّ أثبت . s رؤوسمثلثمساحته لواحق 𝛾 و 𝛽 ، 𝛼 لتكن •2

: منه (32.VI (شكل aл = bл + cл − 2bc cos 𝛼 و s = 1
2bc

||sin 𝛼|| : لدينا •1 الحلّ.
16sл = 16 × 1

4b
лcл sinл 𝛼 = (2bc)л 1ڀ − cosл 𝛼ځ = (2bc)л − (2bc cos 𝛼)л

= (2bc)л − aڂ
л − bл − cлڃ

л
= 2bcڂ + aл − bл − cл2ڂڃbc − aл + bл + cлڃ

= aڂ
л − (b − c)лڂڃ(b + c)л − aл

ڃ
= (a + b − c) (a − b + c) (b + c − a) (b + c + a)

المطلوب. هو و

: المقدار مركبين. عددين zດ = 𝜌eѸഈ′ و z = 𝜌eѸഈ ليكن •2
1
2𝜌𝜌ດ |

||sinڂ𝜃ດ − 𝜃ڃ
|
|| =

|
|
||
1
2 Imڂ𝜌𝜌ດeѸپഈ′−ഈٿ

ڃ
|
|
||
=

|
|
||
1
2 Imڂ𝜌ດeѸഈ′𝜌e−Ѹഈ

ڃ
|
|
||
=

|
|
||
1
2 Im ځzດzڀ

|
|
||

مركب. wحيثwعدد + zດ wو + z ،w الأعداد هي رؤوسها لواحق التي المثلثات مساحة يمثّل
بالتعويض و zດ = 𝛾 − w = 𝛾 − 𝛼 و z = 𝛽 − w = 𝛽 − 𝛼أيw + zດ = 𝛾 wو + z = 𝛽 ،w = 𝛼 : حالتنا في

: (t ∈ ℝ كان إذا Im (t) = 0 أنّ و Im ځZڀ = − Im (Z) أنّ (نُذكّر نجد السابقة المساواة في

s =
|
|
||
1
2 Im ځzດzڀ

|
|
||
=

|
|
||
1
2 Im 𝛽)ڀ − 𝛼) (𝛾 − 𝛼)ځ

|
|
||

=
|
|
||
1
2 Im 𝛽ڀڀ − 𝛼ځ (𝛾 − 𝛼)ځ

|
|
||
=

|
|
||
1
2 Im 𝛽𝛾ڀ − 𝛽𝛼 − 𝛼𝛾 + 𝛼𝛼ځ

|
|
||

=
|
|
||
1
2 ʱIm ځ𝛽𝛾ڀ − Im ځ𝛽𝛼ڀ − Im (𝛼𝛾) + Im (𝛼𝛼)ٳ

|
|
||

𝟮𝟱𝟳
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=
|
|
||
1
2 Imٴ ځ𝛽𝛾ڀ + Imڂ𝛽𝛼ڃ + Im ځ𝛼𝛾ڀ + Imڂ|𝛼|лٷڃ

|
|
||

=
|
|
||
1
2 ʱIm ځ𝛽𝛾ڀ + Im (𝛽𝛼) + Im (𝛼𝛾) + ٳ0

|
|
||

=
|
|
||
1
2 Im 𝛼𝛽ڀ + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼ځ

|
|
||

المطلوب. هو و
■

𝟮𝟱𝟴

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VI
I

..

VI
I

otttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttp
s
s
s

للتعمق تمارين u
u
u

qvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvr

.. 7
.. .𝟏𝟕𝟐 .�: التالية النقط المركبمجموعات المستوي في بيانياً مثِّل

G = ʩz ∈ ℂ : 1 ≤ ||z − 2|| < 2ʪ •4
H = ʩz ∈ ℂ : ||z − 2|| = ||z + 2ı||ʪ •5
I = ʩz ∈ ℂ : ||z − 2|| < ||z + 2ı||ʪ •6

D = {z ∈ ℂ : |z| = 2} •1
E = ʩz ∈ ℂ : ||z − 2|| = 1ʪ •2
F = ʩz ∈ ℂ : ||z − 2|| ≤ 1ʪ •3

المركب. المستوي wفي و zالنقطتين بين المسافة هي |z − w| أنّ معرفة هي هنا الأساسية النقطة الحلّ.
نصف ,O(0و 0) مركزها التي الدائرة هي Oأي المبدأ عن 2 بمسافة تبعد التي النقط مجموعة هي |z| = 2 : (D) •1

.2 قطرها

نصف و (2, 0) مركزها التي الدائرة هي أي 2 النقطة عن 1 بمسافة تبعد التي النقط مجموعة هي ||z − 2|| = 1 : (E) •2
.1 قطرها

و (2, 0) مركزه القرصالذي أيهي 2 النقطة عن أقلّ أو 1 بمسافة تبعد التي النقط هيمجموعة ||z − 2|| ≤ 1 : (F) •3
.1 نصفقطره

2 النقطة عن تماماًمن2، أصغر و تساوي1 أو من أكبر بمسافة تبعد التي النقط مجموعة هي 1 ≤ ||z − 2|| < 2 : (G) •4
مركزها التي الدائرة باستثناء الأكبر2 نصفقطرها و 1 الأصغر نصفقطرها و (2, 0) مركزها التي الحلقة هي أي

.2 نصفقطرها و (2, 0)

[AB] القطعة منصّف هي أي −2ı و اليقطتين2 من المسافة المتساوية النقط مجموعة هي ||z − 2|| = ||z + 2ı|| : (H) •5
. B(0, −2) ,A(2و حيث(0

الواقع نصفالمستوي 2ı−أيهي النقطة من منه 2 النقطة الأقربمن النقط مجموعة هي ||z − 2|| < ||z + 2ı|| : (I) •6
المنصّف. هذا باستثناء [AB] المنصّفللقطعة المستقيم ( فوق ) يمين على

■

𝟮𝟱𝟵
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y

.. 2.
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.

(I)

. x.

y

.. 2.

−2ı

.

(H)

. x.

y

𝟮𝟲𝟬

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VI
I

..

VI
I

للتعمق تمارين .VII

.. .𝟏𝟕𝟑 طبيعيا.#. عدداً n ليكن

. n قِيَم حسب طويلته أوجد ثمّ حقيقي zк = (1 + ı)ѫ + (1 − ı)ѫ العدد أنّ أثبت •1

. n قِيَم حسب طويلته أوجد ثمّ تخيليصرِف zл = (1 + ı)ѫ − (1 − ı)ѫ العدد أنّ أثبت •2

: بالتالي و a = 1 − ı منه a = 1 + ı نضع الحلّ.
: لدينا •1

zк = aѫ + aѫ = aѫ + aѫ = aѫ + aѫ = aѫ + aѫ = aѫ + aѫ = zк

: فإنّ zк = zк أنّ بما و حقيقي. zк إذن

||zк||л = zк ⋅ zк = zлк = aѫڀ + aѫځ
л = aлѫ + aлѫ + 2aѫaѫ

= 2Re ځaлѫڀ + 2 (aa)ѫ = 2Reڀڂa
лځ

ѫ
ڃ + 2 ڃa|л|ڂ

ѫ

: بالتالي و |a|л = ||aл|| = 2 منه aл = 2ı لكن

||zк||л = 2Re (2ı)ѫ + 2 × 2ѫ

: فإنّ فردياً n كان إذا ıѫ = 0 و زوجياً n كان إذا ıѫ = (−1)
ؙ
ש أنّ بما و

||zк||л =
ʯ
2 (−2)

ؙ
ש + 2 × 2ѫ ؛ زوجياً n كان إذا

2 × 0 + 2 × 2ѫ ؛ فردياً n كان إذا
=
⎧
⎨⎩

2
ש+ؙ
ש (1−)ڂ

ؙ
ש + 2

ؙ
ש ڃ ؛ زوجياً n كان إذا

2ѫ+к ؛ فردياً n كان إذا
: منه

||zк|| =
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

ʷ
2

ש+ؙ
ש (1−)ڂ

ؙ
ש + 2

ؙ
ש ڃ ؛ زوجياً n كان إذا

ʶ2ѫ+к ؛ فردياً n كان إذا
=
⎧
⎨⎩

2
ש+ؙ
׫ ʶ(−1)

ؙ
ש + 2

ؙ
ש ؛ زوجياً n كان إذا

2
ר+ؙ
ש ؛ فردياً n كان إذا

: لدينا •2

zл = aѫ − aѫ = aѫ − aѫ = aѫ − aѫ = aѫ − aѫ = − aѫڀ − aѫځ = −zл

: فإنّ zл = −zл أنّ بما و تخيليصرِف. zл إذن

||zл||л = zл ⋅ zл = −zлл = − aѫڀ − aѫځ
л = −aлѫ − aлѫ + 2aѫaѫ

= −2Re ځaлѫڀ + 2 (aa)ѫ = −2Reڀڂa
лځ

ѫ
ڃ + 2 ڃa|л|ڂ

ѫ

: بالتالي و |a|л = ||aл|| = 2 منه aл = 2ı لكن

||zл||л = 2 × 2ѫ − 2Re (2ı)ѫ

𝟮𝟲𝟭
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: فإنّ فردياً n كان إذا ıѫ = 0 و زوجياً n كان إذا ıѫ = (−1)
ؙ
ש أنّ بما و

||zл||л =
ʯ
2 × 2ѫ − 2 (−2)

ؙ
ש ؛ زوجياً n كان إذا

2 × 2ѫ − 2 × 0 ؛ فردياً n كان إذا
=
⎧
⎨⎩

2
ש+ؙ
ש 2ڂ

ؙ
ש − (−1)

ؙ
ש ڃ ؛ زوجياً n كان إذا

2ѫ+к ؛ فردياً n كان إذا
: منه

||zл|| =
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

ʷ
2

ש+ؙ
ש 2ڂ

ؙ
ש − (−1)

ؙ
ש ڃ ؛ زوجياً n كان إذا

ʶ2ѫ+к ؛ فردياً n كان إذا
=
⎧
⎨⎩

2
ש+ؙ
׫ ʶ2

ؙ
ש − (−1)

ؙ
ש ؛ زوجياً n كان إذا

2
ר+ؙ
ש ؛ فردياً n كان إذا

: nعلى4 لـِ الإقليدية القسمة بواقي قِيم باعتبار ذلك و السابقة النتائج تبسيط يمكن ⧏ : 37 ملاحظة

: منه (−1)
ؙ
ש = (−1)лѨ = 1 فإنّ n = 4k كان إذا •

||zк|| = 2
ש+ؖ׫

׫ ʶ1 + 2
ؖ׫
ש = 2Ѩ+ר

ʶ1ש + 2лѨ = 2Ѩ√2ʶ1 + 2лѨ = 2Ѩʶ2лѨ+к + 2

||zл|| = 2
ש+ؖ׫

׫ ʶ2
ؖ׫
ש − 1 = 2Ѩ+ר

ʶ2лѨש − 1 = 2Ѩ√2ʶ2лѨ − 1 = 2Ѩʶ2лѨ+к − 2 و

. ||zк|| = 2
ר+ؖ׫

ש = 2лѨ√2 = ||zл|| : فإنّ n = 4k + 1 كان إذا •

: منه (−1)
ؙ
ש = (−1)лѨ+к = −1 فإنّ n = 4k + 2 كان إذا •

||zк|| = 2
׫+ؖ׫

׫ ʶ−1 + 2
ש+ؖ׫

ש = 2Ѩ+к
ʶ−1 + 2лѨ+к

||zл|| = 2
׫+ؖ׫

׫ ʶ2
ש+ؖ׫

ש − 1 = 2Ѩ+к
ʶ2лѨ+к − 1 و

. ||zк|| = 2
׫+ؖ׫

ש = 2лѨ+л = ||zл|| : فإنّ n = 4k + 3 كان إذا •

⧐

■

.. .𝟏𝟕𝟒 .�

.
ʯ
x + y = 1 + ı

xy = 2 − ı : ℂالجملة المجموعة في حل

. zл − (1 + ı) + 2 − ı = أي0 zл − (x + y) z + xy = 0 للمعادلة حلان y و x الحلّ.
.Δ = (−1 − ı)л − 4 × 1 × (2 − ı) = −8 + 6ı : لدينا

: لدينا . a,b ∈ ℝ Δمع للعدد تربيعيا جذراً 𝛿 = a + ıb ليكن

𝛿л = Δ = −8 + 6ı ⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

aл + bл = ||−8 + 6ı|| = ʶ(−8)л + 6л = 10
aл − bл = −8

2ab = 6
الثالثة) المعادلة (من فيكون a = 1 مثلاً نختار . a = ±1 منه 2aл = 10 − 8 = 2 ينتج الثانية و الأولى المعادلتين بجمع

أو (x,y) = (−ı, 1 + 2ı) أي zл = 1 + ı + 1 + 3ı
2 = 1 + 2ı و zк = 1 + ı − 1 − 3ı

2 = −ı منه . b = 3
. (x,y) = (1 + 2ı, −ı)

■ . S = {(−ı, 1 + 2ı) , (1 + 2ı, −ı)} : إذن هي الحلول مجموعة

𝟮𝟲𝟮
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للتعمق تمارين .VII

.. .𝟏𝟕𝟓 .#

ʯ
xy = 3

xл + yл = 10
: فيℂالجملة حلّ مركبين. عددين y و x ليكن

: منه P = xy و S = x + y نضع الجملة لحلّ . xл + yл = (x + y)л − 2xy : لدينا الحلّ.
ʯ

xy = 3
xл + yл = 10

⟺
ʯ

P = 3
Sл − 2P = 10

⟺
ʯ

P = 3
Sл = 10 + 2 × 3 = 16

⟺
ʯ
P = 3
S = ±4

: الحالتين في tл − St + P = 0 المعادلة نحلّ y و x لإيجاد

للمعادلة Δດإذن = 2л − 3 = 1 لدينا . tл + 4t + 3 = 0 المعادلة حَلاَّ هما y و x فإنّ P = 3 و S = −4 كان إذا •

. (x,y) ∈ {(−3, −1) , (−1, −3)} أنّ أي . tл = −2 + 1 = −1 و tк = −2 − 1 = −3 هما حلاّن

للمعادلة إذن Δດ = 2л − 3 = 1 لدينا . tл − 4t + 3 = 0 المعادلة حَلاَّ هما y و x فإنّ P = 3 و S = 4 كان إذا •
. (x,y) ∈ {(1, 3) , (3, أي{(1 . tн = 2 + 1 = 3 tм = 2 − 1 = 1 هما حلاّن

■ .𝒮 = {(−3, −1) , (−1, −3) , (1, 3) , (3, 1)} : هي الجملة حلول مجموعة الأخير، في

.. .𝟏𝟕𝟔 .#

: للمعادلة حلول z ، y ، x فإن xyz = c و xy + yz + zx = b ، x + y + z = a كان إذا أنه أثبت •1
Zм − aZл + bZ − c = 0

. c = −8 و a = b = 0 كان إذا z و y ، x أوجد

.
⎧⎪
⎨⎪
⎩

x + y + z = 4
xл + yл + zл = 4
xм + yм + zм = 1

: ℝмالجملة حلفي •2

Zм −aZл +bZ− c = 0 للمعادلة حلول z و y ، x . P (Z) = Zм −aZл +bZ− c الحدود كثير نعتبر •1 الحلّ.
: لكن . P (Z) = (Z − x) (Z − y) (Z − z) كان إذا فقط و إذا أي P لـِ كانتجذوراً إذا فقط و إذا
(Z − x) (Z − y) (Z − z) = Zм − (x + y + z) Zл + (xy + yz + zx) Z − xyz

الحدود لكثير جذور z و y ، x فإنّ c = xyz و b = xy + yz + zx ، a = x + y + z كان إذا بالتالي و
. Zм − aZл + bZ − c = 0 للمعادلة حلول z و y ، xأي P (Z) = Zм − aZл + bZ − c

.−2jл 2j−و ،−2 الأعداد هي أي Zм = −8 المعادلة حلول هي z و y ، x فإنّ c = −8 و a = b = 0 كان إذا

. (ʫ−2, −2j, −2jлʬ المجموعة تبديلات هي و حلول 3! = 6 (توجد {x,y, z} = ʫ−2, −2j, −2jлʬ : إذن

𝟮𝟲𝟯
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: يلي كما الأوّل، السؤال في المُعرّفة ، c و b ، a المقادير قِيم نبحثعن بداية •2

xл + yл + zл = (x + y + z)л − 2 (xy + yz + zx) : لدينا
4 = 4л − 2 (xy + yz + zx) أي

xy + yz + zx = 1
2 (16 − 4) = 6 : منه

xм + yм + zм = (x + y + z)м − 3 (x + y) (x + z) (y + z) : بالمثل
= 4м − 3 (4 − z) (4 − y) (4 − x)
= 48 (x + y + z) − 12 (xy + yz + zx) + 3xyz − 128
= 48 (4) − 12 (6) + 3xyz − 128
= −8 + 3xyz

xyz = 1
3 xмڀڀ + yм + zмځ + ځ8 : منه

= 1
3 (9) = 3

. Zм − 4Zл + 6Z − 3 = 0 المعادلة حلول هي z و y ، x بالتالي و

. Zм − 4Zл + 6Z − 3 = (Z − 1) Zڂ
л − 3Z + ڃ3 إذن لها حلّ Z = 1 أنّ نلاحظ

: بالتالي و . 3 ± ı√3
2 هما حلاّن Zл − 3Z + 3 = 0 للمعادلة

.(
ʯ
1, 3 − ı√3

2 , 3 + ı√3
2 ʰ

!3حلولوهيتبديلاتالمجموعة = (توجد6 {x,y, z} =
ʯ
1, 3 − ı√3

2 , 3 + ı√3
2 ʰ

■

.. .𝟏𝟕𝟕 .#

.
ʯ
xп − 15xнyл + 15xлyн − yп = 1

3xоy − 10xмyм + 3xyо = 0
: ℝлالجملة في حلّ

: تُكافئ السابقة الجملة فإنّ حقيقيان، y و x العددين أنّ بما الحلّ.
xпڀ − 15xнyл + 15xлyн − yпځ + 2ı 3xоyڀ − 10xмyм + 3xyоځ = 1 + 0ı = 1

أي
xп + 6xо(ıy) + 15xн(ıy)л + 20xм(ıy)м + 15xл(ıy)н + 6x(ıy)о + (ıy)п = 1

. (x + ıy)п = تُكافئ1 الأخيرة هذه و
فإنّ بالتالي و kڀ ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} مع ځ 𝜔Ѩ = cos k𝜋

3 + ı sin k𝜋
3 الأعداد هي للوحدة السادسة الجذور أنّ نعلم لكننا

: هي المعطاة الجملة حلول

ʭڄxѨ = cos k𝜋
3 , yѨ = sin k𝜋

3 څ , k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}ʮ
■

.. .𝟏𝟕𝟖 . 

مُعطى. معدوم غير طبيعي عدد n ∈ ℕ∗ حيث
ʯ
(1 + t)ѫ = (1 − t)ѫ

zл + tл = 1
ℂлالجملة في حلّ

𝟮𝟲𝟰
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وُجد إذا فقط و إذا المعادلة لهذه ăحلا t ∈ ℂالمركب العدد يكون . (1 + t)ѫ = (1 − t)ѫ المعادلة نحلّ بدايةً، الحلّ.
بحيث k ∈ {0, 1, ⋯ ,n − 1} طبيعي عدد وُجد إذا فقط و إذا أي 1 + t = u (1 − t) و uѫ = بحيث1 uمركب عدد

. t cos k𝜋
n = ı sin k𝜋

n : الأخير في . 1ڀ + eлѸѨഏ/ѫځ t = eлѸѨഏ/ѫ − بحيث1 أي 1 + t = eлѸѨഏ/ѫ (1 − t)

الأعداد هي ăحلا n للمعادلة بالتالي و cos k𝜋
n ≠ 0 يكون k ∈ {0, 1, ⋯ ,n − 1} لكل فإنه فردياً، n كان إذا •

. k ∈ {0, 1, ⋯ ,n − 1} مع ı tan k𝜋
n

: يكون k = p لأجل فإنه n = 2pأي زوجياً، n كان إذا •

sin p𝜋
n = sin 𝜋

2 ≠ 0 و cos p𝜋
n = cos p𝜋

2p = cos 𝜋
2 = 0

الحلالذيعبارته للمعادلة kيكون ∈ {0, 1, ⋯ ,p − 1,p + 1, ⋯ ,n − لكنلكل{1 لها؛ بالتاليفالمعادلةلاحلّ و
.ăحلا n − 1 تقبل المعادلة الحالة، هذه في و ı tan k𝜋

n هي

: كان إذا فقط و إذا الثانية للمعادلة ăحلا zالمركب العدد يكون ، ı tan k𝜋
n الشكل من السابقة للمعادلة t حلّ لكل

zл = 1 − tл = 1 + tanл k𝜋
n = 1

cosл Ѩഏ
ѫ

. z = ± 1
cos Ѩഏ

ѫ
كان إذا فقط و إذا أي

فردياً. n كان إذا ăحلا 2n و زوجياً n كان إذا ăحلا 2 × (n − 1) = 2n − 2 للجملة الأخير، في
■

.. .𝟏𝟕𝟗 نفس#. إلى تنتمي الترتيب على 2 + ı ، 1 − 3ı ،−2 + 2ı ،−3 − 2ı لواحقها Dالتي ،C ،B ،Aالنقط هل
؟ الدائرة

: بحيث المستوي Ωمن نقطة وُجِدت إذا فقط و إذا نفسالدائرة Dإلى Cو ، B ،Aالنقط تنتمي الحلّ.
نصفقطرها. (ΩD ΩCأو ΩBأو ΩA(أو و الدائرة هذه مركز Ωهي الحالة هذه في و ΩA؛ = ΩB = ΩC = ΩD

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıyالمستويلاحقتها من Ωنقطة لتكن

⎧⎪
⎨⎪
⎩

ΩB = ΩA
ΩC = ΩA
ΩD = ΩA

⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

ΩBл = ΩAл

ΩCл = ΩAл

ΩDл = ΩAл
⟺

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

(x + 2)л + (y − 2)л = (x + 3)л + (y + 2)л

(x − 1)л + (y + 3)л = (x + 3)л + (y + 2)л

(x − 2)л + (y − 1)л = (x + 3)л + (y + 2)л

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xл + yл + 4x − 4y + 8 = xл + yл + 6x + 4y + 13
xл + yл − 2x + 6y + 10 = xл + yл + 6x + 4y + 13
xл + yл − 4x − 2y + 5 = xл + yл + 6x + 4y + 13

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

2x + 8y + 5 = 0
8x − 2y + 3 = 0
10x + 6y + 8 = 0

⟺
⎧
⎨⎩

2x + 8y + 5 = 0 هي الثالثة (المعادلة

8x − 2y + 3 = 0 الأوُلَيَينْ) المعادلتين مجموع

⟺
ʯ
2x = −8y − 5
4 (−8y − 5) − 2y + 3 = 0 ⟺

⎧
⎨⎩

2x = −8y − 5

y = −1
2

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

x = −1
2

y = −1
2

𝟮𝟲𝟱
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ΩA = ΩB = ΩC = ΩDبحيثيكون ، z = −1
2− 1

2ı ذاتاللاحقة النقطة وهي ، Ω(وحيدة) نقطة توجد أنه يعني هذا
: ΩAمع نصفقطرها Ωو مركزها التي الدائرة إلى كلّها Dتنتمي Cو ، B ،Aفالنقط بالتالي و

ΩA =
ʸ3−ڄ + 1

څ2

л
+ 2−ڄ + 1

څ2

л
= √34

2

■ .ΩB = ΩC = ΩD = √34
2 أنّ من بسهولة نتحقق

.. .𝟏𝟖𝟎 .�؟ xм + 2xл + 2ax − aл = 0 للمعادلة ăحلا x = 1 يكون أجلها من التي a ∈ ℝ قِيَم هي ما
؟ الأخرى الحلول هي ما الحالة، هذه في

أي 1м + 2 × 1л + 2a × 1 − aл = 0 كان إذا فقط و إذا xм + 2xл + 2ax − aл = 0 للمعادلة حل x = 1 الحلّ.
. aл − 2a − 3 = 0

. aл = 2 + 4
2 = 3 و aк = 2 − 4

2 = −1 Δمنه = (−2)л − 4 × 1 × (−3) = 16 = 4л : لدينا

فإنّ المعادلة لهذه حل x = 1 أنّ بما و xм + 2xл − 2x − 1 = 0 فإنّ a = −1 كان إذا •

نجد أخرى) طريقة (أوأي الإقليدية بالقسمة و x − على1 القسمة يقبل xм + 2xл − 2x − 1
. xм + 2xл − 2x − 1 = (x − 1) xлڀ + 3x + ځ1

xк = −3 − √5
2 Δمنه = 3л − 4 × 1 × 1 = 5 : لدينا . xл + 3x + 1 = 0 المعادلة حلول هي الأخرى الحلول

. xл = −3 + √5
2 و

فإنّ المعادلة لهذه حل x = 1 أنّ بما و xм + 2xл + 6x − 9 = 0 فإنّ a = 3 كان إذا •

نجد أخرى) طريقة (أوأي الإقليدية بالقسمة و x − على1 القسمة يقبل xм + 2xл − 2x − 1
. xм + 2xл − 2x − 1 = (x − 1) xлڀ + 3x + ځ9

منه Δ = 3л − 4 × 1 × 9 = −27 = ڃ3ı√3ڂ
л
: لدينا . xл + 3x + 9 المعادلة حلول هي الأخرى الحلول

. xл = −3 + 3ı√3
2 و xк = −3 − 3ı√3

2
■

.. .𝟏𝟖𝟏 . 
: z المجهول ذات حلفيℂالمعادلة

z (z − 3) (z + 2) (z + 5) = 54 (𝟏)

: لدينا الحلّ.
(𝟏) ⟺ (z (z + 2)) ((z − 3) (z + 5)) = 54 ⟺ zлڀ + 2zځ zлڀ + 2z − ځ15 = 54

: فيكون Z = zл + 2z نضع

(𝟏) ⟺ Z (Z − 15) = 54 ⟺ Zл − 15Z − 54 = 0 ⟺ Z ∈ {−3, 18}

: منه Z = zл + 2z مع Z = 18 أو Z = −3 إذن

𝟮𝟲𝟲
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أو z = −1 − ı√2 منه Δດ = (−1)л − 3 = −2 = ڃı√2ڂ
л
فإنّ zл + 2z + 3 = 0 أي Z = −3 كان إذا •

؛ z = −1 + ı√2
.z = −1+√19 أو z = −1−√19 Δດمنه = (−1)л +18 = 19 فإنّ zл +2z−18 = Zأي0 = 18 كان إذا و •

■ .𝒮 = ʫ−1 − ı√2, −1 + ı√2, −1 − √19, −1 + √19ʬ : هي (𝟏) المعادلة حلول مجموعة الأخير، في

.. .𝟏𝟖𝟐 . 
: المعادلة المركبة الأعداد مجموعة في حلّ

zр − 4zп + 6zо − 6zн + 6zм − 12zл + 8z + 4 = 0

ثَمّ من و ، 2 بالقيمة zм بالتعويضعن •1

. a ∈ ℂحيث (z + a)н المقدار (نشر) مفكوك باستخدام و بالتحليل •2

. f(z) = zр − 4zп + 6zо − 6zн + 6zм − 12zл + 8z + 4 نضع الحلّ.
: فإنّ zм = 2 كان إذا •1

zр = ځzмڀ
л ⋅ z = 2лz = 4z و zп = ځzмڀ

л = 2л = 4 ، zо = zм ⋅ zл = 2zл ، zн = zм ⋅ z = 2z
: نجد المعادلة بالتعويضفي و

4z − 16 + 12zл − 12z + 12 − 12zл + 8z + 4 = 0
. zм − على2 القسمة يقبل f(z) فإنّ بالتالي و تطابُقاً محُققة هي و

نكتب: أن يمكن مثلاً، المعامِلات مساواة بطريقة أو الإقليدية بالقسمة •2
f(z) = zмڀ − ځ2 azнڀ + bzм + czл + dz + eځ

: ينتج الترتيب النشرو بعد و
f(z) = azр + bzп + czо + (d − 2a)zн + (e − 2b)zм − 2czл − 2dz − 2e

،a = 2e−أي1 = 4 2d−و = 8 ،−2c = −12 ، e−2b = 6 ،d−2a = −6 ، c = 6 ، b = −4 ،a = 1 منه
: بالتالي و e = −2 و d = −4 ، c = 6 ، b = −4

f(z) = zмڀ − ځ2 zнڀ − 4zм + 6zл − 4z − ځ2
: نجد و (z + a)н ننشرالمقدار الإقتراح، باتباع

(z + a)н = aн + 4azм + 6aлzл + 4aмz + aн

: يكون a = −1 لأجل أنّه نستنتج ، f(z) الحدود لكثير الأخيرة العبارة مع بالمقارنه و
(z − 1)н = zн − 4zм + 6zл − 4z + 1 = zн − 4zм + 6zл − 4z − 2 + 3

منه
f(z) = zмڀ − ځ2 zнڀ − 4zм + 6zл − 4z − ځ2 = zмڀ − ځ2 z)ٴ − 1)н − ٷ3

: منه و

f(z) = 0 ⟺ zмڀ − ځ2 z)ٴ − 1)н − ٷ3 = 0

⟺ zм − 2 = 0 أو (z − 1)н − 3 = 0
⟺ zм = 2 أو (z − 1)н = 3
⟺ z = 2eлѨഏѸ/м√ת , k = 0, 1, 2 أو z − 1 = 3eлѨഏѸ/н√׫ , k = 0, 1, 2, 3
⟺ z = 2eлѨഏѸ/м√ת , k = 0, 1, 2 أو z = 1 + 3eлѨഏѸ/н√׫ , k = 0, 1, 2, 3

𝟮𝟲𝟳
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: هي f(z) = 0 للمعادلة السبعة الحلول أنّ أي
2√ת , 2√ת

چ
−1 ± ı√3

2 ڇ
, 1 ± 3√׫ , 1 ± ı 3√׫

حقيقية. المعادلة معاملات لأنّ مُتوقَّع هذا و مترافقة أزواجاً ل تُشكِّ الحقيقية) (غير المركبة الحلول أنّ نلاحظ
■

.. .𝟏𝟖𝟑 .#. zѫ + 1 = 0 : حلفيℂالمعادلة معدوم. غير طبيعي عدد n

. z = أي1− z + 1 = تصبح0 المعادلة فإنّ n = 1 كان إذا • الحلّ.
. zѫ = −1 = eѸഏ تصبح المعادلة منه n ≥ 2 نفرضأنّ •

بالجذور الخاص الحل هذا بضرب تُستنتج الأخرى الحلول فإنّ بالتالي و المعادلة لهذه حلّ zй = eѸഏ/ѫ أنّ نلاحظ
: هي الحلول أيمجموعة للوحدة النونية

S = ʩzй𝜔Ѩ , k = 0, 1, ⋯ ,n − 1ʪ = ʩeѸഏ/ѫeлѨѸഏ/ѫ , k = 0, 1, ⋯ ,n − 1ʪ
. S = ʫe

Ѹڊר+ؖשډಒ
ؙ , k = 0, 1, 2, ⋯ ,n − 1ʬ : أخيراً

■

.. .𝟏𝟖𝟒 .#: المعادلة نعتبر . يساوي2 أو من أكبر طبيعيا عدداً n ≥ 2 ليكن
(z − 1)ѫ − (z + 1)ѫ = 0 (𝟐)

صرفة. تخيلية (𝟐) المعادلة حلول أنّ أثبت •1

أيضاً. لها z−حلّ فإنّ (𝟐) للمعادلة ăحلا z كان إذا أنّه أثبت •2
. (𝟐) حلفيℂالمعادلة •3

: لدينا الترتيب. 1−على و 1 ، z لواحقها التي النقط B Aو ،M لتكن . z ∈ ℂ ليكن •1 الحلّ.
(𝟐) للمعادلة حلّ z ⟹ (z − 1)ѫ = (z + 1)ѫ ⟹ ||(z − 1)ѫ|| = ||(z + 1)ѫ||

⟹ ||z − 1||ѫ = ||z + 1||ѫ ⟹ ||z − 1|| = ||z + 1||
⟹ AM = BM ⟹ [AB] المستقيمة القطعة محور إلى Mتنتمي
⟹ M ∈ (Oy) ⟹ z ∈ ıℝ

صرفة. تخيلية (𝟐) المعادلة حلول إذن
: لدينا . z ∈ ℂ ليكن •2

(−z − 1)ѫ − (−z + 1)ѫ = (−1)ѫ z)ڀ + 1)ѫ − (z − 1)ѫځ = − (−1)ѫ z)ڀ − 1)ѫ − (z + 1)ѫځ
(𝟐) للمعادلة حلّ z ⟺ (z − 1)ѫ − (z + 1)ѫ = 0 : منه

⟺ − (−1)ѫ z)ڀ − 1)ѫ − (z + 1)ѫځ = 0
⟺ (−z − 1)ѫ − (−z + 1)ѫ = 0
⟺ (𝟐) للمعادلة z−حلّ

𝟮𝟲𝟴
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: لدينا . z ∈ ℂ ليكن •3

(𝟐) للمعادلة حلّ z ⟺ (z − 1)ѫ = (z + 1)ѫ

⟺ z + 1 = (z − 1) eлѸѨഏ/ѫ k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1} مع
⟺ z + 1 = (z − 1) eлѸѨഏ/ѫ (k = 0 لأجل مستحيلة المعادلة ) k ∈ {1, 2, ⋯ ,n − 1} مع

⟺ z = eлѸѨഏ/ѫ − 1
eлѸѨഏ/ѫ + 1 k ∈ {1, 2, ⋯ ,n − 1} مع

⟺ z = eѸѨഏ/ѫ − e−ѸѨഏ/ѫ

eѸѨഏ/ѫ + e−ѸѨഏ/ѫ k ∈ {1, 2, ⋯ ,n − 1} مع

⟺ z = 2ı sin Ѩഏ
ѫ

2 cos Ѩഏ
ѫ

k ∈ {1, 2, ⋯ ,n − 1} مع

⟺ z = ı cotan k𝜋
n k ∈ {1, 2, ⋯ ,n − 1} مع

.𝒮 = ʭı cotan k𝜋
n , k = 1, 2, ⋯ ,n − 1ʮ : هي الحلول مجموعة إذن

فإنّ nزوجياً كان (إذا k = n
2 لأجل عليه نحصل و (𝟐) للمعادلة حلّ z = 0 فإنّ nزوجياً كان إذا ⧏ : 38 ملاحظة

. (n2 ∈ ℕ
⧐
هذا على تماماً متناقصة و مستمرة لأنها (مثلاً ]0, 𝜋[ المجال على متباينة cotan التمام ظلّ دالة أنّ بما ⧏ : 39 ملاحظة
لا، الجواب: تناقض؟ هذا هل . فقط ăحلا n − 1 تقبل (𝟐) المعادلة أنّ بمعنى مثنى مثنى مختلفة الحلول هذه فإنّ المجال)

. النشر) بعد يختفي Xѫ (الحد nليس و n − هي1 P (X) = (X − 1)ѫ − (X + 1)ѫ الحدود كثير درجة ⧏لأنّ
■

.. .𝟏𝟖𝟓 .#. (z + ı)ѫ = (z − ı)ѫ : حلفيℂالمعادلة . n ≥ حيث2 طبيعي عدد n
حقيقية. كلها حلاّ، n − 1 تقبل المعادلة هذه أنّ لاحظ

منه المعادلة لهذه ليسحلاّ z = ı أنّ نلاحظ بدايةً، الحلّ.
(z + ı)ѫ = (z − ı)ѫ ⟺ ڂ

z + ı
z − ıڃ

ѫ
= 1

: فيكون z = ıZ + 1
Z − 1 أي Z = z + ı

z − ı نضع
(z + ı)ѫ = (z − ı)ѫ ⟺ Zѫ = 1 ⟺ Z = 𝜔Ѩ , k = 0, ⋯ ,n − 1

للوحدة. النونية الجذور هي 𝜔Ѩ = eлѸѨഏ/ѫحيث

لها. حلّ لا z + ı
z − ı = 1 المعادلة و 𝜔Ѩ = 1 ، k = 0 أجل من •

. zѨ = ı𝜔Ѩ + 1
𝜔Ѩ − 1 : الحلّ تقبل

z + ı
z − ı = 𝜔Ѩ المعادلة و 𝜔Ѩ ≠ 1 ، k ∈ {1, 2, ⋯ ,n − 1} أجل من •

: (126 صفحة 59 التمرين (أنظر أي

zѨ = ı𝜔Ѩ + 1
𝜔Ѩ − 1 = ı 2 cos Ѩഏ

ѫ
2ı sin Ѩഏ

ѫ
= cotan k𝜋

n ∈ ℝ , k = 1, 2, ⋯ ,n − 1

𝟮𝟲𝟵
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المعطاة. للمعادلة حلول الأعداد هذه أنّ بسهولة نتحقق نفسالحساب باتباع بالعكس،
. S = ʩcotan Ѩഏ

ѫ , k = 1, 2, ⋯ ,n − 1ʪ : هي الحلول مجموعة إذن،
الحلول هذه فإنّ المجال) هذا على تماماً متناقصة و مستمرة لأنها (مثلاً ]0, 𝜋[ المجال على متباينة cotan التمام ظلّ دالة أنّ بما و

حقيقية. كلها هي و n − 1 هو الحلول عدد أنّ بمعنى مثنى مثنى مختلفة
: لدينا المعادلة. هذه (E)نسمي ⧏ : 40 ملاحظة

(E) للمعادلة حلّ z ⟺ (z + ı)ѫ = (z − ı)ѫ

⟺ (−ı)ѫ (ız − 1)ѫ = (−ı)ѫ (ız + 1)ѫ

⟺ (ız − 1)ѫ = (ız + 1)ѫ

⟺ (268 صفحة 184 (تمرين (𝟐) للمعادلة حلّ ız

. 184 التمرين من (E) المعادلة حلول إستنتاج يمكن بالتالي ⧏و
■

.. .𝟏𝟖𝟔 .!
.

ѫ
௝
Ѩ=й

cos (kx)
cosѨ x = 0 : التالية حلفيℝالمعادلة طبيعيا. عدداً n ∈ ℕ ليكن

: كان إذا فقط و إذا أي ∀k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n} , cosѨ x ≠ 0 : كان إذا فقط و إذا معنى للمعادلة الحلّ.
. x ≠ 𝜋

2 (mod 𝜋)
: لدينا . x ≠ 𝜋

2 (mod 𝜋) أنّ نفرضإذن يلي فيما

ѫ
௝
Ѩ=й

cos (kx)
cosѨ x = 0 ⟺

ѫ
௝
Ѩ=й

Re ځeѸѨѵڀ
cosѨ x = 0

⟺
ѫ

௝
Ѩ=й

Reڄ
eѸѨѵ

cosѨ xڅ = 0

⟺ Re
چ

ѫ
௝
Ѩ=йڄ

eѸѵ
cos xڅ

Ѩ

ڇ
= 0

: فإنّ x = 0 (mod 𝜋)أي sin x = 0 كان إذا أي eѸѵ
cos x = 1 كان إذا •

ѫ
௝
Ѩ=й

cos (kx)
cosѨ x =

ѫ
௝
Ѩ=й

1 = n + 1

لها. حلّ لا السابقة المعادلة و

𝟮𝟳𝟬
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: فإنّ x ≠ 0 (mod 𝜋)أي sin x ≠ 0 كان إذا أي eѸѵ
cos x ≠ 1 كان إذا •

ѫ
௝
Ѩ=й

cos (kx)
cosѨ x = 0 ⟺ Re⎛⎜

⎝

1 − ڂ
Ѣأئ
cosѵڃ

ѫ+к

1 − Ѣأئ
cosѵ

⎞⎟
⎠

= 0

⟺ 1
cosѫ x Reڄ

cosѫ+к x − eѸپѫ+кٿѵ

−ı sin x څ = 0

⟺ 1
cosѫ x ڄ

cosѫ+к x − cos ((n + 1)x) + ı sin ((n + 1)x)
−ı sin x څ = 0

⟺ 1
cosѫ x چ

ı cosѫ+кڀ x − cos ((n + 1)x)ځ − sin ((n + 1)x)
sin x ڇ

= 0

⟺ sin ((n + 1)x) = 0
⟺ (n + 1)x = 0 (mod 𝜋)
⟺ x = 0 modڂ

𝜋
n + ڃ1

. x ≠ 𝜋
2 (mod 𝜋) و x ≠ 0 (mod 𝜋) و k ∈ ℤ مع x = k𝜋

n + 1 أنّ أي

■ . S = ʭ
k𝜋

n + 1 , k ∈ ℤ و (n + 1) ∤ k و n + 1 ≠ ±2kʮ : هي الحلول مجموعة إذن

.. .𝟏𝟖𝟕 .!: حلفيℂالمعادلتين . n ∈ ℕ∗ و 𝛼, 𝜃 ∈ ℝ ليكن
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ sin (𝜃 + k𝛼) zѨ = 0 •2

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ cos (𝜃 + k𝛼) zѨ = 0 •1

Sѫ =
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ sin (𝜃 + k𝛼) zѨ Cѫو =

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ cos (𝜃 + k𝛼) zѨ نضع الحلّ.

: منه cos x = eѸѵ + e−Ѹѵ

2 فإنّ x ∈ ℝ لكل أنه ر نُذكِّ •1

Cѫ =
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ cos (𝜃 + k𝛼) zѨ =

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ

eѸپഈ+Ѩഁٿ + e−Ѹپഈ+Ѩഁٿ

2 zѨ

= 1
2

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃe

Ѹپഈ+ѨഁٿzѨ + 1
2

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃe

−Ѹپഈ+ѨഁٿzѨ

= 1
2e

Ѹഈ
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃe

ѨѸഁzѨ + 1
2e

−Ѹഈ
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃe

−ѨѸഁzѨ

= 1
2e

Ѹഈ
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ (eѸഁ)Ѩ zѨ + 1

2e
−Ѹഈ

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ (e−Ѹഁ)Ѩ zѨ

= 1
2e

Ѹഈ
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ (zeѸഁ)Ѩ + 1

2e
−Ѹഈ

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ (ze−Ѹഁ)Ѩ

= 1
2e

Ѹഈ (1 + zeѸഁ)ѫ + 1
2e

Ѹഈ (1 + ze−Ѹഁ)ѫ

𝟮𝟳𝟭
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: فإنّ بالتالي و

Cѫ = 0 ⟺ 1
2e

Ѹഈ (1 + zeѸഁ)ѫ + 1
2e

−Ѹഈ (1 + ze−Ѹഁ)ѫ = 0
⟺ eѸഈ (1 + zeѸഁ)ѫ + e−Ѹഈ (1 + ze−Ѹഁ)ѫ = 0
⟺ eѸഈ (1 + zeѸഁ)ѫ + e−Ѹഈ (1 + ze−Ѹഁ)ѫ = 0
⟺ eѸഈ (1 + zeѸഁ)ѫ = −e−Ѹഈ (1 + ze−Ѹഁ)ѫ

: ثلاثحالات نُميِّز هنا و

: منه eѸഁ = e−Ѹഁ = 1 فإنّ 𝛼 = 0 (mod 2𝜋) كان إذا •
Cѫ = 0 ⟺ eѸഈ (1 + z)ѫ = −e−Ѹഈ (1 + z)ѫ ⟺ (1 + z)ѫ = 0 ⟺ 1+z = 0 ⟺ z = −1

. z = −1 هو و حيد و حلّ للمعادلة إذن
: أنّ نستنتج لها، حل z = −1 أنّ بما و المعادلة، في 𝛼 = 0 بالتعويضعن ⧏ : 41 ملاحظة

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ (−1)Ѩ = 0

. 0 = (1 − 1)ѫ =
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ (−1)Ѩ : أنّ بملاحظة أيضاً عليها الحصول يمكن معروفة نتيجة هي و

⧐
: منه eѸഁ = e−Ѹഁ = −1 فإنّ 𝛼 = 𝜋 (mod 2𝜋) كان إذا •

Cѫ = 0 ⟺ eѸഈ (1 − z)ѫ = −e−Ѹഈ (1 − z)ѫ ⟺ (1 − z)ѫ = 0 ⟺ 1−z = 0 ⟺ z = 1
. z = 1 هو و حيد و حلّ للمعادلة إذن

: فإنّ (𝛼 ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا (أي 𝛼 ≠ 𝜋 (mod 2𝜋) و 𝛼 ≠ 0 (mod 2𝜋) كان إذا •

Cѫ = 0 ⟺ eѸഈ (1 + zeѸഁ)ѫ = −e−Ѹഈ (1 + ze−Ѹഁ)ѫ

⟺ ڄ
1 + zeѸഁ
1 + ze−Ѹഁڅ

ѫ
= −eлѸഈ ⟺ ڄ

1 + zeѸഁ
1 + ze−Ѹഁڅ

ѫ
= e−Ѹپлഈ−ഏٿ

⟺ 1 + zeѸഁ
1 + ze−Ѹഁ = zѨ

|
|| zѨ = eѸ−שډಋ−ಒؖש+ڊಒ

ؙ , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

⟺ z = zѨ − 1
eѸഁ − zѨe−Ѹഁ

|
|| zѨ = eѸ−שډಋ−ಒؖש+ڊಒ

ؙ , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

⟺ z = eѸഁ zѨ − 1
eлѸഁ − zѨ

|
|| zѨ = eѸ−שಋ+ڊר+ؖשډಒ

ؙ , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

.ăحلا n للمعادلة الحالة، هذه في و

السابقة النتيجة إستعمال يمكن لكن (sin x = eѸѵ − e−Ѹѵ

2ı أنّ ر (نُذكِّ نفسالطريقة إتباع يمكن الثانية، المعادلة لحل •2
: إذن . 𝛼ດ = −𝛼 و 𝜃ດ = 𝜃 − 𝜋

2 بالتعويض أي sin (𝜃 + k𝛼) = cosڂ
𝜋
2 − 𝜃 − k𝛼ڃ : أنّ ملاحظة بعد

. 𝛼 = 0 (mod 2𝜋) كان إذا 𝛼−أي = 0 (mod 2𝜋) كان إذا z = −1 هو و وحيد حلّ للمعادلة •

إذا (أي 𝛼 = −𝜋 (mod 2𝜋) كان إذا أي −𝛼 = 𝜋 (mod 2𝜋) كان إذا z = 1 هو و وحيد حلّ للمعادلة •
. (𝛼 = 𝜋 (mod 2𝜋) كان

: هي و ăحلا n تقبل المعادلة فإنّ 𝛼 ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا 𝛼−أي ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا أمّا •

z = e−Ѹഁ zѨ − 1
e−лѸഁ − zѨ

|
|| zѨ = eѸ

ډש− ಒ
ש −ಋڊר+ؖשډ+ڊಒ

ؙ = eѸשಋ+ؖשಒ
ؙ , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

𝟮𝟳𝟮
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■

.. .𝟏𝟖𝟖 .!. تساوي1 أو من أصغر طويلة لها 1 + z + zл + ⋯ + zѫ−к − nzѫ = 0 المعادلة حلول أنّ أثبت

: المثلثية المتباينة حسب إذن، . |z| > 1 نفرضأنّ . z ∈ ℂ ليكن الحلّ.
||1 + z + zл + ⋯ + zѫ−к|| ≤ 1 + |z| + ||zл|| + ⋯ + |z|ѫ−к < |z|ѫ + |z|ѫ + ⋯ + |z|ѫ = n |z|ѫ = ||nzѫ||

. 1 + z + zл + ⋯ + zѫ−к ≠ nzѫ بالتالي و ||1 + z + zл + ⋯ + zѫ−к|| < ||nzѫ||أي
. 1 + z + zл + ⋯ + zѫ−к = nzѫ للمعادلة ăليسحلا z فإنّ |z| > 1 كان إذا أنه إذن برهناّ

■ . |z| ≤ 1 فإنّ 1 + z + zл + ⋯ + zѫ−к = nzѫ للمعادلة ăحلا z كان إذا أنه نستنتج النقيض، العكس بأخذ

.. .𝟏𝟖𝟗 . 
. |

||
a − b
1 − ab

|
|| < 1 أنّ أثبت . ||b|| < 1 و |a| < مركبينحيث1 عددين b و a ليكن

273 صفحة 190 التمرين أنظر �

ab ≠ 1 أنّ يستلزم هذا و ||ab|| = ||a|| ⋅ ||b|| = |a| ⋅ ||b|| < 1 منه ||ab|| = |a| ⋅ ||b|| < 1 فإنّ ||b|| < 1 و |a| < كان1 إذا الحلّ.
ف. مُعرَّ

a − b
1 − ab فالمقدار بالتالي و

: لدينا . ||b|| < 1 و |a| < مركبينحيث1 عددين b و a ليكن

|
||
a − b
1 − ab

|
|| < 1 ⟺ ||a − b|| < ||1 − ab|| ⟺ ||a − b||л < ||1 − ab||л

⟺ aڀ − bځ (a − b) < (1 − ab) 1ڀ − abځ
⟺ aa − ab − ba + bb < 1 − ab − ba + aabb
⟺ 1 − |a|л − ||b||л + |a|л ||b||л > 0
⟺ 1ڂ − |a|л1ڂڃ − ||b||лڃ > 0

. ||b|| < 1 و |a| < 1 لأنّ صحيحة الأخيرة المتراجحة و
■ . |

||
a − b
1 − ab

|
|| < 1 : أنّ نستنتج

.. .𝟏𝟗𝟎 . 
.|||
z − a
1 − az

|
|| ≤ 1 : تحُقق التي z المركبة الأعداد مجموعة حدّد . |a| < مركببحيث1 عدد a

273 صفحة 189 التمرين أنظر �

: الحالة هذه في و z ≠ 1
a كان إذا فقط و إذا مُعرّف

z − a
1 − az المقدار الحلّ.

|
||
z − a
1 − az

|
|| ≤ 1 ⟺ |z − a|л ≤ ||1 − az||л

𝟮𝟳𝟯
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أنّ (نُذكّر فإنّ (348 248صفحة (تمرين |u + v|л = |u|л + 2Re (uv) + |v|л يكون v مركبينuو عددين لكل أنه بما و
: (||a|| = |a|

|
||
z − a
1 − az

|
|| ≤ 1 ⟺ |z − a|л ≤ ||1 − az||л

⟺ |z|л + 2ℜڂ(−a)zڃ + |−a|л ≤ ||1||л + 2ℜ ځ(az−)1ڀ + ||−az||л

⟺ |z|л + |a|л ≤ 1 + ||a||л ⋅ |z|л

⟺ |z|л + |a|л − 1 − ||a||л ⋅ |z|л ≤ 0
⟺ a|л|ڂ − z|л|ڂڃ1 − ڃ1 ≥ 0

⟺ |z|л − 1 ≤ 0 (|a| < 1 (لأنّ
⟺ |z| ≤ 1

■ . تساوي1 أو من أصغر طويلتها التي المركبة الأعداد مجموعة هي نبحثعنها التي المجموعة : إذن

.. .𝟏𝟗𝟏 .�. n ≥ حيث1 طبيعيا عدداً n ليكن
: يلي كما (vѫ)ѫ≥к و (uѫ)ѫ≥к ، (bѫ)ѫ≥к ، (aѫ)ѫ≥кالمتتاليات نُعرّف

aѫ = 1 + nı , bѫ = 1 − nı

uѫ = 1 + n (n + 1) + ı
1 + n (n + 1) − ı , vѫ =

ѫ
௞
Ѩ=к

uѨ = uк × uл × ⋯ × uѫ

. ∀n ≥ 1 , uѫ = aѫ+кbѫ
aѫbѫ+к

: أنّ أثبت •1

. ∀n ≥ 1 , vѫ = 1 − ı
1 + ı ⋅ 1 + (n + 1) ı

1 − (n + 1) ı : أنّ إستنتج •2

. الجبري الشكل على vѫأكتب •3
. sin 𝜃ѫ و cos 𝜃ѫ من كل قيمة سبق مما إستنتج . (0 ≤ 𝜃ѫ < 2𝜋) vѫ للعدد عمدة 𝜃ѫ ليكن •4

. lim
ѫ→+∞

wѫ : النهاية أوجد .wѫ = tan 𝜃ѫ نضع •5

. lim
ѫ→+∞

𝜃ѫ : النهاية إستنتج •6

: لدينا . n ≥ 1 ليكن •1 الحلّ.
aѫ+кbѫ
aѫbѫ+к

= (1 + (n + 1) ı) (1 − nı)
(1 + nı) (1 − (n + 1) ı) = 1 − nı + (n + 1) ı + n (n + 1)

1 − (n + 1) ı + nı + n (n + 1)

= nл + n + 1 + ı
nл + n + 1 + ı = 1 + n (n + 1) + ı

1 + n (n + 1) − ı = uѫ

𝟮𝟳𝟰
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: لدينا . n ≥ 1 ليكن •2

vѫ = uк × uл × ⋯ × uѫ−к × uѫ =gray��aл bк
aкgray��bл

×gray��aмgray��bл
gray��aлgray��bм

× ⋯ ×gray��aѫgray���bѫ−к
gray���aѫ−кgray��bѫ

× aѫ+кgray��bѫ
gray��aѫ bѫ+к

= bк
aк

⋅ aѫ+к
bѫ+к

= 1 − ı
1 + ı ⋅ 1 + (n + 1) ı

1 − (n + 1) ı

: لدينا . n ≥ 1 ليكن •3

vѫ = 1 − ı
1 + ı ⋅ 1 + (n + 1) ı

1 − (n + 1) ı = (1 − ı)л

1л + 1л
⋅ (1 + (n + 1) ı)л

1л + (n + 1)л

= 1 − 2ı − 1
2 ⋅ 1 + 2 (n + 1) ı − (n + 1)л

nл + 2n + 2

= −ı
ʲ

−nл − 2n + 2 (n + 1) ı
nл + 2n + 2 ʳ

= 2n + 2 + nлڀ + 2nځ ı
nл + 2n + 2 = 2n + 2

nл + 2n + 2 + nл + 2n
nл + 2n + 2ı

. vѫ للعدد الجبري الشكل هو و

: لدينا . n ≥ 1 ليكن •4

(2n + 2)л + nлڀ + 2nځ
л = nн + 4nм + 8nл + 8n + 4 = nлڀ + 2n + ځ2

л

: منه

||vѫ|| =
ʻ̋
ʺ̋

ʹ

(2n + 2)л + nлڀ + 2nځ
л

nлڀ + 2n + ځ2
л =

ʻ̋
ʺ̋

ʹ

nлڀ + 2n + ځ2
л

nлڀ + 2n + ځ2
л = 1

: منه

cos 𝜃ѫ = Re (vѫ)
||vѫ||

= 2n + 2
nл + 2n + 2 و sin 𝜃ѫ = Im (vѫ)

||vѫ||
= nл + 2n

nл + 2n + 2

الإكتفاء فيكمن nн + 4nм + 8nл + 8n + 4 = nлڀ + 2n + ځ2
л : أنّ نلاحظ لم إن ⧏ : 42 ملاحظة

: نجد و nлڀ + 2n + ځ2
л المقام بنشرعبارة نقوم الطويلة، لإيجاد و له المنشور بالشكل

||vѫ|| =
ʻ̋
ʺ̋

ʹ

(2n + 2)л + nлڀ + 2nځ
л

nлڀ + 2n + ځ2
л =

ʸ
nн + 4nм + 8nл + 8n + 4
nн + 4nм + 8nл + 8n + 4 = 1

⧐

أنّ يعني فهذا (2n + 2)л + nлڀ + 2nځ
л = nлڀ + 2n + ځ2

л أنّ بما . n ∈ ℕ∗ ليكن ⧏ : 43 ملاحظة
يعني فهذا nكيفي أنّ بما و . xл + yл = zл الديوفانتية للمعادلة حل 2nڀ + 2,nл + 2,nл + 2n + ځ2 الثلاثية

الحلول. من لانهائياً عدداً تقبل المعادلة هذه أنّ
الثلاثيات جميع هي xл + yл = zл الديوفانتية المعادلة حلول أنّ إثبات يمكن الحقيقة، في

مع مختلفان و فرديان أوّليان عددان v uو و كيفي، طبيعي عدد 𝛼حيث
چ

𝛼uv, 𝛼 uлڀ − vлځ
2 , 𝛼 uлڀ + vлځ

2 ڇ
. v < u

⧐

𝟮𝟳𝟱
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المعادلة أنّ ﴾P FERMAT﴿ فيرما الفرنسيبيير العالم كتب عشر، السابع القرن في ⧏ : 44 ملاحظة

بل لذلك إثباتاً م يقدِّ لم لكنه (0, 0, 0) الثلاثية هو و وحيداً ăحلا تقبل ، n ≥ حيث3 ، xѫ + yѫ = zѫ الديوفانتية
«النظرية»بدون ظلتهذه و البرهان“. لكتابة يتّسع لا الرسالة هامشهذه إن” : زملائه) لأحد كتبها (رسالة بالقولفي اكتفى
(و العشرين القرن أواخر غاية إلى فيرما بعد كُثُر) هم (و العلماء بذلها التي الجهود كل رغم طويلة لفترة برهان
كماًّ مستعملاً إثباتها من ﴾A WILES﴿ وايلز أندرو البريطاني العالم تمكن حيث (1994 نوفمبر بالتحديد

. ج) التدرُّ بعد سفيما تُدرَّ التي (و المتقدمة الرياضيات من معتبراً
⧐

: لدينا n ≥ 1 لأجل •5

wѫ = tan 𝜃ѫ = sin 𝜃ѫ
cos 𝜃ѫ

=
ѫש+лѫ

ѫש+лѫ+л
лѫ+л

ѫש+лѫ+л
= nл + 2n

2n + 2

. lim
ѫ→+∞

wѫ = lim
ѫ→+∞ڄ

nл + 2n
2n + 2 څ = +∞ إذن

,0ٴ 𝜋
ٴ2 ∪ ٷ

𝜋
2 , 𝜋ٷ المجال على مستمرة (tan) الظل دالة أنّ بما و ، lim

ѫ→+∞
tan 𝜃ѫ = +∞ و 0 ≤ 𝜃ѫ < 2𝜋 أنّ بما •6

. lim
ѫ→+∞

𝜃ѫ = +𝜋
2 : منه lim

ѫ→+∞
tan 𝜃ѫ = tanڄ lim

ѫ→+∞
𝜃ѫڅ = +∞ فإنّ

: نكتب لهذا ، lim
ѫ→+∞

arg (vѫ) = +𝜋
2 : لدينا و ، lim

ѫ→+∞
||vѫ|| = 1 منه ||vѫ|| = 1 : لدينا ⧏ : 45 ملاحظة

. lim
ѫ→+∞

vѫ = 1eѸഏ/л = ı
⧐

■

.. .𝟏𝟗𝟐 .�
. Sѫ =

ѫ
௝
Ѩ=й

sinڄ
k𝜋
n څ : بالعبارة n ≥ 2 لكل المعرفة (Sѫ)ѫ≥л المتتالية دراسة هو التمرين الهدفمن

.
ѫ−к
௝
Ѩ=й

zѨ المجموع أحسب . z = eѸഏ/ѫ ، n ≥ 2 لأجل نضع، •1

. 2
1 − z = 1 + ı 1

tan ڀ ഏ
лѫځ

: n ≥ 2 لكل أنه أثبت •2

. Sѫ = 1
tan ڀ ഏ

лѫځ
: n ≥ 2 لكل أنه إستنتج •3

. uѫ = Sѫ
n : بالعبارة n ≥ 2 لكل المعرفة (uѫ)ѫ≥л المتتالية أدرسنهاية •4

: z ≠ 1 أساسها هندسية لمتتالية جزئي مجموع •1 الحلّ.
ѫ−к
௝
Ѩ=й

zѨ = 1 − zѫ
1 − z = 1 − eѸഏ

1 − z = 1 − (−1)
1 − z = 2

1 − z

: n ≥ 2 لكل لدينا •2
1 − z = 1 − eѸഏ/ѫ = e ಒئ

ؙש −eڀ ಒئ
ؙש − e ಒئ

ؙש ځ = −2ıe ಒئ
ؙש sinڂ

𝜋
2nڃ

𝟮𝟳𝟲
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منه
2

1 − z = ıe− ಒئ
ؙש

sin ڀ ഏ
лѫځ

= ı cosڀ ڀ ഏ
лѫځ − ı sin ڀ ഏ

лѫځځ
sin ڀ ഏ

лѫځ
= 1 + ı 1

tan ڀ ഏ
лѫځ

أنّ نلاحظ بداية، •3
Sѫ =

ѫ
௝
Ѩ=й

sinڄ
k𝜋
n څ =

ѫ
௝
Ѩ=к

sinڄ
k𝜋
n څ =

ѫ−к
௝
Ѩ=й

sinڄ
k𝜋
n څ =

ѫ−к
௝
Ѩ=к

sinڄ
k𝜋
n څ

. (k = n و k = 0 أجل من sinڄ
k𝜋
n څ = 0)

: لدينا

Sѫ =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

sinڄ
k𝜋
n څ =

ѫ−к
௝
Ѩ=й

Im ځeѨѸഏ/ѫڀ

=
ѫ−к
௝
Ѩ=й

Im ځzѨڀ = Im
چ

ѫ−к
௝
Ѩ=й

zѨ
ڇ

= Imڄ
2

1 − zڅ

= Im
چ
1 + ı 1

tan ڀ ഏ
лѫڇځ

= 1
tan ڀ ഏ

лѫځ

: لدينا n ≥ 2 لكل •4

uѫ = Sѫ
n = 1

n tan ڀ ഏ
лѫځ

= cos ڀ ഏ
лѫځ

n sin ڀ ഏ
лѫځ

= 2
𝜋 ⋅

ഏ
лѫ

sin ڀ ഏ
лѫځ

⋅ cosڂ
𝜋
2nڃ

لكن
lim

ѫ→+∞

ഏ
лѫ

sin ڀ ഏ
лѫځ

= lim
ѵ→й

x
sin x = 1 xڄ = 𝜋

2n ⟶
ѫ→+∞

څ0

منه lim
ѫ→+∞

cosڂ
𝜋
2nڃ = lim

ѵ→й
cos x = 1 و

lim
ѫ→+∞

uѫ = 2
𝜋 × 1 × 1 = 2

𝜋

. 2𝜋 نحو (converge en moyenne) وَسَطياً تتقارب (Sѫ) المتتالية أنّ نقول ⧏ : 46 ملاحظة
⧐

■

.. .𝟏𝟗𝟑 .$: أنّ أثبت . zzດ للعدد التربيعيين الجذرين أحد u مركبينو عددين zດ و z ليكن

|z| + ||zດ|| =
|
|
||
z + zດ

2 − u
|
|
||
+

|
|
||
z + zດ

2 + u
|
|
||

منه bл = zດ و aл = z لدينا . zດ لـِ تربيعيا جذراً b و z لـِ تربيعيا جذراً a ليكن : الأولى الطريقة • الحلّ.
. u = ±abأي (u − ab) (u + ab) = 0 منه (ab)л = zzດ = uл

𝟮𝟳𝟳
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: بالتالي و u = ab نأخذ أن u−فبإمكاننا بــِ u عن عوّضنا إذا يتبدّل1 لا نصالتمرين أنّ بما

|
|
||
z + zດ

2 − u
|
|
||
+

|
|
||
z + zດ

2 + u
|
|
||
=

|
|
||
aл + bл

2 − ab
|
|
||
+

|
|
||
aл + bл

2 + ab
|
|
||
=

|
|
||
aл + bл − 2ab

2
|
|
||
+

|
|
||
aл + bл + 2ab

2
|
|
||

=
|
|
||
(a − b)л

2
|
|
||
+

|
|
||
(a + b)л

2
|
|
||
=

|
|
||
1
2

|
|
||
|
||(a − b)л|

|| +
|
|
||
1
2

|
|
||
|
||(a + b)л|

||

= 1
2

||a − b||л + 1
2

||a + b||л = 1
2 ʱ(a − b) aڀ − bځ + (a + b) aڀ + bٳځ

= 1
2 ʱaa − ab − bb + bb + aa + ab + bb + bbٳ

= aa + bb = ||aл|| + ||b||л = ||aл|| + |
||b

л|
|| = |z| + ||zດ||

المطلوب. هو و

: لدينا v و uمركبين عددين لكلّ أنه ر نُذكِّ و الطرفين، بتربيع نقوم : الثانية الطريقة •

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

|u + v|л = (u + v) (u + v) = |u|л + 2Re (uv) + |v|л

|u − v|л = (u − v) (u − v) = |u|л − 2Re (uv) + |v|л

|u + v|л + |u − v|л = 2 |u|л + 2 |v|л أعلاه) المساوتين (بجمع

: فيكون

چ

|
|
||
z + zດ

2 − u
|
|
||
+

|
|
||
z + zດ

2 + u
|
|
ڇ||

л

=
|
|
||
z + zດ

2 − u
|
|
||

л

+ 2
|
|
||
z + zດ

2 − u
|
|
||
⋅

|
|
||
z + zດ

2 + u
|
|
||
+

|
|
||
z + zດ

2 + u
|
|
||

л

=
|
|
||
z + zດ

2 − u
|
|
||

л

+ 2
|
|
ڄ||

z + zດ

2 − uڄڅ
z + zດ

2 + uڅ
|
|
||
+

|
|
||
z + zດ

2 + u
|
|
||

л

=
|
|
||
z + zດ

2 − u
|
|
||

л

+
|
|
||
z + zດ

2 + u
|
|
||

л

+ 2
|
|
|
ڄ||

z + zດ

2 څ

л
− uл

|
|
|
||

= 2
|
|
||
z + zດ

2
|
|
||

л

+ 2 ||zzດ|| + 2
|
|
|
ڄ||

z + zດ

2 څ

л
− zzດ

|
|
|
||

= 2
|
|
|
||

zڀ + zດځ
л

4

|
|
|
||
+ 2 |z| ⋅ ||zດ|| + 2

|
|
||
zл + 2zzດ + zດл − 4zzດ

4
|
|
||

=
|
|
|
||

zڀ + zດځ
л

2

|
|
|
||
+ 2 |z| ⋅ ||zດ|| +

|
|
||
zл − 2zzດ + zດл

2
|
|
||

=
|
|
|
||

zڀ + zດځ
л

2

|
|
|
||
+

|
|
|
||

zڀ − zດځ
л

4

|
|
|
||
+ 2 |z| ⋅ ||zດ||

= 1
2 ڂ

|
zڀ|| + zດځ

л|
|| + |

zڀ|| − zດځ
л|

ڃ|| + 2 |z| ⋅ ||zດ||

= 1
2 z||ڂ + zດ||л + ||z − zດ||лڃ + 2 |z| ⋅ ||zດ||

خاطئاً! التمرين لكان إلاّ و نأخذ الجذرين النصأيّ كذلكلحدد الأمر يكن لم إن لأنه توقّعه، يمكن هذا 1و

𝟮𝟳𝟴
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= 1
2 2ڂ |z|л + 2 ||zດ||лڃ + 2 |z| ⋅ ||zດ||

= |z|л + ||zດ||л + 2 |z| ⋅ ||zດ|| = |z|ڀ + ||zດ||ځ
л

. ( xл = yл ⟺ x = y : ℝ+ في أنه ر (نُذكِّ المطلوبة النتيجة إلى نصل للطرفين التربيعي الجذر بأخذ و
■

.. .𝟏𝟗𝟒 .!

.
ʯ

cosa + cosb + cos c = 0
sina + sinb + sin c = 0 : الجملة تحقق التي (a,b, c) ∈ ℝмالثلاثيات أوجد

280 صفحة 195 التمرين أنظر �
300 صفحة 210 التمرين أنظر �

لدينا : بالحساب الأولى الطريقة الحلّ.

ʯ
cosa + cosb + cos c = 0
sina + sinb + sin c = 0 ⟺ (cosa + cosb + cos c) + ı (sina + sinb + sin c) = 0

⟺ eѸў + eѸџ + eѸѠ = 0

. ||eѸў + eѸџ|| = ||−eѸѠ|| = ينتج1 الطويلة بأخذ . eѸў + eѸџ = −eѸѠ منه
: منه eѸў + eѸџ = eѸў/лeѸџ/л л/ٿў−џپeѸڀ + e−Ѹپў−џٿ/лځ لكن

1 = ||eѸў/лeѸџ/л л/ٿў−џپeѸڀ + e−Ѹپў−џٿ/лځ||

= ||eѸў/л|| ⋅ ||eѸџ/л|| ⋅ ||eѸپў−џٿ/л + e−Ѹپў−џٿ/л|| = 1 ⋅ 1 ⋅ |
||2 cos a − b

2
|
||

منه a − b = ±2𝜋
3 (mod 2𝜋)أي a − b

2 = ±𝜋
3 (mod 𝜋) بالتالي و |

||cos a − b
2

|
|| = 1

2 منه
|
||2 cos a − b

2
|
|| = أي1

: فيكون j = eлѸഏ/м نضع . eѸџ = eѸپў±лഏ/мٿ أي b = a ± 2𝜋
3 (mod 2𝜋)

؛ eѸѠ = − eѸўڀ + eѸџځ = − (1 + j) eѸў = jлeѸў منه eѸџ = jeѸў •

eѸѠ = − eѸўڀ + eѸџځ = 1ڂ− + jлڃ eѸў = jeѸў منه eѸџ = jлeѸў أو •

c = a + 4𝜋
3 (mod 2𝜋) و b = a + 2𝜋

3 (mod 2𝜋)

.c = a + 2𝜋
3 (mod 2𝜋) و b = a + 4𝜋

3 (mod 2𝜋) أو ʰ
: بالتالي و

بالعكس:

: فإنّ eѸѠ = jлeѸў و eѸџ = jeѸў كان إذا •

eѸў + eѸџ + eѸѠ = eѸў 1ڂ + j + jлڃ = 0

: فإنّ eѸѠ = jeѸў و eѸџ = jлeѸў كان إذا و •

eѸў + eѸџ + eѸѠ = eѸў 1ڂ + jл + jڃ = 0

𝟮𝟳𝟵
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: هي الحلول مجموعة ، الأخير في

𝒮 =ʭڄa,a + 2𝜋
3 + 2k𝜋,a + 4𝜋

3 + 2ℓ𝜋څ ; (a, k, ℓ) ∈ ℝ × ℤ × ℤʮ

ඐʭڄa,a + 4𝜋
3 + 2k𝜋,a + 2𝜋

3 + 2ℓ𝜋څ ; (a, k, ℓ) ∈ ℝ × ℤ × ℤʮ

على لواحقها C ، B ،A لتكن wو = eѸѠ و v = eѸџ ، u = eѸў نضع هندسية. بطريقة البحث يمكن : الثانية الطريقة
التي الدائرة على تقع نقط ثلاثة لواحق wهي و v ، u الأعداد فإنّ ||u − 0|| = ||v − 0|| = ||w − 0|| = 1 أنّ بما الترتيب.

. 1 نصفقطرها و المعلم) O(مبدأ النقطة مركزها

المتساوية المسافات مركز هي (0 العدد O(صورة النقطة أنّ يعني هذا و 1
3 (u + v + w) = أي0 u + v + w = 0 لدينا

. أضلاعه محاور أيضاً المثلثهي طاتهذا متوسِّ أنّ يعني هذا المثلثABCو ثقل مركز Oهي = GأيC و B ،Aللنقط
فالمثلثABCمتقايسالأضلاع. إذن

أنّ أي به المحيطة الدائرة مركز هو ثقله مركز أنّ الواضح فمن المثلثABCمتقايسالأضلاع كان إذا بالعكس،
. u + v + w = 0

،eѸў هي رؤوسه لواحق الذي المثلث، كان إذا فقط و إذا eѸў +eѸџ +eѸѠ = 0 للمعادلة حلّ (a,b, c) الثلاثية أنّ نستنتج
: هي الحلول أيمجموعة متقايسالأضلاع ، eѸѠ و eѸџ

𝒮 =ʭڄa,a + 2𝜋
3 + 2k𝜋,a + 4𝜋

3 + 2ℓ𝜋څ ; (a, k, ℓ) ∈ ℝ × ℤ × ℤʮ

ඐʭڄa,a + 4𝜋
3 + 2k𝜋,a + 2𝜋

3 + 2ℓ𝜋څ ; (a, k, ℓ) ∈ ℝ × ℤ × ℤʮ

■ .300 صفحة 210 التمرين من خاصة حالة التمرين هذا

.. .𝟏𝟗𝟓 .!: أنّ أثبت . eѸѵ + eѸѶ + eѸѷ = 0 : تحُقق حقيقية أعداداً z و y ، x لتكن
eлѸѵ + eлѸѶ + eлѸѷ = 0

300 صفحة 210 التمرين أنظر �
279 صفحة 194 التمرين أنظر �

و 𝛼 = y − x مع 1 + eѸഁ + eѸം = 0 فنجد eѸѵ على eѸѵ + eѸѶ + eѸѷ = 0 المساواة طرفي نقسم الأولى: الطريقة الحلّ.
: منه . 𝛽 = z − x

eѸഁ + eѸം = −1 ⟺ (cos 𝛼 + cos 𝛽) + ı (sin 𝛼 + sin 𝛽) = −1 + 0 ⋅ ı

⟺
ʯ

cos 𝛼 + cos 𝛽 = −1
sin 𝛼 + sin 𝛽 = 0

. 𝛼 = 𝜋 + 𝛽 (mod 2𝜋) أو 𝛼 = −𝛽 (mod 2𝜋) أنّ نستنتج sin 𝛼 + sin 𝛽 = 0 المعادلة من
تناقض. هذا و 0 = −1 نجد cos 𝛼 + cos 𝛽 = −1 المعادلة بالتعويضفي فإنّه 𝛼 = 𝜋 + 𝛽 (mod 2𝜋) كان إذا

2 cos 𝛼 = −1 نجد cos 𝛼 + cos 𝛽 = −1 المعادلة بالتعويضفي فإنّه 𝛼 = −𝛽 (mod 2𝜋) كان إذا
: منه eѸഁ = e−лѸഏ/м = jл أو eѸഁ = eлѸഏ/м = j فإنّ بالتالي و .𝛼 = ±2𝜋

3 (mod 2𝜋) منه

1 + eлѸഁ + eлѸം = 1 + eлѸഏ/м + e−лѸഏ/м = 1 + j + jл = 0
1 + eлѸഁ + eлѸം = 1 + e−лѸഏ/м + eлѸഏ/м = 1 + jл + j = 0 أو

𝟮𝟴𝟬
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. eлѸѵ + eлѸѶ + eлѸѷ = أي0 eлѸѵ 1ڀ + eлѸഁ + eлѸംځ = 0 منه 1 + eлѸഁ + eлѸം = أي0
الأول الطرف حدود على للحصول الأولى المساواة طرفي تربيع يمكن بالتالي و (eѸѵ)л = eлѸѵ أنّ نلاحظ : الثانية الطريقة

: لكن الثانية. المساواة من
(eѸѵ + eѸѶ + eѸѷ)л = eлѸѵ + eлѸѶ + eлѸѷ + 2 ٿѵ+ѶپeѸڀ + eѸپѶ+ѷٿ + eѸپѷ+ѵځٿ

كان إذا أنه علماً ||eѸѵ|| = ||eѸѶ|| = ||eѸѷ|| = 1 الخاصية باستغلال : الجواب ؟ الإضافية الحدود التخلصمن يمكن كيف

: لدينا . u = 1
u فإنّ |u| = 1

eѸѵ + eѸѶ + eѸѷ = 0 ⟹ eѸѵ + eѸѶ + eѸѷ = 0
⟹ eѸѵ + eѸѶ + eѸѷ = 0

⟹ 1
eѸѵ + 1

eѸѶ + 1
eѸѷ = 0

⟹ eѸپѵ+Ѷٿ + eѸپѶ+ѷٿ + eѸپѷ+ѵٿ

eѸپѵ+Ѷ+ѷٿ = 0

⟹ eѸپѵ+Ѷٿ + eѸپѶ+ѷٿ + eѸپѷ+ѵٿ = 0

: بالتالي و
0 = (eѸѵ + eѸѶ + eѸѷ)л = eлѸѵ + eлѸѶ + eлѸѷ + 2 ٿѵ+ѶپeѸڀ + eѸپѶ+ѷٿ + eѸپѷ+ѵځٿ = eлѸѵ + eлѸѶ + eлѸѷ

على لواحقها C ، B ،A لتكن و c = eѸѷ و b = eѸѶ ، a = eѸѵ نضع هندسية. بطريقة البحث يمكن : الثالثة الطريقة
التي الدائرة على تقع نقط ثلاثة لواحق هي c و b ، a الأعداد فإنّ ||a − 0|| = ||b − a|| = ||c − 0|| = 1 أنّ بما الترتيب.

. 1 نصفقطرها و المعلم) O(مبدأ النقطة مركزها

المتساوية المسافات مركز هي (0 العدد O(صورة النقطة أنّ يعني هذا و 1
3 (a + b + c) = أي0 a + b + c = 0 لدينا

و أضلاعه محاور أيضاً هي المثلث متوسّطات أنّ يعني هذا و ABCالمثلث ثقل مركز هي O = G أي C و B ، A للنقط
فالمثلثABCمتقايسالأضلاع. بالتالي

c = jлa و b = ja فإنّ حسبخواصالمثلثالمتقايسالأضلاع . (1+ j+ jл = 0 و jм = 1 أنّ ر (نُذكِّ j = eлѸഏ/м نضع
. (c = ja و b = jлa (أو

منه c = jлa و b = ja نفرضأنّ
eлѸѵ + eлѸѶ + eлѸѷ = aл + bл + cл = aл + jлaл + jнaл = aл

1ڂ + jл + jнڃ = 0

المطلوب. هو و 1 + j + jл = 0 و jн = j لأنّ
المثلثABCمتقايسالأضلاع. أنّ لإثبات 300 صفحة 210 التمرين نتيجة تطبيق أيضاً يمكن

: لكن . ||eѸѵ + eѸѶ|| = ||−eѸѷ|| = 1 أنّ يعني هذا و eѸѵ + eѸѶ = −eѸѷ منه eѸѵ + eѸѶ + eѸѷ = 0 لدينا : الرابعة الطريقة

||eѸѵ + eѸѶ||л = (eѸѵ + eѸѶ) (eѸѵ + eѸѶ) = (eѸѵ + eѸѶ) (e−Ѹѵ + e−ѸѶ)
= 1 + eѸپѶ−ѵٿ + e−ѸپѶ−ѵٿ + 1 = 2 + 2 cos (y − x)

: بالتالي و

||eѸѵ + eѸѶ|| = 1 ⟺ ||eѸѵ + eѸѶ||л = 1 ⟺ 2 + 2 cos (y − x) = 1

⟺ cos (y − x) = −1
2 ⟺ y − x = ±2𝜋

3 (mod 2𝜋)

eѸѷ = −eѸѵ − eѸѶ = (−1 − j) eѸѵ = و eѸѶ = eѸپѵ+שಒ
ת ٿ = jeѸѵ فإنّ y − x = 2𝜋

3 (mod 2𝜋) كان إذا •

متقايسالأضلاع. مثلث هو eѸѷ ، eѸѶ ، eѸѵ رؤوسه لواحق الذي المثلث أنّ يعني هذا و jлeѸѵ

𝟮𝟴𝟭
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1.VII شكل

eѸѷ = −eѸѵ−eѸѶ = 1−ڂ − jлڃ eѸѵ eѸѶو= = eѸپѵ−שಒ
ת ٿ = jлeѸѵ y−xفإنّ = −2𝜋

3 (mod 2𝜋)كان إذا •

متقايسالأضلاع. مثلث هو eѸѷ ، eѸѶ ، eѸѵ رؤوسه لواحق الذي المثلث أنّ يعني هذا و jeѸѵ

■ السابقة. بنفسالطريقة الحل نتمم و متقايسالأضلاع المثلث هذا الحالات، كل في

.. .𝟏𝟗𝟔 . 
. z للعدد التربيعيين الجذرين v ، u و z ∈ ℂ∗ ليكن

. z لاحقتها التي النقطة في قائما مثلثاً v ، u ، z لواحقها التي النقط تُشكّل بحيث z ∈ ℂ∗ الأعداد مجموعة أوجد

.1.VII بالشكل نستعين (هندسية) الأولى: الطريقة الحلّ.
. v اللاحقة ذات Nالنقطة و u اللاحقة ذات Mالنقطة ، z اللاحقة ذات النقطة P لتكن

. [MN] القطعة منتصف Oهو المعلم مبدأ إذن v = −u و z = uл = vл لدينا
و إذا أي لها MNقطر Oو مركزها التي الدائرة إلى P النقطة إنتمت إذا فقط و إذا Pالرأس في الزاوية المثلثMNPقائم

: لكن .OM = OP كان إذا فقط

OM = 0P ⟺ |u| = |z| ⟺ |u| = ||uл|| ⟺ |u| = |u|л

⟺ |u| = 0 أو |u| = 1
⟺ |u| = 1 (z ≠ 0 لأنّ u ≠ 0)
⟺ |u|л = 1
⟺ |z| = 1

. 1 طويلتها التي المركبة الأعداد مجموعة هي نبحثعنها التي المجموعة إذن
يتحقق ، 53 25صفحة وحسبالمبرهنة P්M ⟂ P්Nكان إذا فقط و إذا PقائمفيMNPالمثلث (حسابية) : الثانية الطريقة

: لكن .Re u)ڀ − z) ⋅ (v − z)ځ = 0 كان إذا فقط و إذا هذا

Re u)ڀ − z) ⋅ (v − z)ځ = 0 ⟺ Reڂڂu − uл
ڃ u−ڀ − uлڃځ = 0

⟺ 1
2 ʲڂڄ

u − uл
ڃ u−ڀ − uлځ + uڂڄ − uл

ڃ u−ڀ − uлڅڅځʳ
= 0

⟺ uڂ − uл
ڃ u−ڀ − uлځ + uڀ − uлځ u−ڂ − uл

ڃ = 0

⟺ −uu − uuл + uлu + uлuл − uu − uuл + uлu + uлuл = 0

𝟮𝟴𝟮
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⟺ − |u|л + ||uл||
л − |u|л + ||uл||

л = 0
⟺ −2 |u|л + 2 |u|н = 0
⟺ |u|л = 0 أو |u|л = 1
⟺ |u|л = 1 (z ≠ 0 لأنّ u ≠ 0)
⟺ |z| = 1

■ النتيجة. نفس إلى نصل و

.. .𝟏𝟗𝟕 .$: الحالتين في z المجهول ذات فيℂالمعادلة حلّ حقيقية. أعداد d و c ، b ، a

z − |z| = c + ıd •2 z + |z| = a + ıb •1

: حالتين نُميِّز •1 الحلّ.
أو z = 0 إمّا بالتالي، و . z = − |z| : تُصبح المعادلة فإنّ a = b = 0 كان إذا أي a + ıb = 0 كان إذا •

. arg (z) = 𝜋 (mod 2𝜋) أو z = 0 إمّا أي |z| eѸ argپѷٿ = − |z| = |z| eѸഏ

. (0 ∈ ℝ− −ℝ(و السالبة الحقيقية الأعداد مجموعة هي الحلول مجموعة إذن

. z ∉ ℝ− فإنّ سبق، فحسبما a + ıb ≠ 0 كان إذا •

و 𝜌 > 0 مع z = 𝜌eѸഈ الشكل على الحلول نبحثعن و −𝜋 < 𝜑 ≤ 𝜋 و r > 0 مع a + ıb = reѸഝ نضع
: لدينا . (z ∉ ℝ− لأنّ 𝜃 ≠ ±𝜋)−𝜋 < 𝜃 < 𝜋

z + |z| = a + ıb ⟺ 𝜌eѸഈ + 𝜌 = reѸഝ ⟺ 𝜌 1ڀ + eѸഈځ = reѸഝ

⟺ 𝜌eѸഈ/л e−Ѹഈ/лڀ + eѸഈ/лځ = reѸഝ ⟺ 2𝜌eѸഈ/л cos 𝜃
2 = reѸഝ

مكتوب 2𝜌eѸഈ/л cos 𝜃
2 العدد فإنّ 20 صفحة 8 المبرهنة حسب و cos 𝜃

2 > 0 فإنّ −𝜋
2 < 𝜃

2 < 𝜋
2 أنّ بما

كان إذا إذن ، −𝜋
2 < 𝜃

2 < 𝜋
2 لكن .

𝜃
2 = 𝜑 (mod 2𝜋) و 2𝜌 cos 𝜃

2 = r : إذن الأسي شكله على
: لكن حلّ. أيّ تقبل لا فالمعادلة 𝜑 ∉ 𝜋−ٷ

2 , 𝜋
ٴ2

𝜑 ∉ 𝜋−ٷ
2 , 𝜋

ٴ2 ⟺ cos 𝜃
2 ≤ 0 ⟺ Re (a + ıb) ≤ 0 ⟺ a ≤ 0

. a ≤ 0 كان إذا حلّ أيّ تقبل لا المعادلة إذن
: منه 𝜌 = r

2 cos 𝜑 و 𝜃 = 2𝜑 (mod 2𝜋) فإنّ a > 0 كان إذا

z = r
2 cos 𝜑eлѸഝ = r

2 cos 𝜑 (cos (2𝜑) + ı sin (2𝜑))

= r
2 cos 𝜑 cosлڂ 𝜑 − sinл 𝜑 + 2ı cos 𝜑 sin 𝜑ڃ = rл

2r cos 𝜑 cosлڂ 𝜑 − sinл 𝜑 + 2ı cos 𝜑 sin 𝜑ڃ

= 1
2a r)ڂ cos 𝜑)л − (r sin 𝜑)л + 2ı (r cos 𝜑) (r sin 𝜑)ڃ = 1

2a aڂ
л − bл + 2ıabڃ = aл − bл

2a + ıb

. z = aл − bл

2a + ıb : هو و وحيد حل للمعادلة إذن

𝟮𝟴𝟯
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y
= √

a 2

−
2ax

A (a + ıb)

O

N (|z|)

M

(

a2 − b2

2a
, b

)

2.VII شكل

أنّ ر نُذكِّ و z = x + ıy نضع : الحلول لإيجاد الجبري االشكل إستعمال أيضاً يمكن ⧏ : 47 ملاحظة
: منه x + ʵxл + yл > 0 فإنّ z ∉ ℝ− أنّ بما و x + ʵxл + yл ≥ −أي0 Re (z) ≤ |z|

z + |z| = a + ıb ⟺ x + ʶxл + yл + ıy = a + ıb ⟺
⎧
⎨⎩

x + ʶxл + yл = a
y = b

: منه a > 0 إذن . (x + ʵxл + yл > 0 (لأنّ حلّ أيّ تقبل لا فالمعادلة a ≤ 0 كان إذا إذن،

⎧
⎨⎩

x + ʶxл + yл = a
y = b

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

xڄ + ʶxл + yл
څ

л
= aл

y = b

⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

2xڀ

= ў ⎡⎢⎢⎢⎢⎣

x + ʶxл + yл ځ = aл − yл

y = b
⟺

⎧⎪
⎨⎪
⎩

x = aл − bл

2a
y = b

. z = aл − bл

2a + ıb هو و وحيد حل للمعادلة : النتيجة نفس إلى نصل و
⧐

الرباعي . تماماً) موجبة a (فاصلتها A(a + ıb) النقطة موضع M(z)بدلالة النقطة موضع يُبينِّ 2.VII الشكل
القطعة محور مع x ≥ 0,y = 0 المستقيم نصف تقاطع نقطة هي N(|z|) النقطة أدقّ، بتعبير . مُعينَّ ONAM

: لدينا ذلك، على علاوةً . (OA) المستقيم إلى Nبالنسبة نظيرة M(z)هي النقطة و [OA] المستقيمة
x + ʶxл + yл = a ⟺ (x − a)л = xл + yл ⟺ yл = aл − 2ax

. yл = aл − 2ax : معادلته الذي مكافئ) (قطع المنحنى إلى M(z)تنتمي النقطة إذن

: لدينا •2
z − |z| = c + ıd ⟺ −z + |z| = −c − ıd ⟺ −z + |−z| = −c − ıd ⟺ Z + ||Z|| = a + ıb

. b = −d و a = −c ، Z = −zحيث
: الأول السؤال حسب و

𝟮𝟴𝟰
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−z ∈ ℝ− الأعداد هي الحلول فإنّ c = d = 0 كان إذا أي −c − ıd = 0 كان إذا أي a + ıb = 0 كان إذا •

. z ∈ ℝ+ أي
. (0 ∈ ℝ+ +ℝ(و الموجبة الحقيقية الأعداد مجموعة هي الحلول مجموعة

إذا حلّ أيّ للمعادلة ليس فإنه c + ıd ≠ 0 كان إذا أي −c − ıd ≠ 0 كان إذا أي a + ıb ≠ 0 كان إذا •

هو الحل هذا و c < 0 كان إذا أي a > 0 كان إذا وحيد حلّ للمعادلة و ؛ c ≥ 0 كان إذا أي a ≤ 0 كان

. z = dл − cл
2c − ıdأي z = aл − bл

2a + ıb = cл − dл

−2c − ıb
■

.. .𝟏𝟗𝟖 .!. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المركبمنسوبإلى المستوي
. ( r > (حيث0 r نصفقطرها Ωو (𝜔) مركزها التي 𝒞الدائرة لتكن

: فإنّ المستوي M(z)من النقطة تكن مهما أنه أثبت •1
M ∈ 𝒞 ⟺ ∃𝜃 ∈ ℝ , z = 𝜔 + reѸഈ

: 𝒞فإنّ من D(d)نقطاً Cو (c) ، B (b) ،A(a)كانت إذا أنه إستنتج •2
argڂ

c − a
c − bڃ = argڄ

d − a
d − bڅ (mod 𝜋)

: فإنّ المستوي M(z)من النقطة تكن مهما أنه أثبت •3
M ∈ 𝒞 ⟺ |z|л − 𝜔z − 𝜔z + |𝜔|л = rл

: لدينا المستوي. من M(z)نقطة لتكن •1 الحلّ.
M ∈ 𝒞 ⟺ ΩM = r ⟺ |z − 𝜔| = r ⟺ ∃𝜃 ∈ ℝ , z − 𝜔 = reѸഈ ⟺ ∃𝜃 ∈ ℝ , z = 𝜔 + reѸഈ

: لدينا السابق السؤال حسب .𝒞 من D(d)نقطاً Cو (c) ، B (b) ،A(a) لتكن •2
d = 𝜔 + reѸഄ و c = 𝜔 + reѸഃ ، b = 𝜔 + reѸം ، a = 𝜔 + reѸഁ

: منه حقيقية. أعداد 𝛿 و 𝛾 ، 𝛽 ، 𝛼حيث
c − a
c − b = r (eѸഃ − eѸഁ)

r eѸഃڀ − eѸംځ
= eѸഃ − eѸഁ

eѸഃ − eѸം

: ينتج المساواة هذه طرفيَْ في المرافق بأخذ . 𝜌eѸഈ = eѸഃ − eѸഁ
eѸഃ − eѸം : منه (𝜌 > (حيث0 c − a

c − b = 𝜌eѸഈ نضع

𝜌e−Ѹഈ = e−Ѹഃ − e−Ѹഁ

e−Ѹഃ − e−Ѹം =
к

Ѣئಆ − к
Ѣئ಄

к
Ѣئಆ − к

Ѣئಅ
= eѸഁ − eѸഃ

eѸഁ ⋅ eѸഃ ⋅ eѸം ⋅ eѸഃ
eѸം − eѸഃ = 𝜌rѸഈ ⋅ eѸپം−ഁٿ

الطرفينعلى بقسمة و 2𝜃 = 𝛼 − 𝛽 (mod 2𝜋) منه eлѸഈ = eѸഁپ−ംٿ فإنّ 𝜌 > 0 أنّ بما و 𝜌eлѸഈ = 𝜌eѸഁپ−ംٿ منه
. argڂ

c − a
c − bڃ = 𝛼 − 𝛽

2 (mod 𝜋)أي 𝜃 = 𝛼 − 𝛽
2 (mod 𝜋) : ينتج 2

. argڄ
d − a
d − bڅ = 𝛼 − 𝛽

2 (mod 𝜋) : أنّ بالمثل نبرهن

. argڂ
c − a
c − bڃ = argڄ

d − a
d − bڅ (mod 𝜋) : الأخير في

𝟮𝟴𝟱
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: لدينا المستوي. من M(z)نقطة لتكن •3

M ∈ 𝒞 ⟺ |z − 𝜔| = r ⟺ |z − 𝜔|л = rл ⟺ (z − 𝜔) (z − 𝜔) = rл
⟺ (z − 𝜔) (z − 𝜔) = rл ⟺ zz − z𝜔 − 𝜔z + 𝜔𝜔 = rл

⟺ |z|л − 𝜔z − 𝜔z + |𝜔|л = rл

■

.. .𝟏𝟗𝟗 .!. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المركبمنسوبإلى المستوي

. ෿OM ⋅ ෿OMດ = 1
2 zzດڀ + zzດځ : أنّ أثبت المستوي. من Mດنقطتين ځzດڀ M(z)و لتكن •1

. ෿AM ⋅ A්B = 1
2 ʱ(z − a) bڀ − aځ + (z − a) (b − a)ٳ : أنّ أثبت .M(z) و B (b) ،A(a)النقط نعتبر •2

: تطبيق •3
Cنقطة لتكن الترتيب. على لاحقتيْهما B Aو لتكن و a ≠ bبحيث 1 طويلتهما مركبين عددين b و a ليكن (ا)
النقطة تكن مهما أثبتأنه . (AB) المستقيم العموديعلى Cو (c) بالنقطة المار (Δ) المستقيم نعتبر .c لاحقتها

: M(z)فإنّ
M ∈ (Δ) ⟺ z − abz = c − abc

: أنّ أثبت . ||a − b|| = ||c − d|| = D(d)بحيث1 Cو (c) ، B (b) ،A(a)النقط نعتبر (ب)
(AB) ⟂ (CD) ⟺ (b − a)л + (d − c)л = 0

C للنقطة العمودي Hالمسقط النقطة لتكن . |a| = ||b|| و a ≠ bبحيثC (c) و B (b) ،A(a)النقط نعتبر (ج)
: أنّ أثبت . (AB) المستقيم على

AH
AB = 1

2 1ڄ + c − abc
b − a څ

: لدينا 53 صفحة 25 المبرهنة حسب و ، zດ − 0 = zດ هي ෿OMດ لاحقة و z − 0 = zهي ෿OM لاحقة •1 الحلّ.
෿OM ⋅ ෿OMດ = Re zڀ ⋅ zດځ = 1

2 zڀ ⋅ zດ + z ⋅ zດځ = 1
2 zڀ ⋅ zດ + z ⋅ zດځ

التي Dالنقطة و A්B = O්C تحقق التي لتكنCالنقطة : يلي كما أو السابقة بنفسالطريقة النتيجة إثباتهذه يمكن •2
d−0 = z−a و c = b−aأي c−0 = b−a Dفإنّ كانتdلاحقة Cو لاحقة cكانت إذا .෿AM = O්Dتحقق

: السابق السؤال حسب و d = z − aأي

෿AM ⋅ A්B = O්D ⋅ O්C = 1
2 cdڀ + dcځ = 1

2 ʱ(b − a) (z − a) + (z − a) (b − a)ٳ

= 1
2 ʱ(z − a) bڀ − aځ + (z − a) (b − a)ٳ

𝟮𝟴𝟲
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: لدينا . z المستويلاحقتها من Mنقطة لتكن . b = 1
b و a = 1

a فإنّ |a| = ||b|| = 1 أنّ بما (ا) •3

M ∈ (Δ) ⟺ ෿CM ⋅ A්B = 0 ⟺ 1
2 ʱ(z − c) bڀ − aځ + (z − c) (b − a)ٳ = 0

⟺ (z − c) bڀ − aځ + (z − c) (b − a) = 0 = ⟺ (z − c)ڄ
1
b − 1

aڅ + (z − c) (b − a) = 0

⟺ a − b
ab [z − c − ab (z − c)] = 0 ⟺ z − c − abz + abc = 0

⟺ z − abz = c − abc

: منه d − c = 1
d − c و b − a = 1

b − a فإنّ
||b − a|| = ||d − c|| = 1 أنّ بما (ب)

(AB) ⟂ (CD) ⟺ A්B ⋅ C්D = 0 ⟺ 1
2 ʱ(b − a) dڀ − cځ + bڀ − aځ (d − c)ٳ = 0

⟺ (b − a) (d − c) + (b − a) (d − c) = 0 ⟺ b − a
d − c + d − c

b − a = 0

⟺ b − a
d − c = −d − c

b − a ⟺ (b − a)л = − (d − c)л

⟺ (b − a)л + (d − c)л = 0

: يكون (3•ا) السؤال فحسب H في (AB) على العمودي المستقيم إلى تنتمي C أنّ بما . H لاحقة h لتكن (ج)

أي h − a = AH
AB (b − a) منه A්H = AH

AB A්B فإنّ H ∈ (AB) أنّ بما و . c − abc = h − abh

. h − a
b − a = h − a

b − a ڄأي
h − a
b − aڅ = h − a

b − a منه h − a
b − a ∈ ℝ أنّ يعني هذا و AH

AB = h − a
b − a

h − a
b − a = ab⋅h − a

a − b أي
h − a
b − a = h − a

к
џ − к

ў
= ab⋅h − a

a − b bمنه = 1
b aو = 1

a إذن |a| = ||b|| = لكن1

. (aa = |a|л = 1 (لأنّ h + abh = a + aab = a + bأي h − a = −ab hڀ − aځ منه
طرف إلى طرفاً المساوتين هاتين بجمع . h + abh = a + b و c − abc = h − abh : لدينا الأخير، في

: بالتالي و (h − a) = 1
2 (b − a + c − abc) منه 2h = a + b + c − abc : ينتج

AH
AB =

к
л (b − a + c − abc)

b − a = 1
2 1ڄ + c − abc

b − a څ
■

.. .𝟐𝟎𝟎 عن!. شيء نعرفأيّ لا سنفرضأننا مثنى. مثنى مختلفة مركبة أعداد ثلاثة c و b ، a التمرين، هذا في
: التالي التعريف سوى الأضلاع المتقايسة المثلثات

: أنه abcالمثلث عن نقول : تعريف

. ]0, 𝜋[قياسفي ,aඁbڂ aඁcڃ للزاوية كان إذا أي مباشراً ,aඁbڂ aඁcالأساسڃ كان إذا مباشر •

. ||a − b|| = ||b − c|| = |c − a| كان إذا متقايسالأضلاع •

الأضلاع. المتقايسة المثلثات حول إثبات) (دون المستخدمة و المعروفة إثباتبعضالنتائج هو هدفنا و

𝟮𝟴𝟳
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المعرفة 𝛾 و 𝛽 ،C ، B الحقيقية الأعداد نعتبر بالمثل، . c − a
b − a = AeѸഁ بمعنى c − a

b − aللعدد عمدةً 𝛼 و Aطويلة ليكن

. b − c
a − c = CeѸഃ و a − b

c − b = BeѸം : بالعلاقات
.(1 + j + jл = 0 و jм = 1 أنّ نُذكّر (و j = eлѸഏ/м نضع أخيراً،

؟ جديداً إكتشافاً هذا يُعتبر هل . 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 𝜋 (mod 2𝜋) ABCو = 1 : أنّ أثبت (ا) •1

.CeѸഃ + 1
AeѸഁ = 1 و BeѸം + 1

CeѸഃ = 1 ،AeѸഁ + 1
BeѸം = 1 : أنّ من تحقق (ب)

: التكافؤ نُثبت يلي، فيما •2
2𝜋 نفسالقياسبترديد ,cඁaڂ cඁbڃ و ,bඁcڂ bඁaڃ ، ,aඁbڂ aඁcڃ للزوايا ⟺ متقايسالأضلاع abcالمثلث

متقايسالأضلاع. abcالمثلث نفرضأنّ (ا)

. cos 𝛼 = cos 𝛽 = cos 𝛾 : أنّ أثبت (i)
؟ تستنتج ماذا (ii)

2𝜋 نفسالقياسبترديد ,cඁaڂ cඁbڃ و ,bඁcڂ bඁaڃ ، ,aඁbڂ aඁcڃ للزوايا نفرضأنه (ب)

. 2𝜋 بترديد 𝜋 أو 𝜋
3 ،−𝜋

3 يساوي 𝛼 أنّ أثبت (i)
. 𝛼 ≠ 𝜋 (mod 2𝜋) بالضرورة أنه أثبت (ii)

؟ إستخلاصه يمكن ماذا .A ⋅ B = B ⋅ C = C ⋅ A = 1 : أنّ إستنتج (iii)

. a − b = eѸഏ/м (c − b) ⟺ مباشر و متقايسالأضلاع abcالمثلث : التكافؤ أثبت (ا) •3
. a + bj + cjл = 0 ⟺ مباشر و متقايسالأضلاع abcالمثلث : التكافؤ أثبت (ب)

: لدينا (ا) •1 الحلّ.
(AeѸഁ) ځBeѸംڀ (CeѸഃ) = ABCeѸഁپ+ം+ഃٿ = c − a

b − a × a − b
c − b × b − c

a − c = −1 = eѸഏ

. 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 𝜋 (mod 2𝜋) ABCو = 1 منه

,cඁaڂ cඁbڃ = 𝛾 (mod 2𝜋)ڂوbඁc, bඁaڃ = 𝛽 (mod 2𝜋) ,aඁbڂ، aඁcڃ = 𝛼 (mod 2𝜋)كان إذا ما فيحالة
بترديد2𝜋وهينتيجة مثلثيساوي𝜋(أي∘180) هذه) ينبغيفيحالتنا كما (مُوجّهة مجموعزوايا يعنيأنّ فهذا

معروفة.
بالحساب: (ب)

AeѸഁ + 1
BeѸം = c − a

b − a + c − b
a − b = c − a

b − a − c − b
b − a = c − a − c + b

b − a = 1

BeѸം + 1
CeѸഃ = a − b

c − b + a − c
b − c = a − b

c − b − a − c
c − b = a − b − a + c

c − b = 1

CeѸഃ + 1
AeѸഁ = b − c

a − c + b − a
c − a = b − c

a − c − b − a
a − c = b − c − b + a

a − c = 1

في المبرهنة فالمساويات بالتالي و A = B = C = 1 كان إذا فقط و إذا الأضلاع متقايس abcالمثلث (i) (ا) •2
.eѸഃ + e−Ѹഁ = 1 و eѸം + e−Ѹഃ = 1 ، eѸഁ + e−Ѹം = 1 : تصبح (1•ب) السؤال

𝟮𝟴𝟴
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للتعمق تمارين .VII

: ينتج المساويات هذه من مساواة كل لطرفي الحقيقي الجزء بأخذ

⎧⎪
⎨⎪
⎩

cos 𝛼 + cos 𝛽 = 1
cos 𝛽 + cos 𝛾 = 1
cos 𝛾 + cos 𝛼 = 1

، cos 𝛼 − cos 𝛾 = 0 نجد الأولى من الثانية المعادلة بطرح
. cos 𝛼 = cos 𝛽 = cos 𝛾 منه cos 𝛽 − cos 𝛼 = 0 نجد الثانية من الثالثة المعادلة بطرح و

: نجد السابقة للمساويات التخيلي الجزء بأخذ (ii)
. sin 𝛼 = sin 𝛽 = sin 𝛾 أي sin 𝛾 − sin 𝛼 = 0 و sin 𝛽 − sin 𝛾 = 0 ، sin 𝛼 − sin 𝛽 = 0
نفسالجيب لها (لأنّ 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 (mod 2𝜋) : أنّ نستنتج السابق (i) السؤال نتيجة و النتيجة هذه من

المطلوب. هو و ( cos التمام نفسجيب و ، sin
بالتعريف: [لأنّ،

. [ ,cඁaڂ cඁbڃ = 𝛾 (mod 2𝜋) و ,bඁcڂ bඁaڃ = 𝛽 (mod 2𝜋) ، ,aඁbڂ aඁcڃ = 𝛼 (mod 2𝜋)

منه 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 𝜋 (mod 2𝜋) : الأول السؤال حسب و 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 (mod 2𝜋) : فرضاً لدينا (i) (ب)
. 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 2𝜋

3 modڂ
𝜋
أيڃ3 3𝛼 = 3𝛽 = 3𝛾 = 𝜋 (mod 2𝜋)

. 𝜋 أو 𝜋
3 −أو

𝜋
3 كلها تساوي 𝛾 و 𝛽 ، 𝛼 أنّ يعني هذا 2𝜋 بترديد

: منه أيضاً 𝛽 = 𝜋 (mod 2𝜋) فإنّ 𝛼 = 𝜋 (mod 2𝜋) كان إذا (ii)
1 = AeѸഁ + 1

BeѸം = −A − 1
B = Aڄ− + 1

Bڅ ≤ 0

. 𝛼 = 𝜋 (mod 2𝜋) يكون أن يمكن لا إذن تناقض، هذا و
: نجد (1•ب) السؤال في المبرهنة للمساويات التخيلي الجزء بأخذ (iii)

Aڄ − 1
Bڅ sin 𝛼 = Bڄ − 1

Cڅ sin 𝛼 = Cڄ − 1
Aڅ sin 𝛼 = 0

Aمنه − 1
B = B − 1

C = C − 1
A = 0 منه sin 𝛼 ≠ 0 فإنّ السابقين (ii) و (i) السؤالين حسب لكن

و ||a − b|| = ||b − c|| = |c − a|أيA = B = C = 1 ABCإذن لكن .AB = BC = CA = 1
متقايسالأضلاع. abcفالمثلث التعريف، حسب

، 2𝜋 بترديد 𝛽تساوي التي و ، ,bඁcڂ bඁaڃ فللزاوية إذن مباشر. و متقايسالأضلاع abcالمثلث نفرضأنّ (ا) •3
من . 𝛽 = 𝜋

3 (mod 2𝜋) القياسهو هذا فإنّ (ii) و (i) السؤالين نتيجة حسب و . ]0, 𝜋[ المجال قياسفي

منه B = |
||
a − b
c − b

|
|| = 1 فإنّ متقايسالأضلاع)، abcالمثلث (لأنّ ||a − b|| = ||c − b|| أنّ بما و أخرى، جهة

. a − b
c − b = Beം = eѸഏ/м

abcالمثلث أنّ (أي ,bඁcڂ bඁaڃ = 𝜋
3 (mod 2𝜋) أنّ يعني فهذا a − b

c − b = eѸഏ/м أنّ فرضنا إذا بالعكس،
a − c
c − b = (a − b) + (b − c)

c − b = a − b
c − b + b − c

c − b = eѸഏ/м − لكن1 . ||a − b|| = ||c − b|| أنّ و مباشر)
و

|
||
a − c
c − b

|
|| = ||eѸഏ/м − 1|| = ||eѸഏ/п eѸഏ/пڀ − e−Ѹഏ/пځ|| = |

||2ıe
Ѹഏ/п sin 𝜋

6
|
|| = 1

مباشر. و متقايسالأضلاع abcالمثلث أي ||b − c|| = |c − a| منه

𝟮𝟴𝟵

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VII

: نجد 1 + j + jл = 0 و eѸഏ/м = −jлالعلاقتين و السابقة النتيجة بتطبيق (ب)

مباشر و متقايسالأضلاع abcالمثلث ⟺ a − b = eѸഏ/м (c − b)
⟺ a − b = −jл (c − b)
⟺ a + (−1 − jл)b + cjл = 0
⟺ a + bj + cjл = 0

■

.. .𝟐𝟎𝟏 Cعلى#. ، B ،Aالنقط لواحق c ، b ، a المركبة الأعداد تحققه الذييجبأن الكافي و اللازم الشرط هو ما
290 صفحة 202 التمرين أنظر � ؟ المثلثABCمتقايسالأضلاع يكون الترتيبحتى

: أنّ ر نُذكِّ بدايةً، الحلّ.
1 + j + jл = 0 , jм = 1

eѸഏ/м = eѸഏ/м+лѸഏ = eѸഏ+нѸഏ/м = eѸഏ ځeлѸഏ/мڀ
л = −jл

e−Ѹഏ/м = e−Ѹഏ/м+лѸഏ = eѸഏ−лѸഏ/м = eѸഏ ⋅ eлѸഏ/м = −j

مباشر. غير المثلثABCمباشرأو : حالتين نُميّز

أي 𝜋
3 زاويته و B مركزه الذي بالدوران BC صورة BA كان إذا فقط و مباشرإذا و المثلثABCمتقايسالأضلاع •

كان إذا فقط و إذا أي a − b = −jл (c − b) كان إذا فقط و إذا أي a − b = eѸഏ/м (c − b) كان إذا فقط و إذا
. a + bj + cjл = 0 كان إذا فقط و إذا أي a − (1 + jл)b + jлc = 0

زاويته و B مركزه الذي بالدوران BC صورة BA كان إذا فقط و إذا مباشر غير و الأضلاع متقايس ABCالمثلث •

إذا فقط و إذا أي a− b = −j (c − b) كان إذا فقط و إذا أي a− b = e−Ѹഏ/м (c − b) كان إذا فقط و إذا 𝜋−أي
3

. a + bjл + cj = 0 كان إذا فقط و إذا أي a − (1 + j)b + jc = 0 كان

كان إذا فقط و إذا أي a + bjл + cj = 0 أو a + bj + cjл = 0 كان إذا فقط و إذا المثلثABCمتقايسالأضلاع إذن
: لكن . aڂ + bj + cjлڂڃa + bjл + cjڃ = 0

aڂ + bj + cjлڂڃa + bjл + cjڃ = aл + bл + cл + j (ab + ac + bc) + jл (ab + ac + bc)

= aл + bл + cл + jڂ + jлڃ j (ab + ac + bc)

= aл + bл + cл − (ab + ac + bc)

كان إذا فقط و إذا أي aл + bл + cл − (ab + ac + bc) = 0 كان إذا فقط و إذا الأضلاع متقايس ABCالمثلث إذن
■ . aл + bл + cл = ab + ac + bc

.. .𝟐𝟎𝟐 الترتيب.#. على c و b ، a لواحقها ، مثنى مثنى مختلفة المستوي من نقط Cثلاثة و B ،A لتكن

𝟮𝟵𝟬
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للتعمق تمارين .VII

: أنّ أثبت . 1 + j + jл = 0 و jм = 1 أنّ ر نُذكِّ و j = eлѸഏ/м نضع

ABCمتقايسالأضلاع ⟺ azл + bz + c = 0 للمعادلة حلّ jл أو j
⟺ aл + bл + cл = ab + ac + bc
⟺ (b − a)л + (c − b)л + (a − c)л = 0

⟺ 1
b − c + 1

c − a + 1
a − b = 0

290 صفحة 201 التمرين أنظر �

: لدينا الحلّ.
ABCمتقايسالأضلاع ⟺ C = ℛфയഏ/м (B) أو C = ℛфയ−ഏ/м (B)

⟺ c − a = ڃjл−ڂ (b − a) أو c − a = (−j) (b − a)

⟺ 1−ڂ − jлڃa + jлb + c = 0 أو (−1 − j) a + jb + c = 0

⟺ ja + jлb + c = 0 أو jл + jb + c = 0

⟺ jڂ
л
ڃ
л
a + jлb + c = 0 أو jлa + jb + c = 0

⟺ azл + bz + c = 0 للمعادلة حلّ jл أو j

: منه

ABCمتقايسالأضلاع ⟺ ja + jл + c = 0 أو jл + jb + c = 0

⟺ jaڂ + jлb + cڂڃj
л + jb + cڃ = 0

⟺ aл + bл + cл + jڂ + jлڃ (ab + ac + bc) = 0

⟺ aл + bл + cл − (ab + ac + bc) = 0
⟺ aл + bл + cл = ab + ac + bc

: منه

ABCمتقايسالأضلاع ⟺ aл + bл + cл − ab − ac − bc = 0
⟺ 2aл + 2bл + 2cл − 2ab − 2ac − 2bc = 0
⟺ bл − 2ab + aл + cл − 2bc + bл + aл − 2ac + cл = 0
⟺ (b − a)л + (c − b)л + (a − c)л = 0

: أيضاً و

ABCمتقايسالأضلاع ⟺ aл + bл + cл − ab − ac − bc = 0
⟺ −aл + ab + ac − bc − bл + bc + ba − ac − cл + ca + cb − ab = 0
⟺ (c − a) (a − b) + (a − b) (b − c) + (b − c) (c − a) = 0

⟺ (c − a) (a − b) + (a − b) (b − c) + (b − c) (c − a)
(b − c) (c − a) (a − b) = 0

𝟮𝟵𝟭
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⟺ 1
b − c + 1

c − a + 1
a − b = 0

المقاماتو د نُوحِّ ثم
1

b − c + 1
c − a + 1

a − b = من0 الإنطلاق الأسهل من الأخير، التكافؤ في ⧏ : 48 ملاحظة
. aл + bл + cл − ab − ac − bc = 0 إلى نصل الحساباتحتّى ط ⧏نُبسِّ

■

.. .𝟐𝟎𝟑 .�: نضع
S = ڂ

n
ڃ0 + ڂ

n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ6 + ⋯ , T = ڂ

n
ڃ1 + ڂ

n
ڃ4 + ڂ

n
ڃ7 + ⋯ , U = ڂ

n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ5 + ڂ

n
ڃ8 + ⋯

. 1 + j + jл = 0 : أنّ أثبت •1

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

S + T + U = (1 + 1)ѫ

S + jT + jлU = (1 + j)ѫ

S + jлT + jU = 1ڂ + jлڃ
ѫ
: أنّ أثبت الحد، ثنائي دستور باستعمال •2

.U و T ، S من كل قيمة إستنتج •3

306 صفحة 215 التمرين أنظر �

. 1 + j + jл = 0 : فإنّ j ≠ 1 أنّ بما و (j − 1) 1ڂ + j + jлڃ = أي0 jм = 1 أنّ نعلم •1 الحلّ.
: x = jл و x = j ، x = 1 مع (1 + x)лلنشر الحد ثنائي دستور نستعمل •2

(1 + 1)ѫ = ڂ
n
ڃ0 + ڂ

n
ڃ1 + ڂ

n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ4 + ڂ

n
ڃ5 + ⋯ = S + T + U

(1 + j)ѫ = ڂ
n
ڃ0 + jڂ

n
ڃ1 + jлڂ

n
ڃ2 + jмڂ

n
ڃ3 + jнڂ

n
ڃ4 + jоڂ

n
ڃ5 + ⋯

= ڂ
n
ڃ0 + jڂ

n
ڃ1 + jлڂ

n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ3 + jڂ

n
ڃ4 + jлڂ

n
ڃ5 + ⋯

= ڂٴ
n
ڃ0 + ڂ

n
ڃ3 + ٷ⋯ + j ڂٴ

n
ڃ1 + ڂ

n
ڃ4 + ٷ⋯ + jл ڂٴ

n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ5 + ٷ⋯

= S + jT + jлU

1ڂ + jлڃ
ѫ

= ڂ
n
ڃ0 + jлڂ

n
ڃ1 + jнڂ

n
ڃ2 + jнڂ

n
ڃ3 + jсڂ

n
ڃ4 + jкйڂ

n
ڃ5 + ⋯

= ڂ
n
ڃ0 + jлڂ

n
ڃ1 + jڂ

n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ3 + jлڂ

n
ڃ4 + jڂ

n
ڃ5 + ⋯

= ڂٴ
n
ڃ0 + ڂ

n
ڃ3 + ٷ⋯ + jл ڂٴ

n
ڃ1 + ڂ

n
ڃ4 + ٷ⋯ + j ڂٴ

n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ5 + ٷ⋯

= S + jлT + jU

: مع 80 صفحة 14 التمرين نتيجة نُطبِّق •3

c = 1ڂ + jлڃ
ѫ

= (−j)ѫ و b = (1 + j)ѫ = ڃjл−ڂ
ѫ

، a = (1 + 1)ѫ = 2ѫ

𝟮𝟵𝟮
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للتعمق تمارين .VII

: j−فيكون = eѸഏ ⋅ eлѸഏ/м = e−Ѹഏ/м و jл = j أنّ ر نُذكِّ و

S = 1
3 [a + b + c] = 1

3 ʲ
2ѫ + ڃjл−ڂ

ѫ
+ (−j)ѫʳ

= 1
3 2ٴ

ѫ + ځj−ڀ
ѫ + (−j)ѫٷ

= 1
3 ʱ2ѫ + 2Re ٳځѫ(j−)ڀ = 1

3 ʱ2ѫ + 2Re ٳځe−ѫѸഏ/мڀ = 1
3 2ٴ

ѫ + 2 cosڂ−n𝜋
3 ٷڃ

= 1
3 2ڂ

ѫ + 2 cosn𝜋
ڃ3

T = 1
3 aٴ + bjл + cjٷ = 1

3 ʲ
2ѫ + jл ڃjл−ڂ

ѫ
+ j (−j)ѫʳ

= 1
3 2ٴ

ѫ + j ځj−ڀ
ѫ + j (−j)ѫٷ

= 1
3 ʱ2ѫ + 2Re jڀ (−j)ѫٳځ = 1

3 ʱ2ѫ + 2Re ٳځeлѸഏ/мe−ѫѸഏ/мڀ = 1
3 ʲ

2ѫ + 2 cosڄ−(n − 2)𝜋
3 ʳڅ

= 1
3 2ڄ

ѫ + 2 cos (n − 2)𝜋
3 څ

U = 1
3 aٴ + bj + cjлٷ = 1

3 ʲ
2ѫ + j ڃjл−ڂ

ѫ
+ jл (−j)ѫʳ

= 1
3 2ٴ

ѫ + jл ځj−ڀ
ѫ + jл (−j)ѫٷ

= 1
3 2ٴ

ѫ + 2Reڂj
л (−j)ѫٷڃ = 1

3 ʱ2ѫ + 2Re ٳځeнѸഏ/мe−ѫѸഏ/мڀ = 1
3 ʲ

2ѫ + 2 cosڄ−(n − 4)𝜋
3 ʳڅ

= 1
3 2ڄ

ѫ + 2 cos (n − 4)𝜋
3 څ

■

.. .𝟐𝟎𝟒 .�ABCمثلثمباشر.
.Dفي قائم و الساقين DBAمثلثمباشر،متساوي
.Eفي قائم و الساقين متساوي ACEمثلثمباشر،

.CඁL = D්Bبحيث L النقطة نُنشئ

الشكل. أرسم •1

.Eفي قائم و الساقين متساوي مباشر، EDLالمثلث أنّ أثبت •2

المربع الخارجية) الجهة (نحو نُنشئ ،DBAالساقين المتساوي فيDو القائم المباشر، المثلث لإنشاء : الشكل •1 الحلّ.
.Dالرأس هي قُطريه تقاطع نقطة فتكون ،AB أضلاعه أحد الذي

.ACEالمثلث بنفسالطريقة نُنشئ
المستقيم نصف ثمّ [BC] القطعة منتصف I النقطة نُنشئ : يلي DBLCكما الأضلاع متوازي نُنشئ ،L النقطة لإنشاء

. [DL] القطعة منتصف أيضاً هي I النقطة . [DI)
. 3.VII الشكل أنظر

،C ،B ،A النقط لواحق ℓ و e ،d ،c ،b ،a لتكن . ,Oڂ ⃗i, ⃗jمباشرڃ متجانسو متعامد معلم إلى المستوي ننسب •2
الترتيب. على L و E ،D

.(eѸഏ/л = ı أنّ (نُذكر a − d = ı (b − d) : ℛفإنّ ,Dڂ 𝜋
ڃ2 بالدوران B Aهيصورة أنّ بما

.c − e = ı (a − e) :ACEالمثلث في بالمثل

𝟮𝟵𝟯
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B C

A

E

D

L

I

3.VII شكل

. ℓ = c + b − dأي ℓ − c = b − d : فإنّ D්B الشعاع Cبالإنسحابذي هيصورة L أنّ بما و

Dبالدوران صورة هي L النقطة أنّ نُثبت أن يكفي E في قائم و الساقين متساوي مباشر، EDLالمثلث أنّ لإثبات
. ℓ − e = ı (d − e) أنّ ℛأي ດ

,Eڂ 𝜋
ڃ2

: لكن
ℓ − e = (c + b − d) − e = c − e + b − d = ı (a − e) − ı (a − d) = ı (d − e)

. Eفي قائم و الساقين متساوي مباشر، EDLالمثلث أنّ نستنتج
■

.. .𝟐𝟎𝟓 .�

أحد و S ، R ،Q ، P مراكزها التي المربعات الرباعي، لهذا الخارجية الجهة نحو نُنشئ، مباشر. و كيفي ABCDرباعي
(4.VII (شكل الترتيب. على [DA] ، [CD] ، [BC] ، [AB] أضلاعها

نفسالطول. لهما و متعامدان PQRSالرباعي قُطرَي أنّ إثبات هو التمرين الهدفمن
،C ،B ،Aالنقط لواحق s و r ،q ،p ،d ،c ،b ،a لتكن . ,Oڂ ⃗i, ⃗jمباشرڃ متجانسو متعامد معلم إلى المستوي ننسب

الترتيب. على S و R ،Q ،P ،D

. p = a − ıb
1 − ı : لدينا [AB]على المرسوم المربع في أنه أثبت •1

الأخرى. الثلاثة المربعات باستعمال s و r ،q من لكل مشابهة عبارة أوجد

؟ تستنتج ماذا . s − q
r − p : أحسب •2

بالدوران B صورة هي A فإنّ [AB] على خارجياً المرسوم المثلث مركز P و مباشر ABCD الرباعي أنّ بما •1 الحلّ.
. p = a − ıb

1 − ı منه a − ıb = p − ıpأي a − p = ı (b − p) ℛمنه ,Pڂ 𝜋
ڃ2

. s = d − ıa
1 − ı و r = c − ıd

1 − ı ، q = b − ıc
1 − ı : بالمثل

𝟮𝟵𝟰
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4.VII شكل

: أنّ نستنتج سبق مما •2
s − q
r − p = d − b + ı (c − a)

c − a + ı (b − d) = ı [−ı (d − b) + c − a]
c − a + ı (b − d) = ı

: أي PR = QS فإنّ
|
|
||
s − q
r − p

|
|
||
= |ı| = 1 أنّ بما و متعامدان. (QS) و (PR)المستقيمين أنّ يُثبت هذا

نفسالطول. لهما و الرباعيPQRSمتعامدان قُطرا
. (Théorème de V A)«أوبل فون «نظرية باسم تُعرف النتيجة هذه ⧏ : 49 ⧏ملاحظة

■

.. .𝟐𝟎𝟔 .#CDF و BCEالمثلثين الخارجية، الجهة نحو ،CD و BCالضلعين على نُنشئ . أضلاع ABCDمتوازي
المثلثAEFمتقايسالأضلاع. أنّ أثبت الأضلاع. المتقايسين

. 1 + j + jл = 0 و jм = 1 : أنّ نذكّر و j = eлѸഏ/м نضع الحلّ.
الترتيب. على F و E ،D ،C ، B ،Aالنقط لواحق f و e ، d ، c ، b ، a لتكن
. a + c = b + dأي b − a = c − d فإنّ أضلاع ABCDمتوازي أنّ بما

𝜋−أي
3 زاويته و B مركزه الذي Cبالدوران هيصورة E مباشرإذن غير و متقايسالأضلاع BCEالمثلث

: منه e − b = e−Ѹഏ/м (c − b) = −j (c − b)
e = b − j (c − b) = (1 + j) b − jc = −jлb − jc

.f = −jлc− jd 𝜋−منه
3 زاويته Cو الذيمركزه Dبالدوران هيصورة Fمباشرإذن غير و بالمثلCDFمتقايسالأضلاع

𝟮𝟵𝟱
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5.VII شكل

أو AEFمباشر) الحالة هذه في (و f + ja + jлe = 0 أنّ نبرهن أن يكفي المثلثAEFمتقايسالأضلاع، أنّ نبرهن حتى
.290 صفحة 201 التمرين حسب هذا و مباشر) AEFغير الحالة هذه في (و f + jлa + je = 0

: لدينا . f + ja + jлe = 0 : أنّ نبرهن أن يكفي AEFمباشرإذن أنّ 5.VII الشكل على نلاحظ لكن

f + ja + jлe = jлc−ڂ − jdڃ + ja + jл jлb−ڂ − jcڃ = −jлc − jd + ja − jнb − jмc

= ja − jb − 1ڂ + jлڃ c − jd = ja − jb + jc − jd = j (a − b + c − d) = 0

مباشر). (و المثلثAEFمتقايسالأضلاع إذن (a + c = b + d (لأنّ
■

.. .𝟐𝟎𝟕 .�.[BC] القطعة Mمنتصف ليكن .ACFGالمباشر المربع المباشرABDEو غير المربع نُنشئ ABCمثلث.
.(6.VIIشكل) . (AM) ⟂ (EG) : أنّ أثبت

الترتيب. Mعلى Gو ، F ، E ،D ،C ، B ،Aالنقط mلواحق و g ، f ، e ، d ، c ، b ، a لتكن الحلّ.
.m = b + c

2 فإنّ [BC] القطعة Mمنتصف أنّ بما
𝜋−أي

2 زاويته Aو مركزه الذي بالدوران A්B الشعاع صورة هو A්E الشعاع مباشرإذن ABDEغير المربع
. e = a − ı (b − a) منه e − a = e−Ѹഏ/л (b − a)

أي 𝜋
2 زاويته Aو مركزه الذي بالدوران A්C الشعاع صورة هو A්G الشعاع ACFGمباشرإذن المربع

: منه . g = a + ı (c − a) منه g − a = eѸഏ/л (c − a)

g − e = (a + ı (c − a)) − (a − ı (b − a)) = ı (c + b − 2a) = 2ıڄ
b + c
2 − aڅ

= 2ı (m − a) = 2eѸഏ/л (m − a)

. (MA) ⟂ (GE) بالتالي و ، 𝜋
2 زاويته و) 2 مباشر(نسبته بتشابه ෿MA الشعاع صورة هو G්E الشعاع أنّ يعني هذا و

■

𝟮𝟵𝟲
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.. .𝟐𝟎𝟖 . 

أضلاعها أحد و R Qو ، P مراكزها التي المربعات المثلث، لهذا الخارجية الجهة نحو نُنشئ، مباشر. ABCمثلث(كيفي)
(7.VII (شكل الترتيب. على [CA] و [BC] ، [AB]

. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمباشرڃ متجانسو متعامد معلم إلى المستوي ننسب
الترتيب. على R Qو ،P ،C ،B ،Aالنقط لواحق r و q ،p ،c ،b ،a لتكن

الثقل. نفسمركز لهما PQR المثلثينABCو أنّ أثبت •1

. p = a − ıb
1 − ı : لدينا [AB]على المرسوم المربع في أنه أثبت •2

الآخرين. المربعين باستعمال r و q من لكل مشابهة عبارة أوجد

متعامدان. (PR) و (AQ)المستقيمين أنّ أثبت •3
.(Point de V—نكتف (تُدعىنقطة واحدة متقاطعةفينقطة (CP)و (BR) ، (AQ)المستقيمات إستنتجأنّ

. a − p = ı (b − p) : ℛفإنّ ,Pڂ 𝜋
ڃ2 بالدوران B Aهيصورة أنّ بما •1 الحلّ.

. c − r = ı (a − r) و b − q = ı (c − q) : بالمثل
: ينتج طرف المساوياتطرفاًإلى هذه بجمع

a + b + c − (p + q + r) = ı (a + b + c − (p + q + r))

نفسمركز PQR للمثلثينABCو أنّه يعني هذا و a + b + c
3 = p + q + r

3 منه a + b + c = p + q + r : أي
الثقل.

.p = a − ıb
1 − ı أنّ نستنتج a − p = ı (b − p) المساواة من •2

. r = c − ıa
1 − ı و q = b − ıc

1 − ı : بالمثل

𝟮𝟵𝟳
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: أنّ أي متعامدان (AQ) و (PR)المستقيمين أنّ نستنتج . r − p
q − a = c − a + ı (b − a)

b − a + ı (a − c) = ı : لدينا •3

PQRالمثلث منAفي النازل العمود هو (AQ)

مثلثتتقاطع أيِّ أعمدة أنّ بما و .PQRالعمودينالآخرينفيالمثلث هما (CP) و (BR) نُثبتأنّ نفسالطريقة باتباع
: فإنّ المثلث) هذا ثقل (مركز هي واحدة نقطة في

واحدة نقطة في متقاطعة (CP) و (BR) ، (AQ)المستقيمات
■

.. .𝟐𝟎𝟗 . 
. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمباشرڃ متجانسو متعامد معلم منسوبإلى المستوي

المثلثالمتقايسالأضلاع خصوصيات : الأوّل الجزء
الترتيب. wعلى و v ، u لواحقها المستوي من نقط Wثلاثة و V ،U لتكن و j = eئשಒ

ת نضع

. u − v = −jл (w − v) ⟺ مباشر و UVWمتقايسالأضلاع : أنّ أثبت •1

. u + jv + jлw = 0 ⟺ مباشر و UVWمتقايسالأضلاع : أنّ أثبت •2

(Théorème de N) نابوليون نظرية الثاني: الجزء
و الأضلاع ARBمتقايسة CQAو ، BPCالمثلثات بحيثتكون R Qو ، P النقط نُنشئ، مباشر. ABCمثلث(كيفي)

الترتيب. ARBعلى CQAو ، BPC ثقل Wمراكز و V ،U لتكن مباشرة.
.ABC مع الثقل نفسمركز له و المثلثUVWمتقايسالأضلاع أنّ برهن

𝟮𝟵𝟴
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الحلّ.
المثلثالمتقايسالأضلاع خصوصيات : الأوّل الجزء

ℛ Vڂ , 𝜋
ڃ3 Wبالدوران Uهيصورة فإنّ مباشراً و المثلثUVWمتقايسالأضلاع كان إذا •1

. u − v = eѸഏ/м (w − v) : أي
. u − v = −jл (w − v) منه eѸഏ/м = eѸഏe−лѸഏ/м = −e−лѸഏ/м = −eнѸഏ/м = −jл : لكن

أنّ ℛأي ,Vڂ 𝜋
ڃ3 Wبالدوران صورة Uهي فإنّ u − v = −jл (w − v) = eѸഏ/м (w − v) كان إذا بالعكس،

مباشر. و المثلثUVWمتقايسالأضلاع

: لدينا سبق فحسبما مباشراً و المثلثUVWمتقايسالأضلاع كان إذا •2
. u + 1−ڂ − jлڃ v + jлw = أي0 u − v = −jл (w − v)

. u + jv + jлw = 0 1−منه − jл = jأي 1 + j + jл = 0 لكن

حسب و ،u− v = −jл (w − v)أيu+1−ڂ − jлڃ v+ jлw = 0 +uفإنّ jv+ jлw = 0 كان إذا بالعكس،
مباشر. و المثلثUVWمتقايسالأضلاع فإنّ الأوّل السؤال

نابوليون نظرية إثبات الثاني: الجزء
: لدينا فرضاً

a − w = j (b − w) (𝟑)
b − u = j (c − u) (𝟒)
c − v = j (a − v) (𝟓)

a + b + c − (u + v + w) = j (a + b + c − (u + v + w)) : ينتج طرف المساوياتطرفاًإلى هذه بجمع
.ABCالمثلث مع الثقل نفسمركز المثلثUVWله أنّ يعني هذا و a + b + c = u + v + w منه

.w = a − jb
1 − j : أنّ نستنتج (𝟑) المعادلة من

𝟮𝟵𝟵
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: منه ؛ v = c − ja
1 − j و u = b − jc

1 − j : (𝟓) و (𝟒) مع بالمثل

u + jv + jлw = a − jb + j (b − jc) + jл (c − ja)
1 − j = a − jb + jb − jлc + jлc − a

1 − j = 0

مباشر. و المثلثUVWمتقايسالأضلاع فإنّ التمرين من الأوّل حسبالجزء و

A

CB

Q

R

P

V

U

W

r

،(AP) المستقيمات أنّ إثبات يمكن ⧏ : 50 ملاحظة
نقطة تُدعى T واحدة نقطة في تتقاطع (CR) و (BQ)
خواص عدة النقطة لهذه .(Point de T)طوريتشلّي
بالمثلثات المحيطة الدوائر تقاطع نقطة هي T النقطة : منها
المسافة تجعل التي النقطة أيضاً هي ؛ BCP و ACQ ، ABR
المثلث زوايا تكون يمكن(عندما ما MA+MB+MCأصغر

المقابل. الشكل في —كما (120∘ من ⧏أصغر

■

.. .𝟐𝟏𝟎 .!. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمباشرڃ متجانسو متعامد معلم 𝒫منسوبإلى المستوي
. |a| = ||b|| = |c|الترتيببحيث على c و b ، a 𝒫لواحقها من نقط Cثلاثة و B ،A لتكن

280 صفحة 195 التمرين أنظر � . a + b + c = 0 كان إذا فقط و إذا المثلثABCمتقايسالأضلاع أنّ أثبت

. c = ReѸഃ و b = ReѸം ، a = ReѸഁ ، R = |a| = ||b|| = |c| نضع الحلّ.
بينالأجزاء بالمساواة و 1+ eѸپം−ഁٿ + eѸپഃ−ഁٿ = 0 ReѸഁمنه +ReѸം +ReѸഃ = 0 +a+bفإنّ c = 0 كان إذا •1

: أي sin (𝛽 − 𝛼) + sin (𝛾 − 𝛼) = 0 فإنّ التخيلية
. 𝛽 − 𝛼 = 𝜋 − (−(𝛾 − 𝛼)) (mod 2𝜋) أو 𝛽 − 𝛼 = −(𝛾 − 𝛼) (mod 2𝜋)

: ينتج الحقيقية الأجزاء بين فبالمساواة 𝛽 − 𝛼 = −(𝛾 − 𝛼) (mod 2𝜋) كان إذا •

: منه 𝛽 − 𝛼 = −(𝛾 − 𝛼) (mod 2𝜋) : لكن . 1 + cos (𝛽 − 𝛼) + cos (𝛾 − 𝛼) = 0

. cos (𝛽 − 𝛼) = cos (𝛾 − 𝛼) = −1
2 أي 1 + 2 cos (𝛾 − 𝛼) = 0

منه 1 + cos (𝛽 − 𝛼) + cos (𝛾 − 𝛼) = 0 فإنّ 𝛽 − 𝛼 = 𝜋 + (𝛾 − 𝛼) (mod 2𝜋) كان إذا •

.𝛽−𝛼 = −(𝛾−𝛼) (mod 2𝜋)يكون أن يمكن إذنلا 1؛ = أي0 1+cos (𝛽 − 𝛼)−cos (𝛽 − 𝛼) = 0

: منه 𝛽 − 𝛼 = 𝛼 − 𝛾 = ±2𝜋
3 أي cos (𝛽 − 𝛼) = cos (𝛼 − 𝛾) = −1

2 الأخير، في

.(c = ja و b = jлa) أو (c = jлa و b = ja)
المثلثABCمتقايسالأضلاع. أنّ يعني هذا و

. ABCمتقايسالأضلاع نفرضأنّ •2
المعلم، مبدأ ،O النقطة عن المسافة Cمتساوية و B ،Aالنقط أنّ نستنتج ||a − 0|| = ||b − 0|| = ||c − 0|| المساواة من

.ABCبالمثلث المحيطة الدائرة مركز Oهي أنّ أي

𝟯𝟬𝟬
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1
3 (a + b + c) = 0 منه المثلث هذا ثقل مركز أيضاً Oهي فإنّ المثلثABCمتقايسالأضلاع أنّ بما و

. a + b + c = أي0

■

.. .𝟐𝟏𝟏 . 
. ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد معلم المركبمنسوبإلى المستوي

المنصفات تقاطع نقط P Nو ،Mالنقط تمثِّل بحيث P (v) N(u)و ،M(z) ،C (c) ، B (b) ،A(a)النقط نعتبر
. (9.VII الترتيب(شكل على [AC] و [BC] ، [AB] المثلثABCمع لزوايا الداخلية

. 𝛾 = AB و 𝛽 = AC ، 𝛼 = BC نضع

. u = 𝛽
𝛽 + 𝛾b + 𝛾

𝛽 + 𝛾c : أنّ أثبت •1

. 𝜔 = 𝛼a + 𝛽b + 𝛾c
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 : أنّ أثبت .ABCالمثلث أضلاع تمسداخلياً التي الدائرة Ωمركز (𝜔) ليكن •2

. O්A + O්B + O්C = ෿OM + O්N + O්P : كان فقط و إذا المثلثABCمتقايسالأضلاع أنّ بينِّ •3

302 صفحة 212 التمرين أنظر �

القطعة مع ൷A للزاوية الداخلي المنصف تقاطع نقطة Nهي لكن . B්N = BN
BC B්C Nفإنّ ∈ [BC] أنّ بما •1 الحلّ.

. BN = AB
ACCNأي BNCN = AB

AC إذن [BC] المستقيمة

BC = AB
ACCN + CN = AB + AC

AC CN فإنّ BC = BN + NC أنّ بما و

نفسالإتجاه لهما و متوازيان B්C و B්Nالشعاعين لكن . BN = AC
AB + ACBC = 𝛾

𝛽 + 𝛾BC منه

. u = 𝛽
𝛽 + 𝛾b + 𝛾

𝛽 + 𝛾c : منه u − b = 𝛾
𝛽 + 𝛾 (c − b)أي B්N = 𝛾

𝛽 + 𝛾 B්C إذن

Ω ∈ [AN] فإنّ لزواياه الداخلية المنصفات تقاطع نقطة هي مثلث أضلاع داخلياً تمس التي الدائرة مركز أنّ بما •2
أي AΩ

NΩ = CA
CN إذن ACN المثلث في ൷C للزاوية الداخلي المنصف هو (CΩ) لكن . A්Ω = AΩ

ANA්N منه

𝟯𝟬𝟭
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منه AN = AΩ + CN
ACAΩ = CA + CN

CA AΩ فإنّ AN = AΩ + ΩN أنّ بما و . NΩ = CN
CAAΩ

.AΩ = CA
CA + CNAN = 𝛽

𝛽 + CNAN

: إذن BN = 𝛾𝛼
𝛽 + 𝛾 = 𝛾

𝛽 + 𝛾 CNو = 𝛽
𝛾BN : لدينا السابق، السؤال من و لكن،

AΩ = 𝛽
𝛽 + CNAN = 𝛽

𝛽 + ഁം
ം+ഃ

AN = 1
1 + ഁ

ം+ഃ
AN = 𝛽 + 𝛾

𝛼 + 𝛽 + 𝛾AN

.𝜔−a = 𝛽 + 𝛾
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 (u − a)أي A්Ω = 𝛽 + 𝛾

𝛼 + 𝛽 + 𝛾A්N فإنّ متوازيانولهمانفسالإتجاه A්Nو A්Ωالشعاعين أنّ بما و

. 𝜔 = 𝛼a + 𝛽b + 𝛾c
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 : إذن u = 𝛽

𝛽 + 𝛾b + 𝛾
𝛽 + 𝛾c لكن

: لدينا •3
O්A + O්B + O්C = ෿OM + O්N + O්P ⟺ (a − 0) + (b − 0) + (c − 0) = (z − 0) + (u − 0) + (v − 0)

⟺ a + b + c = z + u + v ⟺ (z − a) + (u − b) + (v − c)

: منه v − c = 𝛼
𝛾 + 𝛼 (a − c) و z − a = 𝛽

𝛼 + 𝛽 (b − a) ، u − b = 𝛾
𝛽 + 𝛾 (c − b) : لكن

O්A + O්B + O්C = ෿OM + O්N + O්P ⟺ 𝛽
𝛼 + 𝛽 (b − a) + 𝛾

𝛽 + 𝛾 (c − b) + 𝛼
𝛾 + 𝛼 (a − c) = 0

⟺ 𝛽
𝛼 + 𝛽A්B + 𝛾

𝛽 + 𝛾 B්C + 𝛼
𝛾 + 𝛼 C්A = ⃗0

⟺ 𝛽
𝛼 + 𝛽A්B + 𝛾

𝛽 + 𝛾 A්Cڂ − A්Bڃ − 𝛼
𝛾 + 𝛼A්C = ⃗0

⟺ ڄ
𝛽

𝛼 + 𝛽 − 𝛾
𝛽 + 𝛾څA්B + ڄ

𝛾
𝛽 + 𝛾 − 𝛼

𝛾 + 𝛼څA්C = ⃗0

⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝛽
𝛼 + 𝛽 − 𝛾

𝛽 + 𝛾 = 0
𝛾

𝛽 + 𝛾 − 𝛼
𝛾 + 𝛼 = 0

⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝛽
𝛼 + 𝛽 = 𝛾

𝛽 + 𝛾
𝛾

𝛽 + 𝛾 = 𝛼
𝛾 + 𝛼

⟺
ʯ

𝛽л = 𝛼𝛾
𝛾л = 𝛼𝛽

⟺
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝛼 = 𝛾л
𝛽

𝛽л = 𝛾л
𝛽 𝛾

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝛼 = 𝛾л
𝛽

𝛽м = 𝛾м

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝛼 = 𝛾л
𝛽

𝛽 = 𝛾
⟺ 𝛼 = 𝛽 = 𝛾

⟺ المثلثABCمتقايسالأضلاع

■

.. .𝟐𝟏𝟐 المثلث!. هذا داخل المرسومة الدائرة مركز I ليكن . c = AB و b = CA ، a = BC نضع ABCمثلث.
. {A(a),B(b),C(c)} للجملة المتناسبة المسافات مركز هي I النقطة أنّ أثبت الداخلية). منصفاتزواياه تقاطع (نقطة
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A

BC I1

A1

I

10.VII شكل

غير (AC) و Δк المستقيمين أنّ الواضح من . (BC) و Δк تقاطع نقطة Iк و ษBAC الزاوية منصف Δк ليكن الحلّ.
. (A النقطة في يتقاطعان متوازيين(لأنهما

.Aк النقطة Δкفي يقطع B بالنقطة المار و (AC) لـِ الموازي المستقيم
و ๔AAкB = ๔AкAB منه ๔CAAк = ๔AкAB فإنّ بالتالي و متقايستان إذن داخلياً متبادلتان ๔AAкB و ๔CAAк الزاويتان

: فإنّ (T)طاليس نظرية حسب . Bالرأس عند المثلثABAкمتساوسالساقين أنّ يعني هذا
IкB
IкC

= AкB
AC = AB

AC = c
b

المتناسبة المسافات مركز هي Iк أنّ أي bI්кB + cI්кC = ⃗0 : أنّ يعني فهذا C و Bالنقطتين بين تقع Iк النقطة أنّ بما و
. {B (b) ,C (c)} للجملة

الطريقة بنفس . (AB) مع ษACB الزاوية منصف تقاطع نقطة Iм و (AC) مع ษABC الزاوية منصف تقاطع نقطة Iл لتكن
؛ {A (a) ,C (c)} للجملة المتناسبة المسافات مركز هي Iл النقطة أنّ أي aI්лA + cI්лC = ⃗0 : أنّ نبرهن

. {A (a) ,B (b)} للجملة المتناسبة المسافات مركز هي Iм النقطة أنّ أي aI්мA + bI්мB = ⃗0 أنّ و
C (c) و B (b)النقطتين التعويضعن بإمكاننا أنه نعلم . {A(a),B(b),C(c)} للجملة المتناسبة المسافات مركز Iດ لتكن

. {A (a) , Iк (b + c)} للجملة المتناسبة المسافات مركز هي Iດ بالتالي و Iк (b + c) المتناسبة مسافتيهما بمركز
. ʩC (c) , Iм (a + b)ʪ للجملة و {B (b) , Iл (a + c)} للجملة المتناسبة المسافات مركز هي Iດ بالمثل،

للمثلث الداخلية المستقيماتهيمنصفاتالزوايا لكنهذه . (CIм) و (BIл) ، (AIк)المستقيمات إلى تنتمي Iດ أنّ يعني هذا
. Iດ = I إذن Iهي واحدة نقطة في تتقاطع أنها نعلم ABCو

■ . {A(a),B(b),C(c)} للجملة المتناسبة المسافات مركز هي I النقطة أنّ أثبتنا قد نكون هكذا

.. .𝟐𝟏𝟑 . 

⎧⎪
⎨⎪
⎩

u + v = −1
2

uv = −1
4

: ℂالجملة × ℂحلفي •1

.𝜔й + 𝜔к + 𝜔л + 𝜔м + 𝜔н = 0 : أنّ أثبت .𝜔 = eлѸഏ/о نضع •2

cosڄ
2𝜋
5 څ + cosڄ

4𝜋
5 څ = −1

2 : أنّ أولر) بصِيغ (بالإستعانة إستنتج

𝟯𝟬𝟯
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: أنّ أثبت •3

cosڄ
2𝜋
5 څ cosڄ

4𝜋
5 څ + sinڄ

2𝜋
5 څ sinڄ

4𝜋
5 څ = cosڄ

2𝜋
5 څ

cosڄ
2𝜋
5 څ cosڄ

4𝜋
5 څ − sinڄ

2𝜋
5 څ sinڄ

4𝜋
5 څ = cosڄ

4𝜋
5 څ و

.cosڄ
2𝜋
5 څ cosڄ

4𝜋
5 څ = −1

4 : أنّ إستنتج •4

. cosڄ
4𝜋
5 څ = −1 − √5

4 و cosڄ
2𝜋
5 څ = −1 + √5

4 : أنّ أثبت •5

: نجد الثانية المعادلة في بالتعويض ؛ v = −u − 1
2 : نجد الأولى المعادلة من : التعويض طريقة نتّبع •1 الحلّ.

uк = −1 − √5
4 : حلولها الثانية الدرجة من معادلة هي و 4uл + 2u − 1 = 0 أي uڄ−u − 1

څ2 = −1
4

. vл = −uл − 1
2 = −1 − √5

4 و vк = −uк − 1
2 = −1 + √5

4 منه ، uл = −1 + √5
4 و

. (u, v) =
چ

−1 + √5
4 , −1 − √5

4 ڇ
و (u, v) =

چ
−1 − √5

4 , −1 + √5
4 ڇ

: حلّين تقبل الجملة أنّ نستنتج

: إذن r = 𝜔 ≠ 1 أساسها هندسية لمتتالية الأولى حدود 5 مجموع •2
𝜔й + 𝜔к + 𝜔л + 𝜔м + 𝜔н = 1 − 𝜔о

1 − 𝜔 = 0 (𝜔о = 1 (لأنّ

1 + eлѸഏ/о + eнѸഏ/о + eпѸഏ/о + eсѸഏ/о = 0 أي

منه 8𝜋
5 = −2𝜋

5 (mod 2𝜋) و 6𝜋
5 = −4𝜋

5 (mod 2𝜋) لكن

: ينتج أولر صِيغ بتطبيق و 1 + eлѸഏ/о + eнѸഏ/о + e−нѸഏ/о + e−лѸഏ/о = 0

. cosڄ
2𝜋
5 څ + cosڄ

4𝜋
5 څ = −1

2 أي 1 + 2 cosڄ
2𝜋
5 څ + 2 cosڄ

4𝜋
5 څ = 0

: لدينا •3

cosڄ
2𝜋
5 څ = cosڄ

4𝜋
5 − 2𝜋

5 څ = cosڄ
2𝜋
5 څ cosڄ

4𝜋
5 څ + sinڄ

2𝜋
5 څ sinڄ

4𝜋
5 څ

cosڄ
4𝜋
5 څ = cos4−ڄ𝜋

5 څ = cosڄ
6𝜋
5 څ = cosڄ

4𝜋
5 + 2𝜋

5 څ = cosڄ
2𝜋
5 څ cosڄ

4𝜋
5 څ − sinڄ

2𝜋
5 څ sinڄ

4𝜋
5 څ

cosڄ
2𝜋
5 څ + cosڄ

4𝜋
5 څ = 2 cosڄ

2𝜋
5 څ cosڄ

4𝜋
5 څ : لنجد طرف السابقتينطرفاًإلى المساوتين نجمع •4

cosڄ
2𝜋
5 څ cosڄ

4𝜋
5 څ = 1

2 ڄcosڄ
2𝜋
5 څ + cosڄ

4𝜋
5 څڅ = 1

2 × 1−ڄ
څ2 = −1

4 أي

.
⎧⎪
⎨⎪
⎩

u + v = −1
2

uv = −1
4

: لدينا سبق حسبما . v = cosڄ
4𝜋
5 څ و u = cosڄ

2𝜋
5 څ نضع •5

𝟯𝟬𝟰
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( 4𝜋
5 ∈ ٴ

𝜋
2 , 𝜋ٷ (لأنّ cosڄ

4𝜋
5 څ < 0 و ( 2𝜋

5 ∈ ,0ٴ 𝜋
ٷ2 (لأنّ cosڄ

2𝜋
5 څ > 0 لكن

. cosڄ
4𝜋
5 څ = −1 − √5

4 و cosڄ
2𝜋
5 څ = −1 + √5

4 : الأوّل) (السؤال منه
■

.. .𝟐𝟏𝟒 . 
المدور و بالمسطرة الخماسيالمنتظم إنشاء

ثم b و a هي حلولها التي الثانية الدرجة من المعادلة أوجد . b = zл + zм و a = z + zн ، z = eлѸഏ/о نضع •1
. sinڂ

𝜋
ڃ5 و cosڂ

𝜋
ڃ5 ، sinڄ

4𝜋
5 څ ، cosڄ

4𝜋
5 څ ، sinڄ

2𝜋
5 څ ، cosڄ

2𝜋
5 څ من كلّ قِيَم استنتج

النقطتين في (Ox) المحور تقطع ı Mذاتاللاحقة بالنقطة التيتمر 1−و
2 Ωذاتاللاحقة النقطة التيمركزها الدائرة •2

للخماسي المدرّجة)، (غير المسطرة و بالمدور إنشاءًا، استنتج ثمّ OI + OJ = OI ⋅ OJ = −1 أنّ أثبت . J و I
. 1 اللاحقة ذات النقطة رؤوسه أحد و ، 1 القطر نصف Oو المركز ذات الدائرة على رؤوسه تقع الذي المنتظم

a = z+ z = 2Re (z) = 2 cos 2𝜋
5 إذن zм = zл بالمثل z = 1

z = zо
z = zн منه ||1|| = 1 و zо = 1 لدينا •1 الحلّ.

. b = zл + zл = 2Re ځzлڀ = 2Re ځeнѸഏ/оڀ = 2 cos 4𝜋
5 و

منه 1 + z + zл + zм + zн = 0 فيℂفإنّ للوحدة الخامسة الجذور هي zн و zм ، zл ، z ، 1 أنّ بما
: أخرى جهة من . a + b = z + zл + zм + zн = −1

ab = zڀ + zнځ zлڀ + zмځ = zм + zн + zп + zр = zм + zн + z ⋅ zо + zл ⋅ zо
= zм + zн + z + zл = a + b = −1

لكن . −1 ± √5
2 يساويان أي Xл + X − 1 = 0 المعادلة حلاَّ هما b و a إذن ab = −1 و a + b = −1 أي

و cos 2𝜋
5 = −1 + √5

4 منه b = −1 − √5
2 و a = −1 + √5

2 إذن 2𝜋
5 ∈ ,0ٷ 𝜋

ٴ2 لأنّ a = 2 cos 2𝜋
5 > 0

. cos 4𝜋
5 = −1 − √5

4
: فإنّ sin 2𝜋

5 > 0 أنّ بما

sin 2𝜋
5 = +ʷ1 − cosл 2𝜋

5 =
ʻ̋
ʺ̋

ʹ
1 −

چ
−1 + √5

4 ڇ

л

= ʵ10 + 2√5
4

: فإنّ sin 4𝜋
5 > 0 أنّ بما و

sin 4𝜋
5 = +ʷ1 − cosл 4𝜋

5 =
ʻ̋
ʺ̋

ʹ
1 −

چ
−1 − √5

4 ڇ

л

= ʵ10 − 2√5
4

cos 𝜋
5 = − cosڂ𝜋 − 𝜋

ڃ5 = − cos 4𝜋
5 = 1 + √5

4 : أخرى جهة من

sin 𝜋
5 = sinڂ𝜋 − 𝜋

ڃ5 = sin 4𝜋
5 = ʵ10 − 2√5

4 و

𝟯𝟬𝟱
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: الأخير في

cos 𝜋
5 = 1 + √5

4 ; cos 2𝜋
5 = −1 + √5

4 ; cos 4𝜋
5 = −1 − √5

4

sin 𝜋
5 = ʵ10 − 2√5

4 ; sin 2𝜋
5 = ʵ10 + 2√5

4 ; sin 4𝜋
5 = ʵ10 − 2√5

4

: Mهو بالنقطة تمر Ωو مركزها التي الدائرة نصفقطر •2

ΩM = ʶΩOл + OMл = ʷ
1
4 + 1 = √5

2

OI = OΩ + ΩI = −1
2 + √5

2 = −1 + √5
2 : إذن

OJ = OΩ + ΩJ = −1
2 − √5

2 = −1 − √5
2 و

OI = 2 cos 2𝜋
5 = a : أي

OJ = 2 cos 4𝜋
5 = b و

OI + OJ = a + b = −1 : منه
OI ⋅ OJ = ab = −1 و

مركزها التي الدائرة يقطع المحور فهذا بالتالي و x = 1
2OI = cos 2𝜋

5 هي [OI] المستقيمة القطعة محور معادلة

cosڄو 2𝜋
5 , − sin 2𝜋

5 النقطتينڅ في أي ± sin 2𝜋
5 ترتيبتاهما و cos 2𝜋

5 فاصلتاهما نقطتين 1في نصفقطرها Oو

للخماسيالمنتظم. رأسان cosڄاللتينهما 2𝜋
5 , sin 2𝜋

5 څ

O مركزها التي الدائرة يقطع المحور فهذا بالتالي و x = 1
2OJ = cos 4𝜋

5 هي ʱOJٳ القطعة محور معادلة بالمثل،

و cosڄ 4𝜋
5 , − sin 4𝜋

5 څ النقطتين في أي ± sin 4𝜋
5 ترتيبتاهما و cos 4𝜋

5 فاصلتهما نقطتين في 1 قطرها نصف و

للخماسيالمنتظم. رأسان cosڄاللتينهما 4𝜋
5 , sin 4𝜋

5 څ
.(11.VIIشكل) . (1, 0) النقطة الرأسالخامسهو علىأربعةرؤوسللخماسيالمنتظم. نكونقدتحصلنا هكذا
■

.. .𝟐𝟏𝟓 . 
: الآتية المجاميع أحسب ، 292 صفحة 203 التمرين نفسطريقة باتباع

.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

S = ڂ
n
ڃ0 + ڂ

n
ڃ4 + ڂ

n
ڃ8 + ⋯

T = ڂ
n
ڃ1 + ڂ

n
ڃ5 + ڂ

n
ڃ9 + ⋯

U = ڂ
n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ6 + ڂ

n
ڃ10 + ⋯

V = ڂ
n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ7 + ڂ

n
ڃ11 + ⋯

𝟯𝟬𝟲
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Ω 1

M

J IO

11.VII شكل

: x = −ı و x = −1 ، x = ı ، x = 1 على النتيجة نُطبّق ثمّ الحد، ثنائي مفكوك باستعمال (1 + x)ѫننشر الحلّ.
(1 + 1)ѫ = ڂ

n
ڃ0 + ڂ

n
ڃ1 + ڂ

n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ4 + ڂ

n
ڃ5 + ⋯ = S + T + U + V

(1 + ı)ѫ = ڂ
n
ڃ0 + ıڂ

n
ڃ1 + ıлڂ

n
ڃ2 + ıмڂ

n
ڃ3 + ıнڂ

n
ڃ4 + ıоڂ

n
ڃ5 + ⋯

= ڂ
n
ڃ0 + ıڂ

n
ڃ1 − ڂ

n
ڃ2 − ıڂ

n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ4 + ıڂ

n
ڃ5 + ⋯ = S + ıT − U − ıV

(1 − 1)ѫ = ڂ
n
ڃ0 + (−1) ڂ

n
ڃ1 + (−1)л ڂ

n
ڃ2 + (−1)м ڂ

n
ڃ3 + (−1)н ڂ

n
ڃ4 + (−1)о ڂ

n
ڃ5 + ⋯

= ڂ
n
ڃ0 − ڂ

n
ڃ1 + ڂ

n
ڃ2 − ڂ

n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ4 − ڂ

n
ڃ5 + ⋯ = S − T + U − V

(1 − ı)ѫ = ڂ
n
ڃ0 + (−ı) ڂ

n
ڃ1 + (−ı)л ڂ

n
ڃ2 + (−ı)м ڂ

n
ڃ3 + (−ı)н ڂ

n
ڃ4 + (−ı)о ڂ

n
ڃ5 + ⋯

= ڂ
n
ڃ0 − ıڂ

n
ڃ1 − ڂ

n
ڃ2 + ıڂ

n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ4 − ıڂ

n
ڃ5 + ⋯ = S − ıT − U + ıV

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

S + T + U + V = 2ѫ (1)
S + ıT − U − ıV = (1 + ı)ѫ (2)
S − T + U − V = 0 (3)

S − ıT − U + ıV = (1 − ı)ѫ (4)

: منه 4S = 2ѫ + (1 + ı)ѫ + (1 − ı)ѫ نجد (1) + (2) + (3) + (4) بجمع

S = 2ѫ + (1 + ı)ѫ + (1 + ı)ѫ
4 = 2ѫ + 2Re 1)ڀ + ı)ѫځ

4

=
2ѫ + 2Re2√ڂѫeѫѸഏ/н

ڃ
4 = 2ѫ + 2√2ѫ cosnഏ

н
4

𝟯𝟬𝟳
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: نجد (1) − ı × (2) − (3) + ı × (4) بجمع

T = 2ѫ − ı (1 + ı)ѫ + ı (1 − ı)ѫ
4 = 2ѫ − 2Re ıڀ (1 + ı)ѫځ

4

= 2ѫ − 2√2ѫ cos ഏڀ
л + nഏ

нځ
4 = 2ѫ + 2√2ѫ sinnഏ

н
4

: نجد (1) − (2) + (3) − (4) بجمع

U = 2ѫ − (1 + ı)ѫ − (1 − ı)ѫ
4 = 2ѫ − 2Re 1)ڀ + ı)ѫځ

4

=
2ѫ − 2Re2√ڂѫeѫѸഏ/н

ڃ
4 = 2ѫ − 2√2ѫ cosnഏ

н
4

: نجد (1) + ı × (2) − (3) − ı × (4) بجمع

V = 2ѫ + ı (1 + ı)ѫ − ı (1 − ı)ѫ
4 = 2ѫ + 2Re ıڀ (1 + ı)ѫځ

4

= 2ѫ + 2√2ѫ cos ഏڀ
л + nഏ

нځ
4 = 2ѫ − 2√2ѫ sinnഏ

н
4

■

.. .𝟐𝟏𝟔 . 

. ڂ
n
kڃ = n!

k! (n − k)! حيث الحد) ثنائي (مفكوك (1 + x)ѫ =
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃx

Ѩ : أنّ نُذكّر

: أنّ أثبت ، موافر دستور باستعمال •1
Sк(n) = ڂ

n
ڃ0 − ڂ

n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ4 − ⋯ + (−1)Ѫ ڂ

n
2mڃ = 2ѫ/л cos n𝜋

4 , n − 1 ≤ 2m ≤ n

: للمجموع ممُاَثلِة عبارة أوجد •2
Sл(n) = ڂ

n
ڃ1 − ڂ

n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ5 − ⋯ + (−1)Ѫ ڂ

n
2m + ڃ1 , n − 1 ≤ 2m + 1 ≤ n

. n = 8 و n = 7 ، n = 6 لأجل النتيجة هذه من تحَقق ثمّ

خاصة قيمة اختيار فعلينا فردية، كلها أو زوجية كلها رُتَبها الحد ثنائي معاملات مجموع عن البحث بصدد أننا بما الحلّ.
السهلملاحظة من و . kالطبيعي العدد فردية) أو (زوجية بشفعية خصوصياتترتبط xѨ للمقدار بحيثيكون x للمتغيرّ

فردياً. k كان إذا تخيليصرف و ، زوجياً k كان إذا حقيقي ıѨ فالعدد : الميزة بهذه تتمتع ı التخيلية الوحدة أنّ

: فنجد موافر دستور نُطبّق ثمّ 1 + ı = √2eѸഏ/нنكتب و x = ı إذن نأخذ •1

√2
ѫ
cosڂ n𝜋

4 + ı sin n𝜋
4 ڃ = 2eѸഏ/н√ڂ

ڃ
ѫ

= (1 + ı)ѫ

= ڂ
n
ڃ0 + ıڂ

n
ڃ1 + ıлڂ

n
ڃ2 + ıмڂ

n
ڃ3 + ıнڂ

n
ڃ4 + ıоڂ

n
ڃ5 + ⋯

= ڂٴ
n
ڃ0 − ڂ

n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ4 − ٷ⋯ + ı ڂٴ

n
ڃ1 − ڂ

n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ5 − ٷ⋯

𝟯𝟬𝟴
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الجزء −nيساوي 1 ≤ 2m ≤ nحيث Sк(n) = ڂ
n
ڂ−ڃ0

n
ڂ+ڃ2

n
−ڃ4 ⋯ + (−1)Ѫ ڂ

n
2mڃ المجموع أنّ أي

: منه 2eѸഏ/н√ڂ
ڃ
ѫ
للعدد الحقيقي

Sк(n) = ڂ
n
ڃ0 − ڂ

n
ڃ2 + ڂ

n
ڃ4 − ⋯ + (−1)Ѫ ڂ

n
2mڃ = 2ѫ/л cos n𝜋

4 , n − 1 ≤ 2m ≤ n

حيث Sл(n) = ڂ
n
ڃ1 − ڂ

n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ5 − ⋯ + (−1)Ѫ ڂ

n
2m + ڃ1 المجموع أنّ مباشرةً نستخلص سبق، مماّ •2

: أي 2eѸഏ/н√ڂ
ڃ
ѫ
للعدد التخيلي الجزء يساوي n − 1 ≤ 2m ≤ n

Sл(n) = ڂ
n
ڃ1 − ڂ

n
ڃ3 + ڂ

n
ڃ5 − ⋯ + (−1)Ѫ ڂ

n
2m + ڃ1 = 2ѫ/л sin n𝜋

4 , n − 1 ≤ 2m + 1 ≤ n

: المباشرنجد بالحساب و ، n = 8 و n = 7 ، n = 6 لأجل

Sл(6) = ڂ
6
ڃ1 − ڂ

6
ڃ3 + ڂ

6
ڃ5 = 6 − 20 + 6 = −8 = 2п/л sin 6𝜋

4
Sл(7) = ڂ

7
ڃ1 − ڂ

7
ڃ3 + ڂ

7
ڃ5 − ڂ

7
ڃ7 = 7 − 35 + 21 − 1 = −8 = 2р/л sin 7𝜋

4
Sл(8) = ڂ

8
ڃ1 − ڂ

8
ڃ3 + ڂ

8
ڃ5 − ڂ

8
ڃ7 = 8 − 56 + 56 − 8 = 0 = 2с/л sin 8𝜋

4

■

.. .𝟐𝟏𝟕 . 

. n ∈ ℕ∗ لأجل Pѫ (X) = (1 + ıX)ѫ − (1 − ıX)ѫ الحدود كثير جذور أوجد •1

.
ѫ−к
௝
Ѩ=й

tanڄ
k𝜋
n څ المجموع قيمة فردياً، n يكون عندما إستنتج، •2

: لدينا •1 الحلّ.
Pѫ (z) = 0 ⟺ (1 + ız)ѫ = (1 − ız)ѫ

ليس z = −ı أنّ أي (1 − ız)ѫ = 0 و (1 + ız)ѫ = 2ѫ فإنّ الحالة هذه في و 1 − ız = 0 ⟺ z = −ı لكن
: فيكون (1 − ız)ѫ على طرفيها قسمة بإمكاننا بالتالي و (1 + ız)ѫ = (1 − ız)ѫ للمعادلة ăحلا

Pѫ (z) = 0 ⟺ (1 + ız)ѫ = (1 − ız)ѫ ⟺ (1 + ız)ѫ
(1 − ız)ѫ = 1

⟺ ڄ
1 + ız
1 − ızڅ

ѫ
= 1 = eлѸഏ/ѫ

⟺ 1 + ız
1 − ız = eлѸѨഏ/ѫ , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

⟺ ız 1ڀ + eлѸѨഏ/ѫځ = eлѸѨഏ/ѫ − 1 , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

: ينتج 𝜃 = k𝜋
n بأخذ . eлѸഈ − 1 = 2ıeѸഈ sin 𝜃 و 1 + eлѸഈ = 2eѸഈ cos 𝜃 لكن

Pѫ (z) = 0 ⟺ ız 1ڀ + eлѸѨഏ/ѫځ = eлѸѨഏ/ѫ − 1 , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

⟺ 2ızeѸѨഏ/ѫ cos k𝜋
n = 2ıeѸѨഏ/ѫ sin k𝜋

n , k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1}

𝟯𝟬𝟵
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: لكن
cos k𝜋

n = 0 ⟺ k𝜋
n = 𝜋

2 ⟺ k = n
2 و زوجي n

: منه

zѨ = tanڄ
k𝜋
n څ الأعداد هي Pѫ (X) الحدود كثير جذور فإنّ زوجياً n كان إذا •

.(n − 1 هو الحلول (عدد k ≠ n
2 و k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n − 1} مع

k ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n−1}مع zѨ = tanڄ
k𝜋
n څ Pѫهيالأعداد (X) كثيرالحدود جذور فإنّ كانnفردياً إذا •

.(n هو الحلول (عدد

فإنه n ≥ 1 درجته مركبة بمعاملات حدود كثير P (X) =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ كان إذا (383 صفحة 46 (مبرهنة أنه نعلم •2

: مثالنا في . 𝜎к = −aѫ−к
aѫ

هو الجذور هذه مجموع أنّ فيℂو جذراً n يقبل

Pѫ (X) = ʱıѫzѫ + nıѫ−кzѫ−к + ٳ⋯ − (ı−)ٴ
ѫ zѫ + n (−ı)ѫ−к zѫ−к + ٷ⋯

: منه (−ı)ѫ−к = ıѫ−к و (−ı)ѫ = −ıѫ بالتالي و زوجي n − 1 فإنّ فردياً n كان إذا
Pѫ (X) = ʱıѫzѫ + nıѫ−кzѫ−к + ٳ⋯ − ʱ−ıѫzѫ + nıѫ−кzѫ−к + ٳ⋯ = 2ıѫzѫ + 0 ⋅ zѫ−к + ⋯

: إذن
ѫ−к
௝
й

tanڄ
k𝜋
n څ = 𝜎к = − 0

2ıѫ = 0

■

.. .𝟐𝟏𝟖 . 

1ڄ. + ı
څ3√

ѫ
− 1ڄ − ı

څ3√

ѫ
= 0 : بحيث n ∈ ℕ الطبيعية الأعداد كل أوجد •1

.
ؙ
ש −к
௝
Ѩ=й

ڂ
n

2k + ڃ1 (−1)Ѩ 3−Ѩ = 0 : الحالة هذه في أنه إستنتج •2

(2) السؤال مساواة على نحصل فإننا الحد، ثنائي دستور بتطبيق (1) السؤال مساواة من الأول نشرالحد حاولنا إذا الحلّ.
أخرى. طريقة البحثعن يجب بالتالي و مباشرة بصفة إثباتها يصعب الأخيرة هذه و

نتذكر و الأسي... الشكل إذن نستخدم : مركبة أعداد جداء مع التعامل الأنسبعند هي المثلثية) (أو الأسية الكتابة لكن،

. 1
√3

= tanڂ
𝜋
ڃ6 أنّ

: لدينا •1

1 + ı
√3

= 2
√3 چ

√3
2 + 1

2ıڇ
= 2

√3
eѸഏ/п

1 − ı
√3

= 2
√3 چ

√3
2 − 1

2ıڇ
= 2

√3
e−Ѹഏ/п و

𝟯𝟭𝟬
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منه

1ڄ + ı
څ3√

ѫ
− 1ڄ − ı

څ3√

ѫ
= 0 ⟺ ڄ

2
√3

eѸഏ/п
څ

ѫ
− ڄ

2
√3

e−Ѹഏ/п
څ

ѫ
= 0

⟺ ڄ
2
څ3√

ѫ

ʱeѸѫഏ/п − e−Ѹѫഏ/пٳ = 0

⟺ ڄ
2
څ3√

ѫ

2ıٴ sinڂ
n𝜋
6 ٷڃ = 0

⟺ sinڂ
n𝜋
6 ڃ = 0

⟺ n = 0 (mod 6)

. 6 العدد مضاعفات المطلوبهي تحقق التي الأعداد إذن

: الحد ثنائي دستور نطبق •2

1ڄ + ı
څ3√

ѫ
=

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڄڃ

ı
څ3√

Ѩ

1ڄ − ı
څ3√

ѫ
=

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڄڃ− ı

څ3√

Ѩ
و

منه

1ڄ + ı
څ3√

ѫ
− 1ڄ − ı

څ3√

ѫ
=

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃʴ

ıѨ − (−ı)Ѩ

√3Ѩ ٶ

أننا بما و الفردية الرتبة ذات الحدود إلاّ تبقى لا بالتالي و ıѨ − (−ı)Ѩ = 0 فإنّ زوجياً k كان إذا السابق، المجموع في
: ينعدم) السابق المجموع في الأخير الحد فإنّ زوجي، n أنّ (بما منه n2 ∈ ℕ فإنّ n = 0 (mod 6) الحالة نعتبر

1ڄ + ı
څ3√

ѫ
− 1ڄ − ı

څ3√

ѫ
= 0 ⟺

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃʴ

ıѨ − (−ı)Ѩ

√3Ѩ ٶ
= 0

⟺
ؙ
ש −к
௝
Ѫ=й

ڂ
n

2m + ʴڃ1
ıлѪ+к − (−ı)лѪ+к

√3лѪ+к ٶ
= 0

⟺
ؙ
ש −к
௝
Ѫ=й

ڂ
n

2m + ڃ1
⎡⎢
⎣

ı × (ıл)Ѫ − (−ı) × (ı−)ڂ
л
ڃ
Ѫ

√3 × 3ڂ
к/л

ڃ
лѪ

⎤⎥
⎦

= 0

⟺ ı
√3

ؙ
ש −к
௝
Ѫ=й

ڂ
n

2m + ڃ1
(−1)Ѫ + (−1)Ѫ

3Ѫ = 0

⟺
ؙ
ש −к
௝
Ѫ=й

ڂ
n

2m + (1−)2ڃ1
Ѫ3−Ѫ = 0

⟺
ؙ
ש −к
௝
Ѫ=й

ڂ
n

2m + (1−)ڃ1
Ѫ3−Ѫ = 0

المطلوب. هو و

𝟯𝟭𝟭
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■

.. .𝟐𝟏𝟗 .!. 𝜔 = eлѸഏ/ѫ و n ≥ بحيث2 طبيعي عدد n

.
ѫ−к
௞
Ѩ=к

zڀ − 𝜔Ѩځ =
ѫ−к
௝
ൔ=й

zൔ : فإنّ z ≠ بحيث1 z ∈ ℂمركب عدد لكل أنه أثبت •1

. z = 1 لأجل تبقىصحيحة السابقة المساواة أنّ ر برِّ •2

.
ѫ−к
௞
Ѩ=к

sin k𝜋
n = n

2ѫ−к : المساواة إستنتج •3

: فإنّ 𝜔ѫ−к ،⋯ ، 𝜔л ، 𝜔 ، 1 الأعداد هي zѫ − 1 = 0 المعادلة حلول أنّ بما •1 الحلّ.
zѫ − 1 = (z − 1)

ѫ−к
௞
Ѩ=к

zڀ − 𝜔Ѩځ

: منه zѫ − 1 = (z − 1) 1ڀ + z + zл + ⋯ zѫ−кځ : لكن

zѫ − 1 = (z − 1)
ѫ−к
௞
Ѩ=к

zڀ − 𝜔Ѩځ = (z − 1)
چ

ѫ−к
௝
ൔ=й

zൔ
ڇ

.
ѫ−к
௞
Ѩ=к

zڀ − 𝜔Ѩځ =
ѫ−к
௝
ൔ=й

zൔ : ينتج z − 1 الحد فباختزال ، z ≠ 1 كان إذا

متطابقتان و حدود) (كثيرَا ℝ على (متصلتان) مستمرتان x ⟼
ѫ−к
௝
ൔ=й

xൔ و x ⟼
ѫ−к
௞
Ѩ=к

xڀ − 𝜔Ѩځ الدالتان •2

: أي 1 إلى x المتغيرّ يؤول عندما النهاية نفس لهما بالتالي ℝو ⧵ على{1} (متساويتان)

lim
ѵ→к

ѫ−к
௞
Ѩ=к

xڀ − 𝜔Ѩځ = lim
ѵ→к

ѫ−к
௝
ൔ=й

xൔ

. z = 1 لأجل تبقىصحيحة السابقة المساواة فإنّ (بالإستمرارية) منتهية و موجودة النهاية هذه أنّ بما و

: لكن .
ѫ−к
௞
Ѩ=к

zڀ − 𝜔Ѩځ =
ѫ−к
௝
ൔ=й

zൔ = n : تُكتب الأول السؤال نتيجة ، z = 1 أجل من •3

1 − 𝜔Ѩ = 1 − eлѸѨഏ/ѫ = −2ıeѸѨഏ/ѫ sin k𝜋
n

و
ѫ−к
௞
Ѩ=к

eѸѨഏ/ѫ = eѸ ಒ
ؙ ר−ؙ∑

ר=ؖ Ѩ = eѸ ಒ
ؙ ڊר−ؙډؙ⋅

ש = eѸپѫ−кٿഏ/л = ıѫ−к

𝟯𝟭𝟮
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: منه

n =
ѫ−к
௞
Ѩ=к

1ڀ − 𝜔Ѩځ =
ѫ−к
௞
Ѩ=кڄ

−2ıeѸѨഏ/ѫ sin k𝜋
n څ

= (−1)ѫ−к ⋅ 2ѫ−к ⋅ ıѫ−к
ѫ−к
௞
Ѩ=к

eѸѨഏ/ѫ
ѫ−к
௞
Ѩ=к

sin k𝜋
n

= (−1)ѫ−к ⋅ 2ѫ−к ⋅ ıѫ−к ⋅ ıѫ−к ⋅
ѫ−к
௞
Ѩ=к

sin k𝜋
n

= (−1)ѫ−к ⋅ 2ѫ−к ⋅ ıлѫ−л
ѫ−к
௞
Ѩ=к

sin k𝜋
n

= (−1)ѫ−к ⋅ 2ѫ−к ⋅ (−1)ѫ−к
ѫ−к
௞
Ѩ=к

sin k𝜋
n

= 2ѫ−к
ѫ−к
௞
Ѩ=к

sin k𝜋
n

.((−1)ѫ−к ⋅ (−1)ѫ−к = 1 و ıлѫ−л = ځıлڀ
ѫ−к = (−1)ѫ−к (لأنّ

.
ѫ−к
௞
Ѩ=к

sin k𝜋
n = n

2ѫ−к : الأخير في

■

.. .𝟐𝟐𝟎 .$
. P(z) =

ѫ
௝
Ѩ=й

aѨzѨ : z ∈ ℂ لكل نضع، . aй,aк, ⋯ ,aѫ ∈ ℂ و n ∈ ℕ ليكن

.||P(u)|| ≤ M : فإنّ u ∈ 𝕌 يكن Mبحيثمهما ∈ ℝ+ ليكن و ؛ 1 طويلتها التي المركبة الأعداد 𝕌مجموعة لتكن
. 𝜔 = e ಒئש

ר+ؙ نضع أخيراً،

. p ∈ ℤ لكل
ѫ

௝
Ѩ=й

𝜔ѭѨ المجموع أحسب •1

. ||aѮ|| ≤ M المتباينة استنتج ثمّ
ѫ

௝
Ѩ=й

P 𝜔−ѨѮځ𝜔Ѩڀ المجموع ط بسِّ . q ∈ {0, 1, ⋯ ,n} ليكن •2

: منه p = 0 (mod n + 1) كان إذا 𝜔ѭ = 1 فإنّ للوحدة n + 1 الرتبة من جذر 𝜔 أنّ بما . p ∈ ℤ ليكن •1 الحلّ.
ѫ

௝
Ѩ=й

𝜔ѭѨ =
ѫ

௝
Ѩ=й

(𝜔ѭ)Ѩ

=

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

ѫ
௝
Ѩ=й

1Ѩ =
ѫ

௝
Ѩ=й

1 = n + 1 ؛ (𝜔ѭ = 1 الحالة هذه في (لأنه p = 0 (mod n + 1) كان إذا

(𝜔ѭ)ѫ+к − 1
𝜔ѭ − 1 = eлѭѸഏ − 1

𝜔ѭ − 1 = 0 ؛ (𝜔ѭ ≠ 1 الحالة هذه في (لأنه p ≠ 0 (mod n + 1) كان إذا

𝟯𝟭𝟯
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: لدينا •2
ѫ

௝
Ѩ=й

P 𝜔−ѨѮځ𝜔Ѩڀ =
ѫ

௝
Ѩ=йچ

ѫ
௝
Ѫ=й

aѪ ځ𝜔Ѩڀ
Ѫ

ڇ
𝜔−ѨѮ =

ѫ
௝
Ѩ=йچ

ѫ
௝
Ѫ=й

aѪ𝜔ѨѪ𝜔−ѨѮ
ڇ

=
ѫ

௝
Ѩ=йچ

ѫ
௝
Ѫ=й

aѪ𝜔ѨپѪ−Ѯٿ
ڇ

=
ѫ

௝
Ѫ=йچ

ѫ
௝
Ѩ=й

aѪ𝜔ѨپѪ−Ѯٿ
ڇ

=
ѫ

௝
Ѫ=йچ

aѪ
ѫ

௝
Ѩ=й

𝜔ѨپѪ−Ѯٿ
ڇ

=
ѫ

௝
Ѫ=й

aѮڂ × ڃ1

= (n + 1) aѮ

الحالة و p = m − qحيث
ѫ

௝
Ѩ=й

𝜔ѭѨ المجموع على الأول السؤال نتيجة تطبيق عن ناتجة الأخيرة قبل ما المساواة

: mلأنّ = q يكون m−qأيعندما = 0 يكون عندما m−qهي = 0 (mod n + 1) فيها يكون التي الوحيدة
m ∈ {0, 1, 2, ⋯ ,n} ⟹ m − q ∈ {−q, −q + 1, −q + 2, ⋯ , −q + n}

: منه 0 < ||m − q|| < n + 1 mفإنّ ∈ {1, 2, ⋯ ,n} لكل إذن

||(n + 1) aѮ|| =
|
|
|
||

ѫ
௝
Ѩ=й

P 𝜔−ѨѮځ𝜔Ѩڀ
|
|
|
||

≤
ѫ

௝
Ѩ=й

||P ||𝜔−ѨѮځ𝜔Ѩڀ المعممة) المثلثية المتباينة (بتطبيق

=
ѫ

௝
Ѩ=й

||P ||ځ𝜔Ѩڀ ⋅ ||𝜔−ѨѮ|| (حسبخواصالطويلة)

=
ѫ

௝
Ѩ=й

||P ||ځ𝜔Ѩڀ (||𝜔−ѨѮ|| = 1 (لأنّ

≤
ѫ

௝
Ѩ=й

M (𝜔Ѩ ∈ 𝕌 (لأنّ

= (n + 1)M

. ||aѮ|| ≤ M : ينتج (n + 1) ( (الموجبتماماً المشترك العامل باختزال و
■

.. .𝟐𝟐𝟏 .$

: ( طبيعي عدد n و حقيقي عدد a المجهول، هو z ) التالية فيℂالمعادلة حلّ •1
(z + 1)ѫ = cos 2na + ı sin 2na

الحلول. هذه k = 0, 1, 2, ⋯ ,n − 1 , zѨ لتكن

.A(z) =
ѫ−к
௞
Ѩ=й

(z − zѨ) : أنّ أثبت .A(z) = (z + 1)ѫ − eлѸѫў نضع •2

فيA(z)؟ و ؟
ѫ−к
௞
Ѩ=й

(z − zѨ) الثابتفينشر المعامل هو ما •3

𝟯𝟭𝟰
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نضع •4

Pѫ =
ѫ−к
௞
Ѩ=й

sinڄa + k𝜋
n څ = sina × sinڂa + 𝜋

nڃ × ⋯ × sinڄa + n − 1
n 𝜋څ

.
ѫ−к
௞
Ѩ=й

zѨ = (−1)ѫ+к 2ѫıeѸѫўPѫ : أنّ أثبت

. n بدلالة Pѫ عبارة إستنتج •5

للوحدة. النونية الجذور ، 0 ≤ k ≤ n − 1 مع ، 𝜔Ѩ = eлѸѨഏ/ѫ لتكن الحلّ.
0 ≤ k ≤ n−1معzѨ+1 = 𝜔ѨeлѸў zѨبحيث: إذنالحلولهيالأعداد (z + 1)ѫ = ځeлѸўڀ

ѫ تكافئ: المعادلة •1
: منه

zѨ = 𝜔ѨeлѸў = exp2ڄıa + 2ık𝜋
n څ − 1 = expڄıa + ık𝜋

n ʲڅ
expڄıa + ık𝜋

n څ − expڄ−ıa − ık𝜋
n ʳڅ

= expڄıa + ık𝜋
n څ × 2ı sinڄa + k𝜋

n څ

. 0 ≤ k ≤ n − 1 مع zѨ الأعداد هي أي (z + 1)ѫ = eлѸѫў : المعادلة حلول A(z)هي الحدود كثير جذور •2
: فإنّ 1 المهيمنفيA(z)هو المعامل أنّ بما و

A(z) = 1 ×
ѫ−к
௞
Ѩ=й

(z − zѨ) =
ѫ−к
௞
Ѩ=й

(z − zѨ)

أي
ѫ−к
௞
Ѩ=й

(−zѨ) الثابتهو المعامل هذا إذن z = بالتعويض0
ѫ−к
௞
Ѩ=й

(z − zѨ)الثابتفي المعامل على نحصل •3

المعامل إذن (z = 0 بأخذ عليه نحصل (و 1 هو (z + 1)ѫ الثابتفي المعامل أخرى، جهة من . (−1)ѫ
ѫ−к
௞
Ѩ=й

zѨ
. 1 − eлѸѫў الثابتفيA(z)هو

: لكن

1 − eлѸѫў = − eлѸѫўڀ − ځ1 = − [eѸѫў (eѸѫў − e−Ѹѫў)] = −eѸѫў × 2ı sinna = −2ıeѸѫў sinna

−2ıeѸѫў sinna الثابتفيA(z)هو المعامل إذن

.
ѫ−к
௞
Ѩ=й

zѨ = (−1)ѫ+к 2ıeѸѫў sin (na) منه (−1)ѫ
ѫ−к
௞
Ѩ=й

zѨ = −2ıeѸѫў sin (na) : السابق السؤال حسب •4

𝟯𝟭𝟱
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: لكن

ѫ−к
௞
Ѩ=й

zѨ =
ѫ−к
௞
Ѩ=й ʲ

expڄıa + ık𝜋
n څ × 2ı sinڄa + k𝜋

n ʳڅ
=

ѫ−к
௞
Ѩ=й

expڄıa + ık𝜋
n څ

ѫ−к
௞
Ѩ=й ʲ

2ı sinڄa + k𝜋
n ʳڅ

= exp
ʴ

ѫ−к
௝
Ѩ=йڄ

ıa + ık𝜋
2 ٶڅ

× (2ı)ѫ
ѫ−к
௞
Ѩ=й

sinڄa + k𝜋
n څ

= exp (ına) exp
چ
ı𝜋
n

ѫ−к
௝
Ѩ=й

k
ڇ

× 2ѫ × ıѫPѫ

= eѸѫў × expڄı
𝜋
n × n (n − 1)

2 څ × 2ѫ × ıѫPѫ = eѸѫў × expڄı
(n − 1)𝜋

2 څ × 2ѫ × ıѫ × Pѫ

= eѸѫў × ځeѸഏ/лڀ
ѫ−к × 2ѫ × ıѫPѫ = eѸѫў × ıѫ−к × 2ѫ × ıѫ × Pѫ

= eѸѫў × 2ѫ × ıлѫ−кPѫ = eѸѫў × 2ѫ × ځıлڀ
ѫ × 1

ı × Pѫ
= (−1)ѫ+к 2ѫıeѸѫўPѫ

: منه 2ѫPѫ = 2 sin (na)أي (−1)ѫ+к 2ѫıeѸѫўPѫ = (−1)ѫ+к 2ıeѸѫў sin (na) : إذن

Pѫ = sin (na)
2ѫ−к

■

.. .𝟐𝟐𝟐 . 
للوحدة. النونية أحسبحاصلضربالجذور . n ≥ بحيث2 n ∈ ℕ ليكن

: إذن . k = 0, 1, ⋯ ,n − 1 مع eлѸѨഏ/ѫ الأعداد هي للوحدة النونية الجذور أنّ نعلم الحلّ.
ѫ−к
௞
Ѩ=й

eлѸѨഏ/ѫ = exp
چ

ѫ−к
௝
Ѩ=й

2ık𝜋
n ڇ

= exp
چ
2ı𝜋
n

ѫ−к
௝
Ѩ=й

k
ڇ

= expڄ
2ı𝜋
n × n(n − 1)

2 څ = eѸپѫ−кٿഏ = (eѸഏ)ѫ−к = (−1)ѫ−к

■

.. .𝟐𝟐𝟑 .!. للوحدة النونية الجذور Uѫمجموعة لتكن . n ≥ بحيث2 n ∈ ℕ ليكن
. ௝
ѷەјؙ

||z − 1|| : المجموع أحسب

: لدينا . k = 0, 1, ⋯ ,n − 1 مع 𝜔Ѩ = eлѸѨഏ/ѫ الأعداد هي للوحدة النونية الجذور الحلّ.
𝜔Ѩ − 1 = eлѸѨഏ/ѫ − 1 = eؖئಒ

ؙ eڂ
ಒئؖ
ؙ − e−ؖئಒ

ؙ ڃ = 2ıeؖئಒ
ؙ sin k𝜋

n

𝟯𝟭𝟲
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: منه (0 ≤ k𝜋
n < 𝜋 (موجبلأنّ ||𝜔Ѩ − 1|| = 2 |

||sin k𝜋
n

|
|| = 2 sin k𝜋

n منه

௝
ѷەјؙ

||z − 1|| =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

2 sin k𝜋
n = 2

ѫ−к
௝
Ѩ=й

Im ځeѨѸഏ/ѫڀ

= 2 Im
چ

ѫ−к
௝
Ѩ=й

eѨѸഏ/ѫ
ڇ

= 2 Im
چ
1 − ځeѸഏ/ѫڀ

ѫ

1 − eѸഏ/ѫ ڇ

= 2 Imڄ
1 − eѸഏ/

1 − eѸഏ/ѫڅ = 2 Imڄ
1 − (−1)
1 − eѸഏ/ѫڅ = 4 Imڄ

1
1 − eѸഏ/ѫڅ

= 4 Im
چ

1
eѸ ಒ

ؙש e−Ѹڀ ಒ
ؙש − eѸ ಒ

ؙש ڇځ
= 4 Imڄ

e−Ѹ ಒ
ؙש

−2ı sin ഏ
лѫ څ

= 2 Imڄ
ıe−Ѹ ಒ

ؙש

sin ഏ
лѫ څ = 2cos ഏ

лѫ
sin ഏ

лѫ
= 2 cotan 𝜋

2n
■

.. .𝟐𝟐𝟒 . 

. S =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

(k + 1)𝜔Ѩ نضع . 1 يختلفعن للوحدة نونيا جذراً 𝜔 ليكن

. S قيمة أوجد ، (1 − 𝜔) Sبحساب

: لدينا : الأولى الطريقة الحلّ.
(1 − 𝜔) S =

ѫ−к
௝
Ѩ=й

(k + 1) (1 − 𝜔)𝜔Ѩ =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

(k + 1) 𝜔Ѩڀ − 𝜔Ѩ+кځ

=
ѫ−к
௝
Ѩ=й

(k + 1)𝜔Ѩ −
ѫ−к
௝
Ѩ=й

(k + 1)𝜔Ѩ+к

: إذن (k = n − 1 ↔ ℓ = n) و (k = 0 ↔ ℓ = 1) منه ℓ = k + 1 بالتعويض نقوم الأخير المجموع في

(1 − 𝜔) S =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

(k + 1)𝜔Ѩ −
ѫ

௝
ൔ=к

ℓ𝜔ൔ

=
ѫ−к
௝
Ѩ=й

k𝜔Ѩ +
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩ −
ѫ

௝
ൔ=к

ℓ𝜔ൔ

=
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩ + 0ڀ + 𝜔 + 2𝜔л + ⋯ + (n − 1)𝜔ѫ−кځ

− 𝜔ڀ + 2𝜔л + ⋯ (n − 1)𝜔ѫ−к + n𝜔ѫځ

=
چ

ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩ
ڇ

− n𝜔ѫ

منه 𝜔ѫ = 1 و ( p = 1 مع 318 صفحة 225 تمرين أو ؛ k = 1 مع 33 صفحة 14 (مبرهنة
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩ = 0 لكن

. S = n
𝜔 − 1 أي (1 − 𝜔) S = −n

𝟯𝟭𝟳
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S = n (1 + (n − 1 + 1))
2 منه S =

ѫ−к
௝
Ѩ=й

(k + 1) فإنّ 𝜔 = 1 كان إذا ⧏ : 51 ملاحظة

.S = n(n + 1)
2 ⧏أي

: التالي المثلث في الموجودة الأعداد يساويمجموع S أنّ نلاحظ : الثانية الطريقة

1 𝜔 𝜔л 𝜔м ⋯ 𝜔ѫ−л 𝜔ѫ−к

𝜔 𝜔л 𝜔м ⋯ 𝜔ѫ−л 𝜔ѫ−к

𝜔л 𝜔м ⋯ 𝜔ѫ−л 𝜔ѫ−к

𝜔м ⋯ 𝜔ѫ−л 𝜔ѫ−к

⋱ ⋮ ⋮

𝜔ѫ−л 𝜔ѫ−к

𝜔ѫ−к

: نجد سطراً سطراً بالجمع و

S =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩڀ + 𝜔Ѩ+к + ⋯ + 𝜔ѫ−кځ =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩ − 𝜔ѫ

1 − 𝜔 =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩ − 1
1 − 𝜔

= 1
1 − 𝜔

ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩڀ − ځ1 = 1
1 − 𝜔 چ

ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩ −
ѫ−к
௝
Ѩ=й

1
ڇ

= 1
1 − 𝜔 (0 − n)

. S = n
𝜔 − 1 منه

. P(X) = 1 + X + Xл + ⋯ + Xѫ = 1 − Xѫ+к

1 − X الحدود كثير نعتبر : الثالثة الطريقة

Pດ(X) =
چ
1 − Xѫ+к

1 − X ڇ

ດ

= nXѫ+к − (n + 1)Xѫ + 1
(1 − X)л

: جهة من لدينا

Pດ(X) = 1ڂ + X + Xл + ⋯ + Xѫ
ڃ

ດ
= 1 + 2X + 3Xл + ⋯ + nXѫ−к : أخرى جهة من و

: منه
S = Pດ(𝜔) = n𝜔ѫ+к − (n + 1)𝜔ѫ + 1

(1 − 𝜔)л
= n𝜔 − (n + 1) + 1

(1 − 𝜔)л
= n (𝜔 − 1)

(1 − 𝜔)л
= n

𝜔 − 1
■

.. .𝟐𝟐𝟓 .!. p ∈ ℤ و للوحدة النونية الجذور 𝜔ѫ−к ،⋯ ، 𝜔к ، 𝜔й لتكن

. Pѫ =
ѫ−к
௞
Ѩ=й

(2 − 𝜔Ѩ) الجداء ثم Sѭ =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔ѭ
Ѩ المجموع أحسب

. 𝜔Ѩ = eлѸѨഏ/ѫ = 𝜔Ѩ
к و 𝜔к = eлѸഏ/ѫ ، 𝜔й = 1 : لدينا الحلّ.

𝟯𝟭𝟴
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: لدينا •1
Sѭ =

ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔ѭ
Ѩ =

ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩѭ
к =

ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔ѭڀ
кځ

Ѩ

: إذن . q = 𝜔ѭ
к أساسها و 𝜔й

к = 𝜔й = 1 الأول حدّها هندسية لمتتالية الأولى ăحدا n مجموع هو Sѭ إذن

. Sѭ =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

1 = n : فإنّ nللعدد مضاعفاً p العدد كان إذا أي eлѸѭഏ/ѫ = 1 كان إذا أي q = 1 كان إذا •

جذر 𝜔к لأنّ qѫ = 𝜔ѫڀ
к ځ

ѭ = لكن1 . Sѭ = qѫ − 1
q − 1 : nفإنّ لـِ مضاعفاً pيكن لم إذا أي q ≠ 1 كان إذا •

. Sѭ = 0 إذن للوحدة. نوني

. Sѭ =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔ѭ
Ѩ =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪
⎩

n ؛ n لـِ مضاعفاً p كان إذا

0 ؛ n لـِ مضاعفاً p يكن لم إذا
: الأخير في

: إذن 1 هو المهيمن معامله و 0 ≤ k ≤ n− 1 𝜔Ѩمع الأعداد هي P جذور . P (X) = Xѫ − 1 : الحدود كثير نعتبر •2

P (X) = Xѫ − 1 = 1 ×
ѫ−к
௞
Ѩ=й

(X − 𝜔Ѩ) =
ѫ−к
௞
Ѩ=й

(X − 𝜔Ѩ)

: ينتج X = 2 بأخذ

Pѫ =
ѫ−к
௞
Ѩ=й

(2 − 𝜔Ѩ) = P (2) = 2ѫ − 1

■

.. .𝟐𝟐𝟔 .!

. Sѫأحسب . Sѫ =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

zڀ + 𝜔Ѩ
ѫځ

ѫ و 𝜔ѫ = eئשಒ
ؙ نضع . z ∈ ℂ و n ∈ ℕ ⧵ {0, 1} ليكن

2 منتهياً نجمععدداً لأننا إذنيمكنتبديلرموزالجمع(∑) تبديلية الجمععملية أنّ نتذكّر نستعملمفكوكثنائيالحدو الحلّ.
: إذن الحدود من

Sѫ =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

zڀ + 𝜔Ѩ
ѫځ

ѫ =
ѫ−к
௝
Ѩ=йچ

ѫ
௝
ൔ=й

ڂ
n
ℓڃ 𝜔Ѩڀ

ѫځ
ൔ zѫ−ൔ

ڇ
=

ѫ−к
௝
Ѩ=й

ѫ
௝
ൔ=й

ڂ
n
ℓڃ𝜔Ѩൔ

ѫ zѫ−ൔ

=
ѫ

௝
ൔ=й

ѫ−к
௝
Ѩ=й

ڂ
n
ℓڃ𝜔Ѩൔ

ѫ zѫ−ൔ =
ѫ

௝
ൔ=й ڂچ

n
ℓڃz

ѫ−ൔ
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩൔ
ѫ
ڇ

=
ѫ

௝
ൔ=й ڂچ

n
ℓڃz

ѫ−ൔ
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔ൔڀ
ѫځ

Ѩ

ڇ

. 𝜔ൔ
ѫ ≠ 1 و 𝜔ൔ

ѫ = 1 : حالتين نميّز ،(k هو فيه (المتغيرّ
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔ൔڀ
ѫځ

Ѩ المجموع لحساب

المنتهية غير المجاميع (تُسمّى بشروط إلاّ التجميع رموز تبديل يمكن فلا كذلك، الأمر يكن لم إذا لأنه جداً »مهمّ الحدود من مُنتَهٍ «عددٌ 2الشرط

بالفرنسية). Séries ؛ بالإنجليزية Series—«المتسلسلات» بـِ الحدود من منتهٍ غير عددٍ تحتويعلى التي أي

𝟯𝟭𝟵
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: فإنّ ℓ = n أو ℓ = 0 كان إذا أي 𝜔ൔ
ѫ = 1 كان إذا •

ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔ൔڀ
ѫځ

Ѩ =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

1Ѩ =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

1 = n

: فإنّ ℓ ≠ n و ℓ ≠ 0 كان إذا أي 𝜔ൔ
ѫ ≠ 1 كان إذا و •

ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔ൔڀ
ѫځ

Ѩ = 1 − 𝜔ൔڀ
ѫځ

ѫ

1 − 𝜔ൔѫ
= 1 − (𝜔ѫ

ѫ)ൔ

1 − 𝜔ൔѫ
= 0

. 𝜔ѫ
ѫ = 1 لأنّ

: أي ℓ = n و ℓ = 0 الحدّان إلاّ يبقى لا Sѫ المجموع في إذن،
Sѫ = ڂ

n
zڃ0

ѫ−й × n + ڂ
n
nڃz

ѫ−ѫ × n = n (zѫ + 1)
■

.. .𝟐𝟐𝟕 .!

. Sѫأحسب . Sѫ =
ѫ−к
௝
ѭ=й

ѫ−к
௝
Ѯ=ѭ

ڂ
q
pڃ𝜔ѭ+Ѯ

ѫ و 𝜔ѫ = eئשಒ
ؙ نضع . z ∈ ℂ و n ∈ ℕ ⧵ {0, 1} ليكن

3 منتهياً نجمععدداً لأننا إذنيمكنتبديلرموزالجمع(∑) تبديلية الجمععملية أنّ نتذكّر نستعملمفكوكثنائيالحدو الحلّ.
: إذن الحدود من

Sѫ =
ѫ−к
௝
ѭ=й

ѫ−к
௝
Ѯ=ѭ

ڂ
q
pڃ𝜔ѭ+Ѯ

ѫ =
ѫ−к
௝
Ѯ=й

Ѯ
௝
ѭ=й

ڂ
q
pڃ𝜔ѭ+Ѯ

ѫ =
ѫ−к
௝
Ѯ=й

⎛
⎝

Ѯ
௝
ѭ=й

ڂ
q
pڃ𝜔ѭ

ѫ⎞
⎠

𝜔Ѯ
ѫ

=
ѫ−к
௝
Ѯ=й

(1 + 𝜔ѫ)Ѯ 𝜔Ѯ
ѫ =

ѫ−к
௝
Ѯ=й

((1 + 𝜔ѫ)𝜔ѫ)Ѯ

: لدينا . 𝜔ѫ (1 + 𝜔ѫ) = 1 كان إن أوّلاً نبحث الأخير، المجموع لحساب

𝜔ѫ (1 + 𝜔ѫ) = 1 ⟺ 𝜔л
ѫ + 𝜔ѫ − 1 = 0 ⟺ 𝜔ѫ = −1 ± √5

2

لمتتالية الأولى nحداً مجموع هو Sѫ فالمجموع بالتالي 𝜔ѫو (1 + 𝜔ѫ) ≠ إذن1 ||𝜔ѫ|| = 1 و
|
|
||
−1 ± √5

2
|
|
||
= √6

2 ≠ لكن1

: إذن (𝜔ѫ
ѫ = 1 مع ) 𝜔ѫ (1 + 𝜔ѫ) ≠ 1 أساسها و 1 الأوّل حدّها هندسية

Sѫ = 1 − (𝜔ѫ (1 + 𝜔ѫ))ѫ
1 − 𝜔ѫ (1 + 𝜔ѫ)

= 1 − 𝜔ѫ
ѫ (1 + 𝜔ѫ)ѫ

1 − 𝜔ѫ (1 + 𝜔ѫ)
= 1 − (1 + 𝜔ѫ)ѫ

1 − 𝜔ѫ − 𝜔лѫ
■

.. .𝟐𝟐𝟖 . 
: ( طبيعي عدد n و حقيقي عدد 𝜃 المجهول، هو z ) التالية حلفيℂالمعادلة

zлѫ − 2zѫ cosn𝜃 + 1 = 0

المنتهية غير المجاميع (تُسمّى بشروط إلاّ التجميع رموز تبديل يمكن فلا كذلك، الأمر يكن لم إذا لأنه جداً »مهمّ الحدود من مُنتَهٍ «عددٌ 3الشرط

بالفرنسية.) Séries ؛ بالإنجليزية Series—«المتسلسلات» بـِ الحدود من منتهٍ غير عددٍ تحتويعلى التي أي

𝟯𝟮𝟬
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. Zл − 2Z cosn𝜃 + 1 = 0 : المعادلة تصبح و Z = zѫ نضع : الأولى الطريقة الحلّ.
: هو المعادلة المختصرلهذه المميِّز

Δດ = (− cosn𝜃)л − 1 = − sinл n𝜃 = (ı sinn𝜃)л

. Zл = cosn𝜃 + ı sinn𝜃 = eѸѫഈ و Zк = cosn𝜃 − ı sinn𝜃 = e−Ѹѫഈ : هما حلاّن لها إذن
. للوحدة النونية الجذور ، 0 ≤ k ≤ n − 1 مع ، 𝜔Ѩ = eлѸѨഏ/ѫ لتكن

مع zѨ = 𝜔Ѩe−Ѹഈ الأعداد أي e−Ѹѫഈ للعدد النونية الجذور هي z = e−Ѹѫഈ المعادلة أي zѫ = Zк المعادلة حلول •
.0 ≤ k ≤ n − 1

.0 ≤ k ≤ n − 1 مع zດ
Ѩ = 𝜔ѨeѸഈ الأعداد أي eѸѫഈ للعدد النونية الجذور هي zѫ = Zл = eѸѫഈ المعادلة حلول •

الأعداد و ، 0 ≤ k ≤ n − 1 مع exp ı𝜃−ڀ + ıлѨഏ
ѫ أيځ 𝜔Ѩe−Ѹഈ الأعداد هي و ăحلا 2n المقترحة للمعادلة الأخير، في

. 0 ≤ k ≤ n − 1 مع exp ı𝜃ڀ + ıлѨഏ
ѫ أيځ 𝜔ѨeѸഈ

: أنّ نلاحظ : الثانية الطريقة

zлѫ − 2zѫ cosn𝜃 + 1 =zлѫ − eѸѫഈڀ + e−Ѹѫഈځ zѫ + eѸഈe−Ѹѫഈ = zѫڀ − eѸѫഈځ zѫڀ − e−Ѹѫഈځ
zлѫ − 2zѫ cosn𝜃 + 1 =0 ⟺ zѫ − eѸѫഈ = 0 أو zѫ − e−Ѹѫഈ = 0 : منه

■ الأولى. الطريقة في كما الحلّ نتمم ثمّ

.. .𝟐𝟐𝟗 . 
: ( معدوم غير طبيعي عدد n ≥ 1 و حقيقي عدد a المجهول، هو z ) التالية حلفيℂالمعادلة

ڄ
1 − ız
1 + ızڅ

ѫ
= 1 + ıa

1 − ıa

(وحيد) حقيقي عدد يوجد aحقيقي عدد لكل إذن ℝ؛ نحو 𝜋−ٷ
2 , 𝜋

ٴ2 من تَقَابل tan الدالة أنّ ر نُذكِّ بدايةً، الحلّ.
: إذن a = tan 𝜃بحيث 𝜃 ∈ 𝜋−ٷ

2 , 𝜋
ٴ2

1 + ıa
1 − ıa = 1 + ı tan 𝜃

1 − ı tan 𝜃 = 1 + ı sin ഈ
cos ഈ

1 − ı sin ഈ
cos ഈ

= cos 𝜃 + ı sin 𝜃
cos 𝜃 − ı sin 𝜃 = eѸഈ

e−Ѹഈ = eлѸഈ

ڄ.
1 − ız
1 + ızڅ

ѫ
= eлѸഈ = ځeлѸഈ/ѫڀ

ѫ : تصبح فالمعادلة بالتالي و

مع 𝜔ѨeлѸഈ/ѫ الأعداد هي eлѸഈ للعدد النونية الجذور فإنّ للوحدة، النونية الجذور 𝜔ѫ−к ،⋯ ، 𝜔к ، 𝜔йكانت إذا

0 ≤ k ≤ n − 1 مع 1 − ızѨ
1 + ızѨ

= 𝜔ѨeлѸഈ/ѫ : بحيث zѨ الأعداد هي المقترحة المعادلة حلول بالتالي و . 0 ≤ k ≤ n − 1
: لكن . 0 ≤ k ≤ n − 1 مع ızѨ 1ڀ + 𝜔ѨeлѸഈ/ѫځ = 1 − 𝜔ѨeлѸഈ/ѫ أي

1 + 𝜔ѨeлѸഈ/ѫ = 1 + expڄ
2ı𝜃
n + 2ık𝜋

n څ = expڄ
ı𝜃
n + ık𝜋

n ʲڅ
expڄ

ı𝜃
n + ık𝜋

n څ + expڄ− ı𝜃
n − ık𝜋

n ʳڅ
= 2 expڄ

ı𝜃
n + ık𝜋

n څ cos 𝜃 + k𝜋
n

1 − 𝜔ѨeлѸഈ/ѫ = 1 − expڄ
2ı𝜃
n + 2ık𝜋

n څ = − expڄ
ı𝜃
n + ık𝜋

n ʲڅ
expڄ

ı𝜃
n − ık𝜋

n څ − expڄ− ı𝜃
n − ık𝜋

n ʳڅ
= −2ı expڄ

ı𝜃
n + ık𝜋

n څ sin 𝜃 + k𝜋
n

𝟯𝟮𝟭
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: إذن

ızѨ 1ڀ + 𝜔ѨeлѸഈ/ѫځ = 1 − 𝜔ѨeлѸഈ/ѫ ⟺ 2ızѨ expڄ
ı𝜃
n + ık𝜋

n څ cos 𝜃 + k𝜋
n = −2ı expڄ

ı𝜃
n + ık𝜋

n څ sin 𝜃 + k𝜋
n

⟺ zѨ cos 𝜃 + k𝜋
n = − sin 𝜃 + k𝜋

n

فإنّ 𝜃 < 0 كان إذا و ؛ −𝜋
2 < 0 ≤ 𝜃

n ≤ 𝜃 < 𝜋
2 فإنّ 𝜃 ≥ 0 كان (إذا −𝜋

2 < 𝜃
n < 𝜋

2 فإنّ −𝜋
2 < 𝜃 < 𝜋

2 أنّ بما

.−𝜋
2 < 𝜃

n ≤ 𝜃 + k𝜋
n < 𝜃

n + 𝜋 منه (−𝜋
2 < 𝜃 < 𝜃

n < 0 < 𝜃 < 𝜋
2

: لكن . 𝜃 = n𝜋
2 − k𝜋 عندما أي 𝜃 + k𝜋

n = 𝜋
2 عندما هي cos 𝜃 + k𝜋

n فيها ينعدم التي الوحيدة الحالة إذن

−𝜋
2 < 𝜃 < 𝜋

2 ⟹ −𝜋
2 < n𝜋

2 − k𝜋 < 𝜋
2

⟹ −1 < n − 2k < 1
⟹ n − 2k = 0 طبيعي) عدد n − 2k (لأنّ
⟹ n = 2k

: الأخير في . a = أي0 𝜃 = 0 منه k = n
2 و زوجي عدد nأي

: منه k ≠ n
2 مع zѨ cos 𝜃 + k𝜋

n = − sin 𝜃 + k𝜋
n فإنّ زوجياً n و a = 0 كان إذا •

. n − 1 عددها و المقترحة المعادلة حلول هي و zѨ = − sin ഈ+Ѩഏ
ѫ

cos ഈ+Ѩഏ
ѫ

= − tan 𝜃 + k𝜋
n

المعادلة حلول هي و 0 ≤ k ≤ n − 1 مع zѨ = − sin ഈ+Ѩഏ
ѫ

cos ഈ+Ѩഏ
ѫ

= − tan 𝜃 + k𝜋
n : فإنّ فردياً n أو a ≠ 0 كان إذا •

. n عددها و المقترحة
■

.. .𝟐𝟑𝟎 .!. zѫ = a المعادلة حلول zѫ ،⋯ ، zл ، zк لتكن . طبيعي عدد n ، |a| = مركبحيث1 عدد a
واحدة. استقامة على تقع (1 + zѫ)ѫ ،⋯ ، (1 + zл)ѫ ، (1 + zк)ѫ الأعداد صور أنّ أثبت

الأعداد هي أي eѸഈ للعدد النونية الجذور هي zѫ = a المعادلة حلول . (|a| = 1 (لأنّ a = eѸഈ نضع الحلّ.
: منه 1 ≤ k ≤ n مع zѨ = expڄı

𝜃 + 2k𝜋
n څ

1 + zѨ = 1 + expڄı
𝜃 + 2k𝜋

n څ = expڄı
𝜃 + 2k𝜋

2n ʲڅ
expڄı

𝜃 + 2k𝜋
2n څ + expڄ−ı𝜃 + 2k𝜋

2n ʳڅ
= 2 expڄı

𝜃 + 2k𝜋
2n څ cos 𝜃 + 2k𝜋

2n

(1 + zѨ)ѫ = 2ѫ cosѫڄ
𝜃 + 2k𝜋

2n څ expڄ
𝜃 + 2k𝜋

2 څ : منه

: إذن expڄ
𝜃 + 2k𝜋

2 څ = expڄ
𝜃
2 + k𝜋څ = (−1)Ѩ expڄ

𝜃
څ2 لكن

(1 + zѨ)ѫ = 2ѫ (−1)Ѩ cosѫڄ
𝜃 + 2k𝜋

2n څ expڄ
𝜃
څ2

𝟯𝟮𝟮
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معلم المنسوبإلى المركب المستوي في (1 + zѨ)ѫ كانتMѨصورة إذا بالتالي، و arg 1)ڀ + zѨ)ѫځ = 𝜃
2 (mod 𝜋) إذن

معادلته الذي (المستقيم الحقيقية الأعداد محور مع 𝜃
2 قيسها زاوية يصنع

෿OM الشعاع فإنّ ، ,Oڂ ⃗i, ⃗jمتجانسڃ و متعامد

الأعداد محور مع 𝜃
2 زاوية يصنع Oو بالمبدأ يمرّ الذي المستقيم إلى MѨتنتمي إذن .k ∈ {1, 2, ⋯ ,n}لكل هذا و (y = 0

. (a ≠ −1 كان إذا y = x tan 𝜃
2 و ؛ a = −1 كان إذا أي 𝜃 = 𝜋 كان إذا x = هي0 المستقيم هذا (معادلة الحقيقية

■ واحدة. استقامة على تقع (1 + zѫ)ѫ ،⋯ ، (1 + zл)ѫ ، (1 + zк)ѫ الأعداد صور إذن

.. .𝟐𝟑𝟏 .!(G)ڤوص أعداد بمجموعة المجموعة هذه تُسمى .ℤ [ı] = {a + ıb ; a,b ∈ ℤ} نضع
الصحيحة.

. 𝛼𝛽 ∈ ℤ [ı] و 𝛼 + 𝛽 ∈ ℤ [ı] فإنّ 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ [ı] كان إذا أنّه أثبت •1
؟ 𝛼𝛽 = بحيث1 𝛽 ∈ ℤ [ı] يوجد أجلها من التي 𝛼 ∈ ℤ [ı]العناصر مقلوبأي لها ℤالتي [ı]عناصر هي ما •2

. ||𝜁 − z|| < بحيث1 z ∈ ℤ [ı] يوجد فإنه ، 𝜁 ∈ ℂ كان مهما أنه من تحقق •3

: بحيث q, r ∈ ℤ [ı] يوجد فإنه 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ [ı] كان مهما أي إقليدية ℤقسمة [ı] على ف نُعرِّ أن بإمكاننا أنه أثبت •4
.( 𝛼

𝛽 العدد إعتبار يمكن : (إرشاد . |r| < ||𝛽|| مع 𝛼 = 𝛽q + r

. 𝛽 = c + ıd ∈ ℤ [ı] و 𝛼 = a + ıb ∈ ℤ [ı] ليكن •1 الحلّ.
: بالتالي و ad + bc ∈ ℤ و ac − bd ∈ ℤ ، b + d ∈ ℤ ، a + c ∈ ℤ فإنّ a,b, c,d ∈ ℤ أنّ بما

𝛼 + 𝛽 = (a + ıb) + (c + ıd) = (a + c) + ı (b + d) ∈ ℤ [ı]
𝛼𝛽 = (a + ıb) (c + ıd) = (ac − bd) + ı (ad + bc) ∈ ℤ [ı]

أنّ بما و |𝛼|л ⋅ ||𝛽||л = 1 يستلزم هذا . 𝛼𝛽 = بحيث1 𝛽 = c + ıd ∈ ℤ [ı] و 𝛼 = a + ıb ∈ ℤ [ı] ليكن •2
. aл + bл = أي1 |𝛼|л = 1 فإنّ |𝛼|л ∈ ℕ

.(|𝛼| ∈ ℕ (لأنّ |a| = 1 أو |a| = أي0 |a| ≤ 1 بالضرورة إذن aл + bл > 1 منه aл > 1 فإنّ |a| > 1 كان إذا

؛ 𝛼 = 0 ± ı = ±ı بالتالي و b = أي±1 bл = 1 منه a = 0 فإنّ |a| = 0 كان إذا •

. 𝛼 = ±1 + 0ı = ±1 بالتالي و b = أي0 bл = 0 منه aк = 1 فإنّ |a| = 1 كان إذا و •

. 𝛼 ∈ {−ı, ı, −1, 1, } إذن
. 1−к = 1 ∈ ℤ [ı] و (−1)−к = −1 ∈ ℤ [ı] ، ı−к = −ı ∈ ℤ [ı] ، (−ı)−к = ı ∈ ℤ [ı] بالعكس،

. 1 1−و ، ı ،−ıمقلوبهي لها ℤالتي [ı]عناصر الأخير، في

يتجاوز لا صحيح عدد أكبر أي tالحقيقي للعدد الصحيح للجزء E (t) بـِ نرمز .t ∈ ℝ و 𝜁 = x + ıy ∈ ℂ ليكن •3

. nѱ =
⎧⎪
⎨⎪
⎩

E(t) ؛ t ≤ E (t) + 1
2 كان إذا

E (t) + 1 ؛ t > E (t) + 1
2 كان إذا

: العدد نعتبر . E (t) ≤ t < E (t) + 1 إذن . t

𝟯𝟮𝟯

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VII

. ||t − nѱ|| ≤ 1
2 يحُقق الذي أي t الأقربمن الصحيح العدد هو nѱ أنّ و nѱ ∈ ℤ أنّ الواضح من

. ||y − nѶ|| ≤ 1
2 و

||x − nѵ|| ≤ 1
2 إذن لدينا

و z ∈ ℤ [ı] لدينا . z = nѵ + ınѶ نضع
||z − 𝜁||л = (x − nѵ)л + yڂ − nѶڃ

л
= 1

4 + 1
4 = 1

2 < 1

. ||z − 𝜁|| < 1 منه
. ||𝜁 − z|| < بحيث1 z ∈ ℤ [ı] يوجد ، 𝜁 ∈ ℂ كان مهما إذن،

السؤال حسب موجود q)
|
|
||
𝛼
𝛽 − q

|
|
||

< 1 يحُقق الذي q ∈ ℤ [ı] العدد نعتبر . 𝛽 ≠ بحيث0 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ [ı] ليكن •4

و 𝛽 ∈ ℤ [ı] ، 𝛼 ∈ ℤ [ı] أنّ بما . r = 𝛼 − 𝛽q العدد نعتبر . وحيد) ليسبالضرورة لكن و 𝜁 = 𝛼
𝛽 لأجل السابق

|
|
||
r
𝛽

|
|
||
=

|
|
||
𝛼
𝛽 − q

|
|
||
< 1 منه r

𝛽 = 𝛼
𝛽 − q : لدينا ذلك إلى بالإضافة . r ∈ ℤ [ı]أي 𝛼 − 𝛽q ∈ ℤ [ı] فإنّ q ∈ ℤ [ı]

. |r| < ||𝛽||أي
إقليدية. ℤقسمة [ı]فعلى نُعرِّ أن بإمكاننا إذن،

■

.. .𝟐𝟑𝟐 . 
: بالتحويل (z = 2 النقطة (باستثناء ||z − 1|| = 1 المركبة المعادلة ذات الدائرة هيصورة ما

m(z)؟ ⟼ MڂZ = z
2 − zڃ

: منه 𝜃 ≠ يعني0 z ≠ 2 و z = 1 + eѸഈ 𝜋−أي < 𝜃 ≤ 𝜋 مع z − 1 = eѸഈ فإنّ تساوي1 z − 1 طويلة أنّ بما الحلّ.
Z = 1 + eѸഈ

2 − 1ڀ + eѸഈځ
= 1 + eѸഈ

1 − eѸഈ = e−Ѹഈ/л + eѸഈ/л

e−Ѹഈ/л − eѸഈ/л = 2 cos ഈ
л

−2ı sin ഈ
л

= ı cotan 𝜃
2

||z − 1|| = 1 الدائرة صورة يمسحℝإذن cotan 𝜃
2 و ]−𝜋, 𝜋]يمسح 𝜃 فإنّ ||z − 1|| = 1 m(z)الدائرة النقطة تمسح عندما

■ .Re (z) = 0 التخيلية الأعداد محور هي

.. .𝟐𝟑𝟑 .!
. f(z) = z + |z|

2 بالعبارة المعرفة الدالة f : ℂ ⟶ ℂ لتكن
. f (ℂ) أوجد بمعنى ؟ f الدالة هذه تأخذها التي القيم مجموعة هي ما

. مركبا عدداً z ليكن الحلّ.
. 0 ∈ f (ℂ) منه f(z) = z + |z|

2 = z − z
2 = 0 فإنّ z ∈ ℝ− كان إذا •

: منه . 𝜃 ∈ ]−𝜋, 𝜋[ و r > 0 مع z = reѸഈ فإنّ z ∉ ℝ− كان إذا •

f(z) = z + |z|
2 = reѸഈ + r

2 = r1 + eѸഈ
2 = reѸഈ/л cos 𝜃

2

. arg (f(z)) = 𝜃
2 و

||f(z)|| = r cos 𝜃
2 فإنّ cos 𝜃

2 ≥ 0 أنّ بما و

𝟯𝟮𝟰
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. f(z) ∈ ʫZ ∈ ℂ |
|| Re (Z) > 0ʬ إذن

. f (ℂ) ⊂ ʫZڂ ∈ ℂ |
|| Re (Z) > 0ʬ ∪ ڃ{0} نستخلصأنّ منه

.Re (Z) > بحيث0 Z ∈ ℂ ليكن بالعكس، و
. (Re (Z) > 0 (لأنّ 𝛼 ∈ 𝜋−ٷ

2 , 𝜋
ٴ2 و R > 0 مع Z = ReѸഁ : نكتب أن بإمكاننا

: لدينا z = R
cos 𝛼eлѸഁ لأجل

f(z) = fڄ
R

cos 𝛼eлѸഁڅ = R
cos 𝛼 × cos 2𝛼

2 eлѸഁ/л = ReѸഁ = Z

: أنّ أي f بالدالة zمركب عدد صورة Reهو (Z) > بحيث0 Zمركب عدد كل إذن

.ʫZ ∈ ℂ |
|| Re (Z) > 0ʬ ⊂ f (ℂ)

ʫZڂ ∈ ℂ |
|| Re (Z) > 0ʬ ∪ ڃ{0} ⊂ f (ℂ) منه 0 ∈ f (ℂ) لكن

f (ℂ) = {0} ∪ ʫZ ∈ ℂ |
|| Re (Z) > 0ʬ : الأخير في

■

.. .𝟐𝟑𝟒 المعرفة!. الدالة f : ℂ ⧵ {−ı} ⟶ ℂ Dو = ʫz ∈ ℂ |
|| |z| < 1ʬ ؛ P = ʫz ∈ ℂ |

|| Im (z) > 0ʬ ليكن
. f (z) = z − ı

z + ı بالعبارة

.D عنصرمن هي f بالدالة P عنصرمن أي صورة أثبتأن •1

. P المجموعة في f بالدالة وحيدة Dسابقة عنصرمن لكل أنه أثبت •2

: لدينا . y > 0 فإنّ z ∈ P أنّ بما . y = Im (z) و x = Re (z) نضع . z ∈ P ليكن •1 الحلّ.
||f (z)||л = |z − ı|л

|z + ı|л
=

||x + (y − 1) ı||л

||x + (y + 1) ı||л
= xл + (y − 1)л

xл + (y + 1)л

. f (z) ∈ D أنّ يعني هذا و ||f (z)|| < أي1 xл + (y − 1)л < xл + (y + 1)л منه y > 0 لكن

: لدينا . Z ∈ D ليكن •2
Z = z − ı

z + ı ⟺ zZ + ıZ = z − ı ⟺ z (1 − Z) = ı (1 + Z) ⟺ z = ı 1 + Z
1 − Z

مع

ı 1 + Z
1 − Z = ı (1 + Z) (1 − Z)

||1 − Z||л
= ı 1 + Z − Z − ZZ

||1 − Z||л

= −ı Zڀ + Zځ
||1 − Z||л

+ ı 1 − ||Z||л

||1 − Z||л
= −ı (2ı Im (Z))

||1 − Z||л
+ ı 1 − ||Z||л

||1 − Z||л

= 2 Im (Z)
||1 − Z||л

+ ı 1 − ||Z||л

||1 − Z||л

𝟯𝟮𝟱
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. z = ı 1 + Z
1 − Z ∈ P أنّ يعني هذا و Imڄı

1 + Z
1 − Zڅ > أي0 1 − ||Z||л > 1 منه ||Z|| < 1 فإنّ Z ∈ D أنّ بما

: أي وحيد أنه تُثبت Z بدلالة z للعدد السابقة الكتابة

∀Z ∈ D , ∃! z ∈ P : f (z) = Z .

■ .D نحو P من تقابلي تطبيق f أنّ نستنتج سبق، مماّ : الخلاصة

.. .𝟐𝟑𝟓 . 
. z ∈ ℂ المجهول ذات eѷ = Z المعادلة حل . معدوم غير مركبا عدداً Z ∈ ℂ∗ ليكن

: لدينا . a,b ∈ ℝ مع z = a + ıb و 𝜃 = arg (Z) (mod 2𝜋) ، 𝜌 = ||Z|| نضع الحلّ.
eѷ = Z ⟺ eў+Ѹџ = 𝜌eѸഈ

⟺ eўeѸџ = 𝜌eѸഈ
⟺ eў = 𝜌 و b = 𝜃 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ
⟺ a = ln 𝜌 و b = 𝜃 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

. k ∈ ℤ مع z = ln 𝜌 + ı𝜃 + 2ık𝜋 : الأعداد هي الحلول إذن
و (𝜌eѸഈ = 𝜌eѸഈ+лѸѨഏ لأنّ ) دورية المركبة الأسية الدالة فإنّ الحقيقية، الأسية الدالة عكس على ⧏ : 52 ملاحظة

بالعبارة تُعطى الأعداد هذه و eѷ = Zبحيث z المركبة الأعداد من لانهائي عدد يوجد Zمركب عدد لكل بالتالي
. k ∈ ℤ مع z = ln 𝜌 + ı𝜃 + 2ık𝜋

للعدد المختلفة الصور من نهائيا لا عدداً تُعينّ أنهّا (أي القيمة4 متعددة دالة أنهّا اللوغاريتم) (دالة العكسية دالتها عن نقول
. الفروع متعدد أنه منحناها عن و (z الواحد ⧏المركب

■

.. .𝟐𝟑𝟔 .!
. th z = sh z

ch z و sh z = 1
2 (eѷ − e−ѷ) ، ch z = 1

2 (eѷ + e−ѷ) نضع . z ∈ ℂ ليكن
الزائدي). الظل = th الزائدي، الجيب = sh الزائدي، التمام جيب = ch) الزائدية الدوال : الدوال هذه نسمى

. (eѷ) = eѷ : أنّ أثبت . z ∈ ℂ ليكن •1

معرّفاً؟ th z أجلها من يكون التي z المركبة الأعداد هي ما •2

. th z = 0 : حلفيℂالمعادلة •3

.
⎧
⎨⎩

||Im (z)|| < 𝜋
2

||th z|| < 1
: حلفيℂالجملة •4

.U = {z ∈ ℂ : |z| < 1} Δإلى = ʫz ∈ ℂ : ||Im (z)|| < 𝜋
4ʬ من تقابليا تطبيقاً تُشكّل th الدالة أنّ أثبت •5

Multivoqueبالفرنسية. ؛ Multiple-valued4بالإنجليزية

𝟯𝟮𝟲
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: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع . z ∈ ℂ ليكن •1 الحلّ.
(eѷ) = eѵ+ѸѶ = eѵ (cosy + ı siny) = eѵ ⋅ cosy + ı siny = eѵ (cosy − ı siny) = eѵ−ѸѶ = eѷ

: لكن . ch z ≠ 0 كان إذا فقط و إذا مُعرّف th z فإنّ معرّفان sh z و ch z أنّ بما . z ∈ ℂ ليكن •2

ch z = 0 ⟺ eѷ + e−ѷ = 0 ⟺ eѷ = e−ѷ ⟺ eлѷ = −1
⟺ eлѷ = eѸഏ ⟺ 2z = ı𝜋 + 2ık𝜋 , k ∈ ℤ

⟺ z = ı𝜋2 + ık𝜋 , k ∈ ℤ

. z ∈ ℂ ⧵ ʫı
𝜋
2 + ık𝜋 , k ∈ ℤʬ كان إذا فقط و إذا مُعرّف th z : إذن

: لدينا . z ∈ ℂ ⧵ ʫı
𝜋
2 + ık𝜋 , k ∈ ℤʬ ليكن •3

th z = 0 ⟺ sh z = 0 ⟺ eѷ = e−ѷ ⟺ eлѷ = 1 ⟺ eлѷ = eй
⟺ 2z = 0 + 2ık𝜋 , k ∈ ℤ ⟺ z = ık𝜋 , k ∈ ℤ

: هي th z = 0 المعادلة حلول مجموعة فإنّ ʫık𝜋 , k ∈ ℤʬ⋂ʫı
𝜋
2 + ık𝜋 , k ∈ ℤʬ = ∅ أنّ بما و

.ʫık𝜋 , k ∈ ℤʬ

: لدينا . x,y ∈ ℝ مع z = x + ıy نضع . z ∈ ℂ ⧵ ʫı
𝜋
2 + ık𝜋 , k ∈ ℤʬ ليكن •4

th z = sh z
ch z =

Ѣإ−Ѣ−إ
л

Ѣإ+Ѣ−إ
л

= eѷ − e−ѷ

eѷ + e−ѷ = eѷ (eѷ − e−ѷ)
eѷ (eѷ + e−ѷ) = eлѷ − 1

eлѷ + 1
: منه

||th z|| < 1 ⟺
|
|
||
eѷ − e−ѷ

eѷ + e−ѷ
|
|
||
< 1 ⟺

|
|
||
eѷ − e−ѷ

eѷ + e−ѷ
|
|
||

л

< 1

⟺ ||eѷ − e−ѷ||л < ||eѷ + e−ѷ||л ⟺ (eѷ − e−ѷ) (eѷ − e−ѷ) < (eѷ + e−ѷ) (eѷ + e−ѷ)
⟺ (eѷ − e−ѷ) eѷڀ − e−ѷځ < (eѷ + e−ѷ) eѷڀ + e−ѷځ
⟺ −eѷ−ѷ − e−پѷ−ѷٿ < eѷ−ѷ + e−پѷ−ѷٿ ⟺ 2 eлѸѶڀ + e−лѸѶځ > 0
⟺ cos (2y) > 0

: بالتالي و
⎧
⎨⎩

||Im (z)|| < 𝜋
2

||th z|| < 1
⟺

⎧
⎨⎩

||y|| < 𝜋
2

cos (2y) > 0
⟺ ||y|| < 𝜋

4 ⟺ ||Im (z)|| < 𝜋
4 ⟺ z ∈ Δ

الموالي. السؤال في المعرّفة المجوعة حيثΔهي

: بالتالي و ||th z|| < 1 الرابع، السؤال حسب مُعرّفو th z الثاني، السؤال حسب . z ∈ Δ ليكن •5
. z ∈ Δ ⟹ th z ∈ U
.U المجموعة Δنحو المجموعة من تطبيقاً تُشكّل th الدالة أنّ يعني هذا

: لدينا . z ∈ Δ ليكن و (Z ≠ −1 و Z ≠ 1 بالتالي و ||Z|| < Z(أي1 ∈ U ليكن

th z = Z ⟺ eѷ − e−ѷ

eѷ + e−ѷ = Z ⟺ eлѷ − 1
eлѷ + 1 = Z ⟺ eлѷ = 1 + Z

1 − Z

𝟯𝟮𝟳
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: بالتالي و 𝜃 ∈ ]−𝜋, 𝜋] و 𝜌 ∈ ℝ∗
+ مع

1 + Z
1 − Z = 𝜌eѸഈ نكتب أن يمكن إذن 1 + Z

1 − Z ≠ 0 فإنّ Z ≠ −1 أنّ بما

eлѷ = 1 + Z
1 − Z ⟺ eлѷ = 𝜌eѸഈ ⟺ eлѵ ⋅ eлѸѶ = 𝜌eѸഈ

⟺ eлѵ = 𝜌 و 2y = 𝜃 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

⟺ x = 1
2 ln 𝜌 و y = 𝜃

2 + k𝜋 , k ∈ ℤ

بما و Z = r + 1
r − 1 ∈ ℝ منه 1 + Z

1 − Z = 𝜌eѸഏ = −𝜌 ∈ ℝ∗
− فإنّ كذلك الأمر كان إذا ؟ 𝜃 = 𝜋 يكون أن يمكن هل

𝜃
2 ∈ 𝜋−ٷ

2 , 𝜋
ٴ2 منه 𝜃 ∈ ]−𝜋, 𝜋[أي 𝜃 ≠ 𝜋 إذن تناقض! هذا و 1 + Z

1 − Z ∈ ℝ∗
+ فإنّ Z ∈ ]−1, أي]1 ||Z|| < 1 أنّ

: بالتالي و

ʯ
th z = Z
z ∈ Δ

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

x = 1
2 ln 𝜌

y = 𝜃
2

مع z = 1
2 ln

|
|
||
1 + Z
1 − Z

|
|
||
+ ı

2 Argڄ
1 + Z
1 − Zڅ هي فيΔ(و z وحيدة سابقة Uيقبل من Zعنصر كل أنّ يعني هذا و

. ( ]−𝜋, 𝜋[ المجال إلى تنتمي التي 1 + Z
1 − Z العدد عمدة ڄArgيمثّل

1 + Z
1 − Zڅ

.U Δنحو من تقابليا تطبيقاً تُشكّل th الدالة الأخير، في
■

.. .𝟐𝟑𝟕 . 
. حقيقيان عدادن b و a

. Z = S + ıT : المركب العدد نعتبر . T =
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ sin (a + kb) و S =

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ cos (a + kb) نضع

. Z = eѸў
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ ځeѸџڀ

Ѩ : أنّ أثبت •1

. T و S من ăكلا إستنتج •2

: لدينا •1 الحلّ.
Z =

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ cos (a + kb) + ı

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ sin (a + kb) =

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂٴ
n
kڃ cos (a + kb) + ıڂ

n
kڃ sin (a + kb)ٷ

=
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂٴ
n
kڃ (cos (a + kb) + ı sin (a + kb))ٷ =

ѫ
௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃe

Ѹپў+Ѩџٿ = eѸў
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ ځeѸџڀ

Ѩ

𝟯𝟮𝟴
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: الحد ثنائي مفكوك نُطبق •2

Z = eѸў
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃ ځeѸџڀ

Ѩ = eѸў 1ڀ + eѸџځ
ѫ = eѸў ʱeѸџ/л eѸџ/лڀ + e−Ѹџ/лٳځ

ѫ

= eѸў ځeѸџ/лڀ
ѫ
2ڄ cos b2څ

ѫ
= 2ѫeѸپў+ؙ؍

ש ٿ cosѫ b
2

= 2ѫ cosѫڄ
b
ʲڅ2

cosڄa + nb
2 څ + ı sinڄa + nb

2 ʳڅ
S = Re (Z) = 2ѫ cosѫڄ

b
څ2 cosڄa + nb

2 څ : منه

T = Im (Z) = 2ѫ cosѫڄ
b
څ2 sinڄa + nb

2 څ و

■

.. .𝟐𝟑𝟖 . 

. S =
ѫ

௝
Ѩ=к

cos (2k − 1) 𝜃 : نضع طبيعي. عدد n و حقيقي عدد 𝜃

.m ∈ ℤ مع 𝜃 = m𝜋 كان إذا Sأحسب •1

. 𝜃 ≠ 0 (mod 𝜋) : نفرضأنّ •2

: فإنّ kالصحيح العدد كان مهما أنه أثبت (ا)
2 sin 𝜃 cos (2k − 1) 𝜃 = sin 2k𝜃 − sin 2 (k − 1) 𝜃

. 2S sin 𝜃 = sin 2n𝜃 : أنّ أثبت (ب)
. 𝜃 و n بدلالة S قيمة إستنتج (ج)

330 صفحة 239 التمرين أنظر � .𝔖 =
ѫ

௝
Ѩ=й

cosл k𝜃 : المجموع أحسب نفسالطريقة، باتباع •3

: منه بالتراجع) إثباتذلك (يمكن cos ((2k − 1)m𝜋) = (−1)Ѫ فإنّ 𝜃 = m𝜋 كان إذا •1 الحلّ.
S =

ѫ
௝
Ѩ=к

cos ((2k − 1)m𝜋) =
ѫ

௝
Ѩ=к

(−1)Ѫ = n (−1)Ѫ

: فإنّ صحيحاً عدداً k كان إذا (ا) •2
2 sin 𝜃 cos (2k − 1) 𝜃 = sin (𝜃 + (2k − 1) 𝜃)+ sin (𝜃 − (2k − 1) 𝜃) = sin 2k𝜃 − sin 2 (k − 1) 𝜃

: لدينا (ب)

2S sin 𝜃 = 2 sin 𝜃
ѫ

௝
Ѩ=к

cos (2k − 1) 𝜃 =
ѫ

௝
Ѩ=к

2 sin 𝜃 cos 2 (k − 1) 𝜃 =
ѫ

௝
Ѩ=к

(sin 2k𝜃 − sin (2k − 1) 𝜃)

= ڄ
gray���sin 2𝜃 −gray ����:0sin 0𝜃 څ + (gray���sin 4𝜃 −gray���sin 2𝜃) + (gray���sin 6𝜃 −gray���sin 4𝜃) + ⋯

+ (gray(((((((sin 2(n − 1)𝜃 −gray(((((((sin 2 (n − 2) 𝜃) + (sin 2n𝜃 −gray(((((((sin 2 (n − 1) 𝜃)
= sin 2n𝜃

𝟯𝟮𝟵
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. S =
ѫ

௝
Ѩ=к

cos (2k − 1) 𝜃 =
⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

n(−1)Ѫ m؛ ∈ ℤ مع 𝜃 = m𝜋 كان إذا

sin 2n𝜃
2 sin 𝜃 ؛ 𝜃 ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا

: سبق حسبما (ج)

: مباشرة بطريقة S إيجاد فيمكن ، 𝜃 ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا ⧏ : 53 ملاحظة

S =
ѫ

௝
Ѩ=к

cos (2k − 1) 𝜃 =
ѫ

௝
Ѩ=к

Re ځഈٿлѨ−кپeڀ = Re
چ

ѫ
௝
Ѩ=к

e−Ѹഈ ځeлѸഈڀ
Ѩ

ڇ
= Re

چ
e−Ѹഈ

ѫ
௝
Ѩ=к

ځeлѸഈڀ
Ѩ

ڇ

= Re
چ
e−Ѹഈ ⋅ eлѸഈ eڀ

лѸഈځ
ѫ − 1

eлѸഈ − 1 ڇ
= Re

چ
eѸѫഈ eѸѫഈڀ − e−Ѹѫഈځ

eѸഈ − e−Ѹഈ ڇ
= Reڄ

2ı sinn𝜃
2ı sin 𝜃 eѸѫഈ

څ

= sinn𝜃 cosn𝜃
sin 𝜃 =

к
л sin 2n𝜃

sin 𝜃 = sin 2n𝜃
2 sin 𝜃

⧐

.𝔖 =
ѫ

௝
Ѩ=й

1 = n + 1 : منه cosл k𝜃 = 1 فإنّ 𝜃 = 0 (mod 𝜋) كان إذا (ا) •3

: يكون cosл k𝜃 = 1
2 (1 + cos 2k𝜃) أنّ فبملاحظة ، 𝜃 ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا (ب)

𝔖 =
ѫ

௝
Ѩ=йڄ

1
2 + 1

2 cos 2k𝜃څ =
ѫ

௝
Ѩ=й

1
2 + 1

2
ѫ

௝
Ѩ=й

cos 2k𝜃 = n + 1
2 + 1

2
ѫ

௝
Ѩ=й

cos 2k𝜃

: لكن
2 sin 𝜃 cos 2k𝜃 = sin (𝜃 + 2k𝜃) + sin (𝜃 − 2k𝜃) = sin (2k + 1) 𝜃 − sin (2k − 1) 𝜃

2 sin 𝜃
ѫ

௝
Ѩ=й

cos 2k𝜃 =
ѫ

௝
Ѩ=й

2 sin 𝜃 cos 2k𝜃 =
ѫ

௝
Ѩ=й

(sin (2k + 1) 𝜃 − sin (2k − 1) 𝜃) : إذن

= (gray���sin 𝜃 − sin (−𝜃)) + (gray���sin 3𝜃 −gray���sin 𝜃) + ⋯ + (sin (2n + 1) 𝜃 −gray((((((sin (2n − 1)𝜃)
= sin (2n + 1) 𝜃 + sin 𝜃

ѫ
௝
Ѩ=й

cos 2k𝜃 = sin (2n + 1) 𝜃 + sin 𝜃
2 sin 𝜃 = sin (2n + 1) 𝜃

2 sin 𝜃 + 1
2 : منه

𝔖 = n + 1
2 + 1

2 ڄ
sin (2n + 1) 𝜃

2 sin 𝜃 + 1
څ2 = 2n + 3

4 + sin (2n + 1) 𝜃
4 sin 𝜃 : منه

■

.. .𝟐𝟑𝟗 . 

.Sѫ =
ѫ

௝
Ѩ=й

sinл kx و Cѫ =
ѫ

௝
Ѩ=й

cosл kx : نضع طبيعي. عدد n و حقيقي عدد x

.Cѫ + Sѫ = n + 1 أنّ أثبت •1
.( x ∉ 𝜋ℤ و x ∈ 𝜋ℤالحالتين Cѫ(ميِّز − Sѫأحسب •2

329 صفحة 238 التمرين أنظر � . Sѫ Cѫو من ăكلا إستنتج •3

𝟯𝟯𝟬
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: (cosл t + sinл t = 1 بالمتطابقة ر (نُذكِّ لدينا •1 الحلّ.
Cѫ + Sѫ =

ѫ
௝
Ѩ=й

cosл kx +
ѫ

௝
Ѩ=й

sinл kx =
ѫ

௝
Ѩ=й

cosлڂ kx + sinл kxڃ =
ѫ

௝
Ѩ=й

1 = n + 1

: (cosл t − sinл t = cos 2t بالمتطابقة ر (نُذكِّ لدينا •2
Cѫ − Tѫ =

ѫ
௝
Ѩ=й

cosл kx −
ѫ

௝
Ѩ=й

sinл kx =
ѫ

௝
Ѩ=й

cosлڂ kx − sinл kxڃ =
ѫ

௝
Ѩ=й

cos 2kx

Cѫ−Sѫ = n+1−0 Sѫإذن= = 0 منه sinл kx = 0 xفإنّ = 0 (mod 𝜋)كان xأيإذا ∈ 𝜋ℤكان إذا •

. (Cѫ − Tѫ =
ѫ

௝
Ѩ=й

cos 2kx = n + 1 منه cos 2kx = 1 : (أو n + 1

: فإنّ 329 صفحة 238 التمرين فحسب x ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا أي x ∉ 𝜋ℤ كان إذا •

Cѫ − Sѫ =
ѫ

௝
Ѩ=й

cos 2kx = sin (2n + 1) x
2 sin x + 1

2

نجد طرف إلى طرفاً المعادلتين هاتين بجمع . Cѫ − Sѫ = sin(2n + 1)x
2 sin x + 1

2 و Cѫ + Sѫ = n + 1 لدينا •3
إلىطرفنجد طرفاً بطرحهما و Cѫ؛ = 2n + 3

4 + sin (2n + 1) x
4 sin x أي 2Cѫ = n+ 1+ sin (2n + 1) x

2 sin x + 1
2

. Sѫ = n + 1 − Cѫ = 2n + 1
4 − sin (2n + 1) x

4 sin x
■

.. .𝟐𝟒𝟎 . 

.T =
ѫ

௝
Ѩ=к

cosѨ 𝜃 sin k𝜃 و S =
ѫ

௝
Ѩ=к

cosѨ 𝜃 cos k𝜃 : نضع طبيعي. عدد n و حقيقي عدد 𝜃

. Z = S + ıT : المركب العدد نعتبر

. u = eѸഈ cos 𝜃 مع Z =
ѫ

௝
Ѩ=к

uѨ أنّ أثبت •1

. u = 1
2 + eлѸഈ

2 أنّ أثبت •2

الحالة. هذه في T و Sأحسب ؟ u = 1 يكون متى •3

. Z = −ıcos 𝜃
sin 𝜃 eѸѫഈڀ cosѫ 𝜃 − ځ1 : أنّ أثبت . u ≠ نفرض1 •4

. T و S من ăكلا إستنتج •5

.𝔗 =
ѫ

௝
Ѩ=й

sin k𝜃
cosѨ 𝜃 𝔖و =

ѫ
௝
Ѩ=й

cos k𝜃
cosѨ 𝜃 المجموعين أحسب نفسالطريقة، باتباع •6

𝟯𝟯𝟭
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: لدينا •1 الحلّ.
Z =

ѫ
௝
Ѩ=к

cosѨ 𝜃 cos k𝜃 + ı
ѫ

௝
Ѩ=к

cosѨ 𝜃 sin k𝜃 =
ѫ

௝
Ѩ=к

cosѨڀ 𝜃 cos k𝜃 + ı cosѨ 𝜃 sin k𝜃ځ

=
ѫ

௝
Ѩ=к

cosѨ 𝜃 (cos k𝜃 + ı sin k𝜃) =
ѫ

௝
Ѩ=к

cosѨ 𝜃eѸѨഈ =
ѫ

௝
Ѩ=к

eѸഈڀ cos 𝜃ځ
Ѩ

: لدينا •2

u = eѸഈ cos 𝜃 = (cos 𝜃 + ı sin 𝜃) cos 𝜃 = cosл 𝜃 + ı cos 𝜃 sin 𝜃 = 1 + cos 2𝜃
2 + ısin 2𝜃

2
= 1

2 + 1
2 (cos 2𝜃 + ı sin 2𝜃) = 1

2 + 1
2e

лѸഈ

أولر صيغة نستعمل : أخرى طريقة

u = eѸഈ cos 𝜃 = eѸഈ ڄ
eѸഈ + e−Ѹഈ

2 څ = eѸഈ+Ѹഈ + eѸഈ−Ѹഈ

2 = eлѸഈ + eй
2 = eлѸഈ + 1

2

: لدينا •3
u = 1 ⟺ 1

2 + 1
2e

лѸഈ = 1 ⟺ eлѸഈ = 1 ⟺ 2𝜃 = 0 (mod 2𝜋) ⟺ 𝜃 = 0 (mod 𝜋)

. T = Im (Z) = 0 و S = Re (Z) = n إذن Z =
ѫ

௝
Ѩ=к

1 = n فإنّ u = 1 كان إذا : منه

: فإنّ 𝜃 ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا أي u ≠ 1 كان إذا •4

Z =
ѫ

௝
Ѩ=к

uѨ = u ⋅ u
ѫ − 1
u − 1 = u

u − 1 (uѫ − 1) =
к
л + к

лeлѸഈ
к
л + к

лeлѸഈ − 1 eڀڂ
Ѹഈ cos 𝜃ځ

ѫ − ڃ1

= eлѸഈ + 1
eлѸഈ − 1 eѸѫഈڀ cosѫ 𝜃 − ځ1 = eѸഈ eѸഈڀ + e−Ѹഈځ

eѸഈ eѸഈڀ − e−Ѹഈځ ڀڂ
eѸഈ cos 𝜃ځ

ѫ − ڃ1

= 2 cos 𝜃
2ı sin 𝜃 eѸѫഈڀ cosѫ 𝜃 − ځ1 = −ıcos 𝜃

sin 𝜃 eѸѫഈڀ cosѫ 𝜃 − ځ1

: لدينا •5

Z = −ıcos 𝜃
sin 𝜃 eѸѫഈڀ cosѫ 𝜃 − ځ1 = −ıcos 𝜃

sin 𝜃 (−1 + cosѫ 𝜃 cosn𝜃 + ı cosѫ 𝜃 sinn𝜃)

= cos 𝜃
sin 𝜃 cosѫ 𝜃 sinn𝜃 + ı cosѫ 𝜃 (1 − cosn𝜃) cos 𝜃

sin 𝜃
S = Re (Z) = cos 𝜃

sin 𝜃 cosѫ 𝜃 sinn𝜃 = cosѫ+к 𝜃 sinn𝜃
sin 𝜃 : منه

T = Im (Z) = cosѫ 𝜃 (1 − cosn𝜃) cos 𝜃
sin 𝜃 = (1 − cosn𝜃) cosѫ+к 𝜃

sin 𝜃 و

. 𝜃 ≠ 𝜋
2 (mod 𝜋) يكون أن يجب معرّفتان، العبارتين تكون حتى •6

: ℨمنه = 𝔖 + ı𝔗 نضع

ℨ =
ѫ

௝
Ѩ=й

cos k𝜃 + ı sin k𝜃
cosѨ 𝜃 =

ѫ
௝
Ѩ=йڄ

eѸഈ
cos 𝜃څ

Ѩ
=

ѫ
௝
Ѩ=й

uѨ

: لدينا . u = eѸഈ
cos 𝜃 = cos 𝜃 + ı sin 𝜃

cos 𝜃 = 1 + ı tan 𝜃 مع
u = 1 ⟺ eѸഈ = cos 𝜃 ⟺ sin 𝜃 = 0 ⟺ 𝜃 = 0 (mod 𝜋)

𝟯𝟯𝟮
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و 𝔖 = Re (ℨ) = n + 1 منه ℨ =
ѫ

௝
Ѩ=й

1 = n + 1 فإنّ 𝜃 = 0 (mod 𝜋) كان إذا أي u = 1 كان إذا •

.𝔗 = Im (ℨ) = 0
: فإنّ 𝜃 ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا أي u ≠ 1 كان إذا •

ℨ =
ѫ

௝
Ѩ=й

uѨ = uѫ+к − 1
u − 1 = 1

(1 + ı tan 𝜃) − 1 ڄچ
eѸഈ

cos 𝜃څ

ѫ+к
− 1

ڇ

= −ıcos 𝜃
sin 𝜃 ڄ

eѸپѫ+кٿഈ

cosѫ+к 𝜃 − څ1 = −ıcos 𝜃
sin 𝜃 ڄ

cos(n + 1)𝜃 − cosѫ+к 𝜃 + ı sin (n + 1) 𝜃
cosѫ+к 𝜃 څ

= sin (n + 1) 𝜃
sin 𝜃 cosѫ 𝜃 + ıcosѫ+к 𝜃 − cos (n + 1) 𝜃

sin 𝜃 cosѫ 𝜃
𝔖 = Re (ℨ) = sin (n + 1) 𝜃

sin 𝜃 cosѫ 𝜃 : منه

𝔗 = Im (ℨ) = cosѫ+к 𝜃 − cos (n + 1) 𝜃
sin 𝜃 cosѫ 𝜃 و

■

.. .𝟐𝟒𝟏 . 

. S =
ѫ

௝
Ѩ=−ѫ

eѸѨഈ : نضع طبيعي. عدد n و حقيقي عدد 𝜃

. S ∈ ℝ : أنّ أثبت •1
. 𝜃 = 0 (mod 2𝜋) كان إذا Sأحسب •2

. 𝜃 و n بدلالة S لـِ مُبسّطة عبارة إستنتج . S = e−Ѹѫഈ eѸپлѫ+кٿഈ − 1
eѸഈ − 1 أنّ أثبت . 𝜃 ≠ 0 (mod 2𝜋)نفرض •3

: لدينا •1 الحلّ.
S =

ѫ
௝
Ѩ=−ѫ

eѸѨഈ =
ѫ

௝
Ѩ=−ѫ

eѸѨഈ =
ѫ

௝
Ѩ=−ѫ

e−ѸѨഈ =
−ѫ
௝
ൔ=ѫ

eѸൔഈ = S

. S ∈ ℝ إذن

أولر صيغة نستعمل : أخرى طريقة

S =
ѫ

௝
Ѩ=−ѫ

eѸѨഈ =
−к
௝
Ѩ=−ѫ

eѸѨഈ + eйѸഈ +
ѫ

௝
Ѩ=к

eѸѨഈ

=
ѫ

௝
ൔ=к

e−Ѹൔഈ + 1 +
ѫ

௝
Ѩ=к

eѸѨഈ (k = −ℓبالتعويض)

= 1 +
ѫ

௝
Ѩ=к

e−ѸѨഈڀ + eѸѨഈځ (k تسميته يمكن إذن أصمّ ℓ (المتغيرّ

= 1 + 2
ѫ

௝
Ѩ=к

cos k𝜃 ∈ ℝ

𝟯𝟯𝟯
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. S =
ѫ

௝
Ѩ=−ѫ

1 = 2n + 1 : منه eѸѨഈ = 1 فإنّ 𝜃 = 0 (mod 2𝜋) كان إذا •2

: فإنّ 𝜃 ≠ 0 (mod 2𝜋) كان إذا •3

S =
ѫ

௝
Ѩ=−ѫ

eѸѨഈ = e−Ѹѫഈ
ѫ

௝
Ѩ=−ѫ

eѸѫഈ+ѸѨഈ = e−Ѹѫഈ
ѫ

௝
Ѩ=−ѫ

eѸپѫ+Ѩٿഈ ൔ = ѫ + Ѩ
= e−Ѹѫഈ

лѫ
௝
ൔ=й

eѸൔഈ

= e−Ѹѫഈ
лѫ
௝
ൔ=й

ځeѸഈڀ
ൔ = e−Ѹѫഈ eѸپлѫ+кٿഈ − 1

eѸഈ − 1 = e−Ѹѫഈ eѸپ
ר+ؙש

ש ഈ2ıٿ sin лѫ+кڀ
л 𝜃ځ

eѸ ಋ
ש 2ı sin ഈ

л

= sin nڀ + к
лځ 𝜃

sin ഈ
л

: بالتالي و S = 1 + 2
ѫ

௝
Ѩ=к

cos k𝜃 أنّ الأوّل السؤال في وجدنا : أخرى بطريقة التمرين حلّ يمكن ⧏ : 54 ملاحظة

؛ S = 1 + 2n cos k𝜃 = 1 فإنّ 𝜃 = 0 (mod 2𝜋) كان إذا •

: فإنّ 𝜃 ≠ 0 (mod 2𝜋) كان إذا و •

S = 1 + 2
ѫ

௝
Ѩ=к

cos k𝜃 = 1 + 2
ѫ

௝
Ѩ=к

Re ځeѸѨഈڀ = 1 + 2Re
چ

ѫ
௝
Ѩ=к

ځeѸഈڀ
Ѩ

ڇ

= 1 + 2Reڄe
Ѹഈ ⋅ e

Ѹѫഈ − 1
eѢئಋ−к څ = 1 + 2Re

چ
eѸഈ ⋅ e

Ѹѫഈ/л eѸѫഈ/лڀ − e−Ѹѫഈ/лځ
eѸഈ/л eѸഈ/лڀ − e−Ѹഈ/лځ ڇ

= 1 + 2Re
چ
eѸഈ ⋅ 2ıe

Ѹѫഈ/л sin ѫഈ
л

2ıeѸഈ/л sin ഈ
л ڇ

= 1 + 2Re
چ
eר+ؙپ

ש Ѹഈٿ sin ѫഈ
л

sin ഈ
л ڇ

= 1 + 2sin ѫഈ
л

sin ഈ
л

cos (n + 1)𝜃
2

: لكن5

2 sin n𝜃
2 cos (n + 1)𝜃

2 = sinڄ
n𝜃
2 + (n + 1)𝜃

2 څ + sinڄ
n𝜃
2 − (n + 1)𝜃

2 څ

= sin (2n + 1)𝜃
2 + sinڄ−𝜃

څ2 = sinڄn + 1
څ2 𝜃 − sin 𝜃

2
: منه

S = 1 + sin nڀ + к
лځ 𝜃 − sin ഈ

л
sin ഈ

л
= 1 + sin nڀ + к

лځ 𝜃
sin ഈ

л
− sin ഈ

л
sin ഈ

л

= 1 + sin nڀ + к
лځ 𝜃

sin ഈ
л

− 1 = sin nڀ + к
лځ 𝜃

sin ഈ
л

النتيجة. نفس هي و
⧐

■

. л sinѵ cosѶ = sinپѵ + Ѷٿ + ѰѦѫپѵ − Ѷٿ : أنّ 5نُذكّر

𝟯𝟯𝟰
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.. .𝟐𝟒𝟐 . 
: أحسب . n ≥ بحيث1 طبيعي عدد n و حقيقية أعداد 𝜌 ، 𝛽 ، 𝛼

B =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜌Ѩ sin (𝛼 + k𝛽) • A =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜌Ѩ cos (𝛼 + k𝛽) •

: فإنّ 𝛽 = 0 (mod 2𝜋) و 𝜌 = 1 كان إذا أي 𝜌eѸം = 1 كان إذا • الحلّ.
A =

ѫ−к
௝
Ѩ=й

cos 𝛼 = n cos 𝛼

B =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

sin 𝛼 = n sin 𝛼

: Cيكون = A + ıB فبوضع 𝛽 ≠ 0 (mod 2𝜋) أو 𝜌 ≠ 1 كان إذا أي 𝜌eѸം ≠ 1 كان إذا •

C =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜌Ѩ (cos (𝛼 + k𝛽) + ı sin (𝛼 + k𝛽)) =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜌ѨeѸഁپ+Ѩംٿ

= eѸഁ
ѫ−к
௝
Ѩ=й

ځ𝜌eѸംڀ
Ѩ = eѸഁ 1 − 𝜌ѫeѸѫം

1 − 𝜌eѸം

= eѸഁ 1ڀ − 𝜌ѫeѸѫംځ (1 − 𝜌 cos 𝛽 + ı𝜌 sin 𝛽)
(1 − 𝜌 cos 𝛽)л + 𝜌л sinл 𝛽

= eѸഁ 1ڀ − 𝜌ѫeѸѫംځ 1ڀ − 𝜌e−Ѹംځ
1 − 2𝜌 cos 𝛽 + 𝜌л cosл 𝛽 + 𝜌л sinл 𝛽

= eѸഁ 1 − 𝜌e−Ѹം − 𝜌ѫeѸѫം + 𝜌ѫ+кeѸپѫ−кٿം

1 + 𝜌л − 2𝜌 cos 𝛽

= eѸഁ − 𝜌eѸഁپ−ംٿ − 𝜌ѫeѸഁپ+ѫംٿ + 𝜌ѫ+кeѸپ+ഁپѫ−кٿംٿ

1 + 𝜌л − 2𝜌 cos 𝛽

: ينتج التخيلي الجزء و الحقيقي الجزء بأخذ و

A = cos 𝛼 − 𝜌 cos (𝛼 − 𝛽) − 𝜌ѫ cos (𝛼 + n𝛽) + 𝜌ѫ+к cos (𝛼 + (n − 1)𝛽)
1 + 𝜌л − 2𝜌 cos 𝛽

و
B = sin 𝛼 − 𝜌 sin (𝛼 − 𝛽) − 𝜌ѫ sin (𝛼 + n𝛽) + 𝜌ѫ+к sin (𝛼 + (n − 1)𝛽)

1 + 𝜌л − 2𝜌 cos 𝛽
■

.. .𝟐𝟒𝟑 . 
. B = 𝜔м + 𝜔о + 𝜔п و A = 𝜔 + 𝜔л + 𝜔н العددين أحسب . 𝜔 = eлѸഏ/р ليكن

. (33 صفحة 14 المبرهنة (أنظر
п

௝
Ѩ=й

𝜔Ѩ = 0 منه 𝜔р = ځeлѸഏ/рڀ
р = eлѸഏ = 1 لأنّ للوحدة سابع جذر 𝜔 الحلّ.

𝟯𝟯𝟱
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.A + B = 𝜔 + 𝜔л + 𝜔м + 𝜔н + 𝜔о + 𝜔п = −1 : جهة من لدينا •

: أخرى جهة من و •

A ⋅ B = 𝜔ڀ + 𝜔л + 𝜔нځ 𝜔мڀ + 𝜔о + 𝜔пځ
= 𝜔н + 𝜔п + 𝜔р + 𝜔о + 𝜔р + 𝜔с + 𝜔р + 𝜔т + 𝜔кй

: منه 𝜔кй = 𝜔р ⋅ 𝜔м = 𝜔м و 𝜔т = 𝜔р ⋅ 𝜔л = 𝜔л ، 𝜔с = 𝜔р ⋅ 𝜔 = 𝜔 ، 𝜔р = 1 : لكن

A ⋅ B = 𝜔н + 𝜔п + 1 + 𝜔о + 1 + 𝜔 + 1 + 𝜔л + 𝜔м

= 2 + 1ڀ + 𝜔 + 𝜔л + 𝜔м + 𝜔н + 𝜔о + 𝜔пځ = 2 + 0 = 2

. Zл + Z + 2 = 0 أي Zл − (−1)Z + 2 = 0 المعادلة حلاَّ هما B Aو إذن

: الحلاّن منه Δ = (1)л − 4 × 1 × 2 = −7 = ڃı√7ڂ
л
هو الأخيرة هذه مميّز

. Zл = Zк = −1 + ı√7
2 و Zк = −1 − ı√7

2
: لكن

Im (A) = sin 2𝜋
7 + sin 4𝜋

7 + sin 8𝜋
7 ≥ 0

. sin 4𝜋
7 + sin 8𝜋

7 ≥ 0 و (0 < 2𝜋
7 < 𝜋 (لأنّ sin 2𝜋

7 ≥ 0 موجبلأنّ

sin x ≥ موجبلكون0 عدد هو و sin x+ sin (2x) = sin x (1 + 2 cos x) ≥ 0 منه x = 4𝜋
7 نضع الأخير، لإثباتهذا

. (
ʲ
0, 2𝜋

3 ʳ
على متناقصة cos التمام جيب دالة و 0 < x < 2𝜋

3 (لأنّ 1 + 2 cos x ≥ 0 و (0 < x < 𝜋 (لأنّ

. B = Zк = −1 − ı√7
2 و A = Zл = −1 + ı√7

2 إذن Im (A) ≥ 0 : الأخير في

: بالتالي و 𝜔Ѩ = 1
𝜔Ѩ = 𝜔р

𝜔Ѩ = 𝜔р−Ѩ منه 𝜔 = 1
𝜔 فإنّ |𝜔| = 1 أنّ بما ⧏ : 55 ملاحظة

B = 𝜔м + 𝜔о + 𝜔п = 𝜔р−м + 𝜔р−о + 𝜔р−п = 𝜔н + 𝜔л + 𝜔 = A

⧐
■

.. .𝟐𝟒𝟒 الجذور).$. (باستعمال cos 𝜋
17 و cos 𝜋

5 من ăحسابكلا هو التمرين هذا في هدفنا

الأول الجزء

: المعادلة حلول المثلثي، الشكل على أكتب، •1
zо − 1 = 0 (𝟔)

. zо − 1 = (z − 1)Q (z) : بالعبارة المعرف الحدود Qكثير ليكن •2

.Q الحدود كثير جذور عبارة استنتج ثمّ ، t = z + 1
z Q(z)حيث = zл tڂ

л + t − ڃ1 أنّ أثبت

. sin 𝜋
5 و sin 4𝜋

5 ، sin 2𝜋
5 ، cos 𝜋

5 ، cos 4𝜋
5 ، cos 2𝜋

5 : من ăكلا قيمة إستنتج •3

𝟯𝟯𝟲
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�� صفحة �� التمرين أنظر �

الثاني الجزء

. 𝜃 = 𝜋
17 يلي فيما نضع

الحاسبة. الآلة باستعمال لها تقريبية قيم بإعطاء يسمح لا و المطلوبة للحسابات (المضبوطة) الدقيقة القيم يجبإيجاد
: أنّه أثبت •1

∀a ∈ ℝ , ∀h ∈]0, 2𝜋[ , ∀n ∈ ℕ∗ :
ѫ−к
௝
Ѩ=й

cos (a + kh) =
sin nh

2 cosڄa + (n − 1)h2څ
sin h

2

.
ʯ
xк = cos 3𝜃 + cos 5𝜃 + cos 7𝜃 + cos 11𝜃
xл = cos 𝜃 + cos 9𝜃 + cos 13𝜃 + cos 15𝜃 : نضع •2

. ( 𝜃 = 𝜋
17 أنّ تنسَ لا ) xк > 0 : أنّ أثبت (ا)

. xк + xл = 1
2 : أنّ أثبت (ب)

: xкxл قيمة عن يلي فيما نبحث (ج)

عليها. ل المُتَحصَّ الجداءات الخطي شكلها أكتبعلى ثم xкxл أنشرالعبارة (i)
. xкxл = −2 (xк + xл) = −1 : أنّ إستنتج (ii)

. xл و xк من كلاَّ قيمة إستنتج (د)

ʯ
yк = cos 3𝜃 + cos 5𝜃 , yл = cos 7𝜃 + cos 11𝜃
yм = cos 𝜃 + cos 13𝜃 , yн = cos 9𝜃 + cos 15𝜃 : نضع •3

. yмyн و yкyл قيمة أحسب السابقة، الطريقة باتباع (ا)

. yн و yм ، yл ، yк من ăكلا قيمة إستنتج (ب)

الجذور). (باستعمال cos 𝜋
17 قيمة أعطِ •4
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الحلّ.
الأول الجزء

الأعداد أي 0 ≤ k ≤ 4 مع zѨ = eлѸѨഏ/о الأعداد أي للوحدة الخامسة الجذور هي (𝟔) المعادلة جذور •1
: و zй = 1 = cos 0 + ı sin 0

zк = cos 2𝜋
5 + ı sin 2𝜋

5 ; zл = cos 4𝜋
5 + ı sin 4𝜋

5 ; zм = cos 6𝜋
5 + ı sin 6𝜋

5 ; zн = cos 8𝜋
5 + ı sin 8𝜋

5

أنّ بما : مثلاً ) zм = zл و zн = zк أنّ بسهولة نتحقق : مثنى مثنى مترافقة جذوره فإنّ معاملاتQحقيقية أنّ بما و
. ( zѨ = 1

zѨ
= e−лѸѨഏ/о = eлѸپо−Ѩٿഏ/о = zо−Ѩ : فإنّ ||zѨ|| = 1

𝟯𝟯𝟳
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: Qفإنّ لـِ ليسجذراً z = 0 أنّ بما و .Q(z) = 1 + z + zл + zм + zн نجد z − على1 zо − 1 بقسمة •2

Q(z) = zлڄ
1
zл + 1

z + 1 + z + zлڅ = zлڄz
л + 1

zл + 1 + z + 1
zڅ

= zл
zڄچ + 1

zڅ

л
− 2 + 1 + t

ڇ
= zл tڂ

л + t − ڃ1

: منه
Q(z) = 0 ⟺ tл + t − 1 = 0 ⟺ t = −1 ± √5

2
: لدينا •3

: فإنّ t = −1 − √5
2 كان إذا •

z+1
z = −1 − √5

2 ⟺ z = −1 − √5 − ıʵ10 − 2√5
4 أو z = −1 − √5 + ıʵ10 − 2√5

4

: فإنّ t = −1 + √5
2 كان إذا و •

z+1
z = −1 + √5

2 ⟺ z = −1 + √5 − ıʵ10 + 2√5
4 أو z = −1 + √5 + ıʵ10 + 2√5

4
: الأعداد Q(z)هي جذور إذن

−1 − √5 − ıʵ10 − 2√5
4 ; −1 − √5 + ıʵ10 − 2√5

4 ;

−1 + √5 − ıʵ10 + 2√5
4 ; −1 + √5 + ıʵ10 + 2√5

4

و cos 2𝜋
5 > 0 فإنّ 0 < 2𝜋

5 < 𝜋
2 < 4𝜋

5 < 𝜋 أنّ بما و [0, 𝜋] المجال على تماماً متناقصة cos التمام جيب دالة لكن

cos 4𝜋
5 = −1 − √5

4 و cos 2𝜋
5 = −1 + √5

4 إذن cos 4𝜋
5 < 0

: فإنّ 0 < 𝜋
5 < 2𝜋

5 < 𝜋
2 أنّ بما و ,0ٴ 𝜋

علىٷ2 تماماً متزايدة sinالجيب دالة بالمثل،

sin 4𝜋
5 = sinڂ𝜋 − 𝜋

ڃ5 = sin 𝜋
5 < sin 2𝜋

5

. sin 𝜋
5 = sin 4𝜋

5 = ʵ10 − 2√5
4 منه sin 4𝜋

5 = ʵ10 − 2√5
4 و sin 2𝜋

5 = ʵ10 + 2√5
4 منه

: الأخير في

zк = −1 + √5
4 + ıʵ10 + 2√5

4 ; zл = −1 − √5
4 + ıʵ10 − 2√5

4

zм = zл = −1 − √5
4 − ıʵ10 − 2√5

4 ; zн = zк = −1 + √5
4 − ıʵ10 + 2√5

4

. cos 𝜋
5 = −−1 − √5

4 = 1 + √5
4 إذن cos 4𝜋

5 = cosڂ𝜋 − 𝜋
ڃ5 = − cos 𝜋

5 : ذلك إلى بالإضافة

الثاني الجزء

𝟯𝟯𝟴
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: لدينا . n ∈ ℕ∗ و h ∈ ]0, 2𝜋[ ، a ∈ ℝ ليكن •1
ѫ−к
௝
Ѩ=й

cos (a + kh) =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

Re ځٿў+ѨѥپeѸڀ = Re
چ

ѫ−к
௝
Ѩ=й

eѸپў+Ѩѥٿ
ڇ

: منه eѸѥ ≠ 1 فإنّ h ∈ ]0, 2𝜋[ أنّ بما و
ѫ−к
௝
Ѩ=й

eѸپў+Ѩѥٿ = eѸў
ѫ−к
௝
Ѩ=й

ځeѸѥڀ
Ѩ = eѸў ⋅ eڀ

Ѹѥځ
ѫ − 1

eѸѥ = eѸў ⋅ e
Ѹѫѥ − 1
eѸѥ − 1

= eѸў ⋅
eѸؙؓ

ש eڂ
Ѹؙؓ

ש − e−Ѹؙؓ
ש ڃ

eѸؓש eڂ
Ѹؓש − e−Ѹؓש ڃ

= eѸў ⋅ e
Ѹؙؓ

ש × 2ı sin ѫѥ
л

2ı sin ѥ
л

= eѸپў+ؙؓ
ש ٿ sin ѫѥ

л
sin ѥ

л
= sin ѫѥ

л
sin ѥ

л ʲ
cosڄa + nh

2 څ + ı sinڄa + nh
2 ʳڅ

المطلوب. على نحصل الأخيرة للعبارة الحقيقي الجزء بأخذ

: لدينا •2

xк = (cos 3𝜃 + cos 11𝜃) + (cos 5𝜃 + cos 7𝜃) = 2 cos 3𝜃 + 11𝜃
2 cos 3𝜃 − 11𝜃

2 + 2 cos 5𝜃 + 7𝜃
2 cos 5𝜃 − 7𝜃

2
= 2 cos 7𝜃 cos 4𝜃 + 2 cos 6𝜃 cos 𝜃

. xк > 0 إذن k ∈ {1, 4, 6, 7} لأجل cos k𝜃 > 0 منه 0 < 𝜃 < 4𝜃 < 6𝜃 < 7𝜃 < 𝜋
2 فإنّ 𝜃 = 𝜋

17 أنّ بما

: الأول السؤال فحسب h ∈ ]0, 2𝜋[ أنّ بما . n = 8 و h = 2𝜃 ، a = 𝜃 نضع •3

xк + xл =
р

௝
Ѩ=й

cos (𝜃 + 2k𝜃) = sin с×л
л cos 𝜃ڀ + 7 × лഈ

л ځ
sin лഈ

л
= sin 8𝜃 cos 8𝜃

sin 𝜃

=
к
л sin 16𝜃

sin 𝜃 = sin (𝜋 − 𝜃)
2 sin 𝜃 = sin 𝜃

2 sin 𝜃 = 1
2

: منه 2 cos k𝜃 = zѨ + z−Ѩ و z = z−к ، |z| = 1 فيكون z = eѸഈ نضع (ا) •4

2xк ⋅ 2xл = zмڀ + z−м + zо + z−о + zр + z−р + zкк + z−ккځ zڀ + z−к + zт + z−т + zкм + z−км + zко + z−коځ

: إذن z−Ѩ = −zкр−Ѩ منه zкр = eѸഏ = −1 لكن

2xк ⋅ 2xл = zмڀ + z−м + zо + z−о + zр + z−р + z−п + zпځ zڀ + z−к + z−с + zс + z−н + zн + z−л + zлځ
= z−л + z−м + z−н + 2z−п + z−р + 2z−с + 2zс + 3zр + 2zп + 4zо + 3zн + 3zм + 4z + 4z−к + 3z−л

+3z−м + 3z−н + 4z−о + 2z−п + 3z−р + 2z−с + 2zс + zр + 2zп + zн + zм + 4zл

= 4
с

௝
Ѩ=к

zѨ + 4
с

௝
Ѩ=к

z−Ѩ = 4
с

௝
Ѩ=к

zѨ − 4
кп
௝
Ѩ=т

zѨ−кр = 4
с

௝
Ѩ=к

zѨ − 4
кп
௝
Ѩ=т

ځzѨ−ڀ

= 4
с

௝
Ѩ=к

zѨ + 4
кп
௝
Ѩ=т

zѨ = 4
кп
௝
Ѩ=к

zѨ = 4 (−1) = −4

xкxл = −4
4 = −1 : منه

. (
кп
௝
Ѩ=к

zѨ = −1 منه
кп
௝
Ѩ=й

zѨ = 0 (لأنّ

𝟯𝟯𝟵
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. Xл − 1
2X − 1 = 0 المعادلة حلول هي xл و xк فإنّ xкxл = −1 و xк + xл = 1

2 أنّ بما (ب)

. xл = 1 − √17
4 و xк = 1 + √17

4 : فإنّ xк > 0 أنّ بما و ؛ 1 ± √17
4 هي الأخيرة هذه حلول

(ا) •5

2yк = zм + z−м + zо + z−о : لدينا
2yл = zр + z−р + zкк + z−кк و

4yкyл = zмڀ + z−м + zо + z−оځ zрڀ + z−р + zкк + z−ккځ : منه
= zл + z−л + zн + z−н + zп + z−п + zс + z−с

+zкй + z−кй + zкл + z−кл + zкн + z−кн + zкп + z−кп

= ڀ2 cos 2𝜃 + cos 4𝜃 + cos 6𝜃 + cos 8𝜃 + cos 10𝜃 + cos 12𝜃
+ cos 14𝜃 + cos 16𝜃ځ

= 2
с

௝
Ѩ=к

cos 2k𝜃 = 2
چ

−1 +
т−к
௝
Ѩ=й

cos (0 + k × 2𝜃)
ڇ

= 2
چ

−1 + sin т×лഈ
л cos 0ڀ + 8 × лഈ

л ځ
sin лഈ

л ڇ
= 1−ڄ2 + sin 9𝜃 cos 8𝜃

sin 𝜃 څ

= 1−ڄ2 + sin (𝜋 − 8𝜃) cos 8𝜃
sin 𝜃 څ = 1−ڄ2 + sin 8𝜃 cos 8𝜃

sin 𝜃 څ

= 2
چ

−1 +
к
л sin 16𝜃

sin 𝜃 ڇ
= 1−ڄ2 + sin (𝜋 − 𝜃)

2 sin 𝜃 څ

= 1−ڄ2 + sin 𝜃
2 sin 𝜃څ = 1−ڄ2 + 1

څ2 = −1

yкyл = −1
4 : إذن

4yмyн = zڀ + z−к + zн + z−нځ zсڀ + z−с + zл + z−лځ : بالمثل
= zл + z−л + zн + z−н + zс + z−с + zкй + z−кй

+zкн + z−кн + zкп + z−кп + zлл + z−лл + zлс + z−лс

= zл + z−л + zн + z−н + zс + z−с + zкй + z−кй

+zкн + z−кн + zкп + z−кп + zкл + z−кл + zп + z−п ( zѨ = zмн−Ѩ (لأنّ

= 2
с

௝
Ѩ=к

cos 2k𝜃 = −1 سبق) (حسبما

yмyн = −1
4 : إذن

Xл−xкX− 1
4 = المعادلة yлهيحلول yкو yкyлإذن = −1

4 أنّ yк+yлووجدنا = xк نلاحظأنّ • (ب)

.
xк ± ʶxлк + 1

2 تساوي أي 0
0 < 3𝜃 < 5𝜃 < 7𝜃 < 𝜋

2 < 11𝜃 < 𝜋 و [0, 𝜋] المجال على تماماً متناقصة cos التمام جيب دالة لكن

𝟯𝟰𝟬
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: لكن . yл =
xк − ʶxлк + 1

2 و yк =
xк + ʶxлк + 1

2 إذن yк > yл منه

xлк + 1 =
چ
1 + √17

4 ڇ

л

+ 1 = 1 + 17 + 2√17 + 16
16 = 34 + 2√17

16

yк = 1
2 چ

1 + √17
4 + ʵ34 + 2√17

4 ڇ
= 1 + √17 + ʵ34 + 2√17

8 : إذن

yл = 1
2 چ

1 + √17
4 − ʵ34 + 2√17

4 ڇ
= 1 + √17 − ʵ34 + 2√17

8 و

Xл−xлX− 1
4 = المعادلة yнهيحلول yмو yмyнإذن = −1

4 أنّ yм+yнووجدنا = xл نلاحظأنّ •

.
xл ± ʶxлл + 1

2 تساوي أي 0
إذن yм > yн منه 0 < 𝜃 < 𝜋

2 < 9𝜃 < 13𝜃 < 15𝜃 < pi و [0, 𝜋] على تماماً متناقصة cos لكن

: لكن . yн =
xл − ʶxлл + 1

2 و yм =
xл + ʶxлл + 1

2

xлл + 1 =
چ
1 − √17

4 ڇ

л

+ 1 = 1 + 17 − 2√17 + 16
16 = 34 − 2√17

16

yм = 1
2 چ

1 − √17
4 + ʵ34 − 2√17

4 ڇ
= 1 − √17 + ʵ34 − 2√17

8 : إذن

yн = 1
2 چ

1 − √17
4 − ʵ34 − 2√17

4 ڇ
= 1 − √17 − ʵ34 − 2√17

8 و

جهة من . tк + tл = yм و tк > tл أنّ الواضح من . tл = cos 13𝜃 و tк = cos 𝜃 نضع و الطريقة نفس نتبع •6
: لدينا أخرى،

4tкtл = zڀ + z−кځ zкмڀ + z−кмځ
= zкл + z−кл + zкн + z−кн = 2 cos 12𝜃 + 2 cos 14𝜃 = 2 cos (𝜋 − 5𝜃) + 2 cos (𝜋 − 3𝜃)
= −2 cos 5𝜃 − 2 cos 3𝜃 = −2yк

tкtл =
−2yк
4 = −1

2yк : منه

: لكن .
yм ± ʶyл

м + 2yк
2 تساوي أي Xл − yмX − 1

2yк = 0 حلول هي tл و tк إذن

yл
м + 2yк =

چ
1 − √17 + ʵ34 − 2√17

8 ڇ

л

− 2
چ
1 + √17 + ʵ34 + 2√17

8 ڇ

=
26 − 2√17 − 1−ڂ + ʵ34ڃ17√ − 2√17

32 +
8 1ڂ + √17 + ʵ34 + ڃ17√2

32

𝟯𝟰𝟭
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=
34 + 6√17 + 8ʵ34 + 2√17 + 1ڂ − ʵ34ڃ17√ − 2√17

32

ʶyл
м + 2yк =

ʻ̋
ʺ
ʹ

34 + 6√17 + 8ʵ34 + 2√17 + 1ڂ − ʵ34ڃ17√ − 2√17
32 : منه

= ʷ
68 + 12√17 + 16ʵ34 + 2√17 + 2 1ڂ − ʵ34ڃ17√ − 2√17

8
yм ± ʶyл

м + 2yк
2 = 1

2 چ
1 − √17 + ʵ34 − 2√17

8 : منه

±ʷ
68 + 12√17 + 16ʵ34 + 2√17 + 2 1ڂ − ʵ34ڃ17√ − 2√17

8
⎞⎟⎟
⎠

: فإنّ tк = cos 𝜃 = cos 𝜋
17 و tк > tл أنّ بما و

cos 𝜋
17 = 1

16 چ
1 − √17 + ʶ34 − 2√17 + ʷ68 + 12√17 + 16ʶ34 + 2√17 + 2 1ڂ − ʶ34ڃ17√ − 2√17

ڇ

tл = cos 13𝜃 أنّ بما و ؛ sin 𝜋
17 = +

ʷ
1 − cosл 𝜋

17 منه sin 𝜋
17 > 0 فإنّ 0 < 𝜋

17 < 𝜋 أنّ بما ⧏ : 56 ملاحظة

: فإنّ

cos 13𝜋
17 = 1

16 چ
1 − √17 + ʶ34 − 2√17 − ʷ68 + 12√17 + 16ʶ34 + 2√17 + 2 1ڂ − ʶ34ڃ17√ − 2√17

ڇ
و tм + tн = yк فيكون tн = cos 5𝜃 و tм = cos 3𝜃 نضع : cos 5𝜃 و cos 3𝜃 لإيجاد الطريقة نفس اتباع يمكن
بالنسبة الشيء نفس سبق. كما الحسابات نتمم ثمّ 4tмtн = 2 cos 8𝜃 + 2 cos 2𝜃 = −2 cos 9𝜃 − 2 cos 15𝜃 = −2yн

. cos 15𝜃 و cos 9𝜃 إلى بالنسبة و ، cos 11𝜃 و cos 7𝜃 إلى
...إلخ. cos 15𝜃 = cos (𝜋 − 2𝜃) = − cos 2𝜃 = 1 − 2 cosл 𝜃 : مثلاً المثلثية، المتطابقات استخدام أيضاً يمكن

⧐
■

.. .𝟐𝟒𝟓 .$: م 1796— (G)ڤوص إثباتصيغة هو المسألة هذه في هدفنا

cos 2𝜋
17 = 1

16 چ
−1 + √17 + ʶ34 − 2√17 + ʷ68 + 12√17 + 2 1−ڂ + ʶ34ڃ17√ − 2√17 − 16ʶ34 + 2√17

ڇ

: و z = eѸഈ ؛ 𝜃 = 2𝜋
17 نضع

aк = z + zл + zн + zс + zт + zкм + zко + zкп cк = z + zкп
aл = zм + zо + zп + zр + zкй + zкк + zкл + zкн cл = zн + zкм
bк = z + zн + zкм + zкп bм = zм + zо + zкл + zкн
bл = zл + zс + zт + zко bн = zп + zр + zкй + zкк

𝟯𝟰𝟮
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. aк بدلالة bл و bк عبارة أوجد (د)
بدلالة bн و bм عن عبرِّ الطريقة، نفس باتباع (ه�)

. aл

. cк + cл = bк : أنّ أثبت (ا) •3
. cл < cк : أنّ أثبت (ب)

. cкcл = bм : أنّ أثبت (ج)

. bм و bк بدلالة cл و cк عبارة أوجد (د)

. ڤوص) (أيصيغة cos 𝜃 قيمة إستنتج •4

. aк + aл = −1 : أنّ أثبت (ا) •1
. aл < 0 أنّ أثبت (ب)

. aкaл = −4 : أنّ أثبت (ج)
: المثلثية بالمتطابقة ر نُذكِّ

cos x cosy = 1
2 (cos (x + y) + cos (x − y))

. aл و aк من لكل الجبرية العبارة أوجد (د)

. bк + bл = aк : أنّ أثبت (ا) •2
. bл < bк : أنّ أثبت (ب)

. bкbл = −1 : أنّ أثبت (ج)

336 صفحة 244 التمرين أنظر �

. zкр−Ѩ = zкр ⋅ z−Ѩ = z−Ѩ و zѨ + zѨ = zѨ + z−Ѩ = 2 cos (k𝜃) أنّ و ؛ z ≠ 1 و zкр = 1 أنّ نلاحظ بدايةً، الحلّ.
: لدينا (ا) •1

aк + aл =
кп
௝
Ѩ=к

zѨ = −1 +
кп
௝
Ѩ=й

zѨ = −1 + zкр − 1
z − 1 = −1 + 0 = −1

: فإنّ 𝜃 = 2𝜋
17 أنّ بما (ب)

0 < 𝜃 < 2𝜃 < 3𝜃 < 4𝜃 < 𝜋
2 < 5𝜃 < 6𝜃 < 7𝜃 < 8𝜃 < 𝜋

و 1 ≤ k ≤ 4 لأجل cos (k𝜃) > 0 فإنّ [0, 𝜋] المجال على تماماً متناقصة cos التمام جيب دالة أنّ بما و
: لكن . 5 ≤ k ≤ 8 لأجل cos (k𝜃) < 0

aк = z + zл + zн + zс + zт + zкм + zко + zкп = z + zкр−к + zл + zкр−л + zн + zкр−н + zс + zкр−с

= z + z−к + zл + z−л + zн + z−н + zс + z−с = 2 cos 𝜃 + 2 cos 2𝜃 + 2 cos 4𝜃 + 2 cos 8𝜃
aл = zм + zо + zп + zр + zкй + zкк + zкл + zкн = zм + zкр−м + zо + zкр−о + zп + zкр−п + zр + zкр−р

= zм + z−м + zо + z−о + zп + z−п + zр + z−р = 2 cos 3𝜃 + 2 cos 5𝜃 + 2 cos 6𝜃 + 2 cos 7𝜃

= 2 × 2 cos 3𝜃 + 6𝜃
2 cos 3𝜃 − 6𝜃

2 + 2 cos 5𝜃 + 2 cos 7𝜃 = 4 cos 9𝜃
2 cos 3𝜃

2 + 2 cos 5𝜃 + 2 cos 7𝜃

تماماً سالب cos 9𝜃
2 cos 3𝜃

2 فالجداء إذن cos 9𝜃
2 < 0 و cos 3𝜃

2 > 0 فإنّ 0 < 3𝜃
2 < 𝜋

2 < 9𝜃
2 < 𝜋 أنّ بما

. aл < 0 فإنّ cos 7𝜃 < 0 و cos 5𝜃 < 0 أنّ بما و
: لدينا (ج)

aкaл = zڀ + zл + zн + zс + zт + zкм + zко + zкпځ zмڀ + zо + zп + zр + zкй + zкк + zкл + zкнځ
= zн + zо + zп + 3zр + 2zс + 2zт + zкй + 3zкк + 3zкл + 3zкм + 4zкн + 4zко + 4zкп + 4zкс

+4zкт + 4zлй + 3zлк + 3zлл + 3zлм + zлн + 2zло + 2zлп + 3zлр + zлс + zлт + zмй

𝟯𝟰𝟯

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VII

: إذن zкр = 1 لأنّ zѨ = zѯ فإنّ على17 k قسمة باقي r كان إذا لكن

aкaл = zн + zо + zп + 3zр + 2zс + 2zт + zкй + 3zкк + 3zкл + 3zкм + 4zкн + 4zко + 4zкп + 4z
+4zл + 4zм + 3zн + 3zо + 3zп + zр + 2zс + 2zт + 3zкй + zкк + zкл + zкм

= 4 zڀ + zл + zм + zн + zо + zп + zр + zс + zт + zкй + zкк + zкл + zкм + zкн + zко + zкоځ
= 4 (aк + aл) = 4 (−1) = −4

تساوي أي Xл + X − 4 = 0 المعادلة حلول هي aл و aк فإنّ aкaл = −4 و aк + aл = −1 أنّ بما (د)

. aл = −1 − √17
2 و aк = −1 + √17

2 فإنّ aл < 0 أنّ بما و −1 ± √17
2
: لدينا (ا) •2

bк + bл = z + zн + zкм + zкп + zл + zс + zт + zко = aк

: لدينا (ب)

bк = z + zн + zкм + zкп = z + z−к + zн + z−н = 2 cos 𝜃 + 2 cos 4𝜃
bл = zл + zс + zт + zко = zл + z−л + zс + z−с = 2 cos 2𝜃 + 2 cos 8𝜃

.bл < bк إذن cos 8𝜃 < cos 4𝜃و cos 2𝜃 < cos 𝜃 فإنّ [0, 𝜋]على تماماً متناقصة cos دالةجيبالتمام أنّ بما و
: لدينا (ج)

bкbл = zڀ + zн + zкм + zкпځ zлڀ + zс + zт + zкоځ
= zм + zп + zт + zкй + zкл + zкм + zко + zкп + zкс + zкт + zлк + zлл + zлн + zло + zлс + zмк

= zм + zп + zт + zкй + zкл + zкм + zко + zкп + z + zл + zн + zо + zр + zс + zкк + zкн
= aк + aл = −1

تساوي أي Xл − aкX − 1 = 0 المعادلة حلول هي bл و bк فإنّ bкbл = −1 و bк + bл = aк أنّ بما (د)

. bл =
aк − ʶaл

к + 4
2 و bк =

aк + ʶaл
к + 4

2 فإنّ bл < bк أنّ بما و
aк ± ʶaл

к + 4
2
: لدينا (ه�)

bм + bн = zм + zо + zкл + zкн + zп + zр + zкй + zкк = aл
bм = zм + zо + zкл + zкн = zм + z−м + zо + z−о = 2 cos 3𝜃 + 2 cos 5𝜃
bн = zп + zр + zкй + zкк = zп + z−п + zр + z−р = 2 cos 6𝜃 + 2 cos 7𝜃

bмbн = zмڀ + zо + zкл + zкнځ zпڀ + zр + zкй + zккځ : منه
= zт + zкй + zкк + zкл + zкм + zкн + zко + zкп + zкс

+zкт + zлй + zлк + zлл + zлм + zлн + zло
= zт + zкй + zкк + zкл + zкм + zкн + zко + zкп

+z + zл + zм + zн + zо + zп + zр + zс
= aк + aл = −1

تماماً متناقصة cosلكن .
aл ± ʶaл

л + 4
2 Xлأيتساوي −aлX−1 = 0 المعادلة هيحلول bн و bм إذن

. bн =
aл − ʶaл

л + 4
2 و bм =

aл + ʶaл
л + 4

2 منه bн < bм إذن [0, 𝜋]على

𝟯𝟰𝟰
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: لدينا (ا) •3
cк + cл = z + zкп + zн + zкм = bк

: لدينا (ب)

cк = z + zкп = z + z−к = 2 cos 𝜃
cл = zн + zкм = zн + z−н = 2 cos 4𝜃

. cл < cк فإنّ [0, 𝜋]على تماماً متناقصة cos أنّ بما و
: لدينا (ج)

cкcл = zڀ + zкпځ zнڀ + zкмځ = zо + zкн + zлй + zлт
= zо + zкн + zм + zкл = bм

إذن cл < cк لكن .
bк ± ʶbл

к − 4bм
2 تساوي أي Xл − bкX + bм = 0 المعادلة حلول هي cл و cк (د)

. cл =
bк − ʶbл

к − 4bм
2 و cк =

bк + ʶbл
к − 4bм

2

للمعادلة حلّ aк (لأنّ aл
к = 4 − aк أنّ بما و . cos 𝜃 = 1

2cк = 1
2 bкڄ + ʶbл

к − 4bмڅ : سبق ما حسب •4
: فإنّ (Xл = 4 − X

bк =
aк + ʶaл

к + 4
2 = 1

2 aкڂ + ʵ4 − aкڃ = 1
4 ⎛
⎝

−1 + √17 +
ʻ̋
ʺ
چʹ

4 − −1 + √17
2 ڇ

+ 4⎞
⎠

= 1
4 1−ڄ + √17 + ʶ34 − څ17√2

bм =
aл + ʶaл

л + 4
2 = 1

4 1−ڄ − √17 + ʶ34 + څ17√2

bл
к = 1

16 62ڄ + 2 1−ڂ + ʶ34ڃ17√ − 2√17 − څ17√4

: الأخير في

cos 2𝜋
17 = 1

16 چ
−1 + √17 + ʶ34 − 2√17 + ʷ68 + 12√17 + 2 1−ڂ + ʶ34ڃ17√ − 2√17 − 16ʶ34 + 2√17

ڇ

..

بإمكاننا أنه يعني هذا و الجذور و ÷ ، × ، − ، + الحسابية بالعمليات cos 2𝜋
17 عن التعبير من المسألة هذه في تمكناّ

مدور و مدرّجة غير مسطرة باستخدام ( cos 2𝜋
17 يساوي طولها مستقيمة قطعة إنشاء (أي العدد «إنشاء»هذا

(فرجار) مدور و مدرّجة غير مسطرة باستخدام ضلعاً 17 ذي المنتظم المضلّع إنشاء بإمكاننا بالتالي و (فرجار)
.j ... المثابرة و الصّبر من الكثير ... و

𝟯𝟰𝟱
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بعمله فخوراً كان : Recherches arithmétiques كتابه في ،G :12.VII شكل
! قبره على الصيغة تُكتبهذه أن طلب أنه لدرجة

..

ڤوص العالم و لا الجواب: ؟ مدور و مدرّجة غير مسطرة باستخدام منتظم مضلع أيّ إنشاء إمكانية عن نتساءل قد
الطبيعيnحتىيكون العدد يحُققه الذييجبأن الكافي و الشرطاللازم لإيجاد م) 1801 توصّل(عام من أوّل هو
حيث 2Ѩ × fк × fл × ⋯ × fѰ أو 2Ѩ الشكل nمن يكون يجبأن : ذيnضلعاً المنتظم المضلّع إنشاء بالإمكان

.m ∈ ℕحيث FѪ = 2л
ؘ

+ 1 الشكل من مثنى) مثنى (مختلفة أوّلية أعداد fѰ ،⋯ ، fл ، fк و k ∈ ℕ
، Fк = 5 ، Fй = 3 الأعداد أنّ 1640م عام برهن من أول لأنه (F) فيرما أعداد تُدعى FѪ الأعداد
عام في لكن m؛ قِيَم لكل أولية FѪ الأعداد أنّ بعدها اعتقد و أوّلية Fн = 65537 و Fм = 257 ، Fл = 17
ليس FѪ أنّ يُعتقد و ليسأوّلي. Fо = 4294967297 = 641× 6700417 أنّ (E) أولر أثبتالعالم 1732م

! الإعتقاد هذا خطأ أو إثباتصحة الآن−إلى −لحد أحد يتوصّل لم mلكن ≥ 5 لكل أوّلي
لكن ، 5 ≤ m ≤ 19 مع FѪ هي أولية ليست أنها نعلم التي الأعداد الآن، لحد و كبيرة بسرعة تكبر الأعداد هذه
أوّلي عامل نعرفأيّ لا و . Fкк و Fт ، Fс ، Fр ، Fп ، Fо لـِ إلاّ أولية عوامل جداء إلى لها الكلي التحليل نعرف لا

. 1982م عام Fс و 1971م عام Fр تحليل تمّ قد و ! Fкн للعدد
: ضلعاً nذي Pѫ المنتظم المضلّع إنشاء هي هنا تهمنا التي القضية

إلى توصّل من أول Pкрو طرقلإنشاء عدة توجد و (305 التمرين214صفحة Pо(أنظر لأجل معروفة الطريقة
لإنشاءه طريقة إيجاد من R العالم تمكن ،Pлор إلى بالنسبة 1803م. ذلكعام Hو العالم ذلكهو

البحث! من سنة 20 بعد Pпоомр لإنشاء طريقة وجد أمريكياً أنّ يُقال و 1832م عام
بالفشل ستبوء المحاولة لأنّ ... cos 𝜋

131 أو cos 𝜋
41 ، cos 𝜋

13 مثل إيجادصيغمماثلةلأعداد إذنلاداعيمنمحاولة
cos 𝜋

170 لأجل الصيغة هذه مثل إيجاد الممكن من ڤوص، العالم إليها توصّل التي حسبالنتيجة و لكن، ! محالة لا
j ؟ ع متطوِّ من هل ... أو cos 𝜋

257 أو

(الأجسام) الحقول كتب: معاينة إلاّ عليه فما الموضوع، في التعمّق و أكثر تفاصيل معرفة الكريم القارئ أراد إذا : ملاحظة
: كتاب مثلاً بالفرنسية) Corps et théorie de G ؛ بالإنجليزية Fields and G Theory) ڤالوا نظرية و
الملك جامعة - المطابع و النشرالعلمي ، الذكير فوزيأحمد و معروفعبدالرحمنسمحان ترجمة ستيوارت، تأليفإيان ، جالوا نظرية
■ . ليسانس) الأقل (على عالٍ يتطلّبمستوىً ذلك لكن سعود؛

𝟯𝟰𝟲
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13.VII شكل

.. .𝟐𝟒𝟔 . 

. ∀z ∈ ℂ : ||z − (2 − ı)|| ≤ 1 ⟹ 3 ≤ ||z − 6 + ı|| ≤ 5 : أنّه أثبت •1
؟ النتيجة الهندسيلهذه التفسير هو ما •2

و ||z + zດ|| ≤ |z| + ||zດ|| : فإنّ مركبين عددين zດ و z كان إذا : المعكوسة المثلثية المتابينة و المثلثية بالمتباينة ر نُذَكِّ الحلّ.
. ||z − zດ|| ≥ |z| − ||zດ||

: لدينا . ||z − (2 − ı)|| ≤ 1 : بحيث z ∈ ℂ ليكن •1
||z − 6 + ı|| = ||(z − (2 − ı)) + (−4)|| ≤ ||z − (2 − ı)|| + ||−4|| ≤ 1 + 4 ≤ 5

: لدينا أخرى جهة من و
||z − 6 + ı|| = ||(z − (2 − ı)) − 4|| = ||4 − (z − (2 − ı))|| ≥ ||4|| − ||z − (2 − ı)|| ≥ 4 − 1 ≥ 3

. ∀z ∈ ℂ : ||z − (2 − ı)|| ≤ 1 ⟹ 3 ≤ ||z − 6 + ı|| ≤ 5 : إذن

مركزه 𝒟الذي المُغلق القرص هي ||z − (2 − ı)|| ≤ بحيث1 z اللاحقة ذات النقط مجموعة الهندسي: التفسير •2
هي 3 ≤ ||z − 6 + ı|| ≤ بحيث5 z اللاحقة ذات النقط مجموعة و ؛ 1 قطره نصف و 2 − ı اللاحقة ذات النقطة

. 5 و 3 قطرَيهْا نصِفَا و 6 − ı اللاحقة ذات النقطة مركزها 𝒞التي المُغلقة الحلقة

القرص أنّ 𝒞أي إلى Mتنتمي 𝒟فإنّ إلى تنتمي z Mذاتاللاحقة النقطة كانت إذا أنه تعني السابق السؤال نتيجة
.(13.VII 𝒞(شكل المُغلقة الحلقة في 𝒟محُتَوَى المُغلق

■

𝟯𝟰𝟳
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.. .𝟐𝟒𝟕 . 
. |z| ≤ |z|л + ||z − 1|| : فإنّ z ∈ ℂمركب عدد كل لأجل أنّه أثبت

: المثلثية) (المتباينة لدينا مركبا. عدداً z ∈ ℂ ليكن الحلّ.
|z| = ||z − zл + zл|| ≤ ||z − zл|| + ||zл|| = |z| ⋅ ||z − 1|| + ||zл||

: حالتين نميِّز و
؛ |z| ≤ |z|л + ||z − 1|| منه |z| ⋅ ||z − 1|| ≤ ||z − 1|| فإنّ |z| ≤ 1 كان إذا •

. |z| ≤ |z|л ≤ |z|л + ||z − 1|| فإنّ ||z − 1|| ≥ 0 أنّ بما و |z| ≤ |z|л فإنّ |z| ≥ 1 كان إذا و •

■ . |z| ≤ |z|л + ||z − 1|| : الحالات كلّ في إذن

.. .𝟐𝟒𝟖 .�: مركبان) عددان zл و zк) التاليتين المتطابقتين أثبت

||zк + zл||л = ||zк||л + 2Re (zкzл) + ||zл||л

||zк − zл||л = ||zк||л − 2Re (zкzл) + ||zл||л

. ||zк + zл||л + ||zк − zл||л = 2 ||zк||л + 2 ||zл||л : أنّ استنتج
349 صفحة 250 التمرين أنظر �

: لدينا الحلّ.
||zк + zл||л = (zк + zл) (zк + zл) = (zк + zл) (zк + zл)

= zкzк + zкzл + zлzк + zлzл = ||zк||л + zкzл + zкzл + ||zл||л

= ||zк||л + 2Re (zкzл) + ||zл||л

: ينتج المتطابقة هذه zл−في بـِ zл بالتعويضعن

||zк − zл||л = ||zк + (−zл)||
л = ||zк||л + 2Re (zк ⋅ −zл) + ||−zл||л

= ||zк||л + 2Re (−zк ⋅ zл) + ||zл||л = ||zк||л − 2Re (zкzл) + ||zл||л

: طرفنجد إلى طرفاً بالجمع و

||zк + zл||л + ||zк − zл||л = ||zк||л + 2Re (zкzл) + ||zл||л + ||zк||л − 2Re (zкzл) + ||zл||л

= 2 ||zк||л + 2 ||zл||л

■

.. .𝟐𝟒𝟗 . 
المثلثية المتباينة في المساواة
: أنّ أثبت . zດ ∈ ℂ و z ∈ ℂ∗ ليكن

||z + zດ|| = |z| + ||zດ|| ⟺ ∃𝜆 ∈ ℝ+ , zດ = 𝜆z.

𝟯𝟰𝟴
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: فإنّ 𝜆 ∈ ℝ+ مع zດ = 𝜆z كان إذا • الحلّ.
||z + zດ|| = ||z + 𝜆z|| = ||1 + 𝜆|| ⋅ |z|

= (1 + 𝜆) |z| 1 + 𝜆 > 0 منه 𝜆 ≥ 0 لأنّ
= |z| + 𝜆 |z| = |z| + ||𝜆z|| 𝜆 ≥ 0 لأنّ
= |z| + ||zດ||

: ينتج |z| المعدوم) (غير الحقيقي العدد الطرفينعلى بقسمة فإنه ||z + zດ|| = |z| + ||zດ|| كان إذا •

. u = zດ

z ∈ ℂ مع ||1 + u|| = 1 + |u|

: لدينا . a,b ∈ ℝ مع u = a + ıb نضع

||1 + u||л = (a + 1)л + bл = 1 + aл + bл + 2a

(1 + |u|)л = 1ڄ + ʶaл + bл
څ

л
= 1 + aл + bл + 2ʶaл + bл و

أي aл = aл + bл ينتج الطرفين بتربيع و a ≥ 0 منه a = ʵaл + bл أنّ نستنتج ||1 + u|| = 1+ |u| المساواة من

. z
ດ

z = a ∈ ℝ+ إذن b = 0
■

.. .𝟐𝟓𝟎 .�الأضلاع متوازي متطابقة
. ||Z + Zດ||

л + ||Z − Zດ||
л = 2 ||Z||л + 2 ||Zດ||

л : يكون ، Zດ و Zمركبين عددين لكلّ أنه أثبت
(||Z||л = ZZ : العلاقة إستعمل : (إرشاد

348 صفحة 248 التمرين أنظر � ؟ النتيجة الهندسيلهذه التفسير هو ما

: لدينا الحلّ.
||Z + Zດ||

л + ||Z − Zດ||
л = Zڂ + Zດ

Zڂڃ + Zດ
ڃ + Zڂ − Zດ

Zڂڃ − Zດ
ڃ

= ZZ + ZZດ + ZດZ + ZດZດ + ZZດ − ZZດ − ZດZ + ZດZດ

= 2 ||Z||л + 2 ||Zດ||
л

: تُكتب السابقة المتطابقة .A්D لاحقة Zດ و A්B لاحقة Z لتكن و أضلاع، متوازي ABCD ليكن الهندسي: التفسير
ACл + BDл = 2ABл + 2ADл = ABл + BCл + CDл + DAл

.(14.VII (شكل مربعاتالأضلاع يساويمجموع القطرين يربعم مجموع متوازيأضلاع، في : أي
أخرى جهة من و ، Bالرأس عند الزاوية قائم ABCالمثلت جهة، فمن ABCDمستطيلاً كان إذا ⧏ : 57 ملاحظة
فيثاغورث. نظرية نصّ هو ACлو = ABл+BCлأي 2ACл = 2ABл+2BCл تُصبح: السابقة المساواة ACو = BD
⧐
■

𝟯𝟰𝟵
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14.VII شكل

.. .𝟐𝟓𝟏 . 

. |u| + |v| ≤ |u + v| + |u − v| : (u, v) ∈ ℂл كل لأجل أنّه أثبت •1
المتباينة. لهذه هندسيا تفسيراً قدّم

: (zк, zл, zм, zн) ∈ ℂн كل لأجل أنه إستنتج •2

||zк|| + ||zл|| + ||zм|| + ||zн|| ≤ ||zк + zл|| + ||zк + zм|| + ||zк + zн|| + ||zл + zм|| + ||zл + zн|| + ||zм + zн||

: المثلثية المتباينة على يرتكز الحل الحلّ.
: لدينا : الأولى الطريقة •1

2 |u| = ||2u|| = ||(u + v) + (u − v)|| ≤ |u + v| + |u − v|
2 |u| = ||2v|| = ||(u + v) − (u − v)|| ≤ |u + v| + |u − v|

. |u| + |v| ≤ |u + v| + |u − v| : ينتج على2 القسمة ثمّ طرف إلى طرفاً بالجمع

بالحساب : الثانية الطريقة

. v = 0 كان إذا فقط و إذا مساواة هناك تكون الحالة هذه في و u = 0 كان إذا محققة المتباينة

.w = v
u مع 1 + |w| ≤ ||1 + w|| + ||1 − w||ينتج |u|على المتباينة طرفيَْ بقسمة . u ≠ 0 أنّ نفرضإذن

wمنه = x + ıy نضع

(1 + |w|)л = 1ڄ + ʶxл + yл
څ

л

= 1 + 2ʶxл + yл + xл + yл

≤ 2 + 2 xлڀ + yлځ (b = ʶxл + yл و a = 1 مع 2ab ≤ aл + bл (لأنّ

𝟯𝟱𝟬
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|u|

|v|
|u+

v|
|u−

v|

15.VII شكل

: لدينا أخرى جهة من

||1 + w||л + ||1 − w||л = 1)ڂ + x)л + yл
ڃ + 1)ڂ − x)л + yл

ڃ
= 1 + 2x + xл + yл + 1 − 2x + xл + yл = 2 + 2 xлڀ + yлځ

: بالتالي و

(1 + |w|)л ≤ ||1 + w||л + ||1 − w||л ≤ 1||ڀ + w|| + ||1 − w||ځ
л

(b = ||1 − w|| و a = ||1 + w|| مع aл + bл ≤ (a + b)л (لأنّ

المطلوبة. النتيجة إلى نصل للطرفين، (الحقيقي) التربيعي الجذر بأخذ

.(15.VII (شكل القطرين طولَي منمجموع أصغر يكون متتاليين ضلعين أي طولَي مجموع متوازيأضلاع، في الهندسي: التفسير

zн و zм على بتطبيقها و ؛ ||zк|| + ||zл|| ≤ ||zк + zл|| + ||zк − zл|| : فيكون zл و zк على السابق السؤال نتيجة نُطبق •2
: طرف إلى المتراجحتينطرفاً هاتين نجمع . ||zм|| + ||zн|| ≤ ||zм + zн|| + ||zм − zн|| : يكون

||zк|| + ||zл|| + ||zм|| + ||zн|| ≤ ||zк + zл|| + ||zк − zл|| + ||zм + zн|| + ||zм − zн||

: فينتج zм − zн و zк − zл أخرىعلى مرّة النتيجة نُطبق

||zк − zл|| + ||zм − zн|| ≤ ||zк − zл + zм − zн|| + ||zк − zл − zм + zн||
= ||(zк + zм) − (zл + zн)|| + ||(zк + zн) − (zл + zм)||
≤ ||zк + zм|| + ||zл + zн|| + ||zк + zн|| + ||zл + zм||

: الأخير في

||zк|| + ||zл|| + ||zм|| + ||zн|| ≤ ||zк + zл|| + ||zк + zм|| + ||zк + zн|| + ||zл + zм|| + ||zл + zн|| + ||zм + zн||

■

.. .𝟐𝟓𝟐 .�. 1 طويلتها التي المركبة الأعداد 𝕌مجموعة لتكن

. z + 1
z − 1 ∈ ıℝ : أنّ أثبت . z ∈ 𝕌 ⧵ {1} ليكن

. Z = −Z : أنّ نبرهن أن يكفي تخيليصرف، Z أنّ لإثبات . Z = z + 1
z − 1 نضع الحلّ.

𝟯𝟱𝟭
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: منه (z ⋅ z = |z|л = 1 (لأنّ z = 1
z فإنّ z ∈ 𝕌 أنّ بما لكن،

Z = ڄ
z + 1
z − څ1 = z + 1

z − 1 =
к
ѷ + 1
к
ѷ − 1

= 1 + z
1 − z = −Z

■ . Z ∈ ıℝتخيليصرفأي Z أنّ يعني هذا و

.. .𝟐𝟓𝟑 . 

.
ѫ

௝
Ѩ=к

zѨ
||zѨ||

= 0 نفرضأنّ . zк, zл, ⋯ , zѫ ∈ ℂ∗ ، n ∈ ℕ∗ ليكن

. ∀z ∈ ℂ ,
ѫ

௝
Ѩ=к

||zѨ|| =
ѫ

௝
Ѩ=к

(zѨ − z) zѨ
||zѨ||

: أنه أثبت •1

. ∀z ∈ ℂ ,
ѫ

௝
Ѩ=к

||zѨ|| ≤
ѫ

௝
Ѩ=к

||zѨ − z|| : أنّه إستنتج •2

: الثاني الطرف أي تعقيداً الأكثر الطرف من ننطلق •1 الحلّ.
ѫ

௝
Ѩ=к

(zѨ − z) zѨ
||zѨ||

=
ѫ

௝
Ѩ=к

zѨzѨ
||zѨ||

−
ѫ

௝
Ѩ=к

zzѨ
||zѨ||

=
ѫ

௝
Ѩ=к

||zѨ||л

||zѨ||
− z

ѫ
௝
Ѩ=к

zѨ
||zѨ||

=
ѫ

௝
Ѩ=к

||zѨ|| − z
⎛⎜⎜
⎝

gray
�
�
�
��
0

ѫ
௝
Ѩ=к

zѨ
||zѨ||

⎞⎟⎟
⎠

=
ѫ

௝
Ѩ=к

||zѨ|| − z × 0 =
ѫ

௝
Ѩ=к

||zѨ||

(بتطبيق منه
|
|
|
||

ѫ
௝
Ѩ=к

(zѨ − z) zѨ
||zѨ||

|
|
|
||
=

ѫ
௝
Ѩ=к

(zѨ − z) zѨ
||zѨ||

فإنّ
ѫ

௝
Ѩ=к

(zѨ − z) zѨ
||zѨ||

=
ѫ

௝
Ѩ=к

||zѨ|| ∈ ℝ+ أنّ بما •2

: المعمّمة) المثلثية المتباينة

ѫ
௝
Ѩ=к

||zѨ|| =
ѫ

௝
Ѩ=к

(zѨ − z) zѨ
||zѨ||

=
|
|
|
||

ѫ
௝
Ѩ=к

(zѨ − z) zѨ
||zѨ||

|
|
|
||
≤

ѫ
௝
Ѩ=к

|
|
||
(zѨ − z) zѨ

||zѨ||
|
|
||
=

ѫ
௝
Ѩ=к

||zѨ − z||
||zѨ||
||zѨ||

=
ѫ

௝
Ѩ=к

||zѨ − z||

المطلوب. هو و
■

.. .𝟐𝟓𝟒 . 
.D = {z ∈ ℂ : |z| ≤ 1} نضع معدوم. غير طبيعي عدد n ∈ ℕ∗ ليكن

: أنّ أثبت . aк,aл, ⋯ ,aѫ,bк,bл, ⋯ ,bѫ ∈ D ليكن
|
|
|
||

ѫ
௞
Ѩ=к

aѨ −
ѫ

௞
Ѩ=к

bѨ

|
|
|
||
≤

ѫ
௝
Ѩ=к

||aѨ − bѨ||

. n المعدوم غير الطبيعي العدد على بالتراجع البرهان نستعمل الحلّ.
𝟯𝟱𝟮
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. (||aк − bк|| ≤ ||aк − bк|| : (تُكتب n = 1 لأجل صحيحة الخاصية أنّ الواضح من •

: لكن . ||aкaл − bкbл|| ≤ ||aк − bк|| + ||aл − bл|| : أنّ نُبرهن أن يجب ، n = 2 لأجل •

||aкaл − bкbл|| = ||aк (aл − bл) + (aк − bк) bл||
≤ ||aк (aл − bл)|| + ||(aк − bк) bл|| = ||aк|| ||aл − bл|| + ||aк − bк|| ||bл||
≤ ||aл − bл|| + ||aк − bк||

. n = 2 لأجل صحيحة فالخاصية إذن (||bл|| ≤ 1 و ||aк|| ≤ 1 (لأنّ

. n + 1 لأجل تبقىصحيحة أنها نبرهن و n ∈ ℕ∗ لأجل صحيحة الخاصية نفرضأنّ •

: لدينا . Bѫ =
ѫ

௞
Ѩ=к

bѨ Aѫو =
ѫ

௞
Ѩ=к

aѨ نضع . aк,aл, ⋯ ,aѫ,aѫ+к,bк,bл, ⋯ ,bѫ,bѫ+к ∈ D ليكن

|
|
|
||

ѫ+к
௞
Ѩ=к

aѨ −
ѫ+к
௞
Ѩ=к

bѨ

|
|
|
||
= ||Aѫaѫ+к − Bѫbѫ+к|| = ||Aѫ aѫ+кڀ − bѫ+кځ + (Aѫ − Bѫ) bѫ+к||

≤ ||Aѫ|| ⋅ ||aѫ+к − bѫ+к|| + ||Aѫ − Bѫ|| ⋅ ||bѫ+к||

التراجع حسبفرضية و ||Aѫ|| ≤ 1 منه k ∈ {1, 2, ⋯ ,n} لكلّ ||aѨ|| ≤ 1 و (bѫ+к ∈ D (لأنّ ||bѫ+к|| ≤ لكن1

: إذن ||Aѫ − Bѫ|| ≤
ѫ

௝
Ѩ=к

||aѨ − bѨ|| : فإنّ

|
|
|
||

ѫ+к
௞
Ѩ=к

aѨ −
ѫ+к
௞
Ѩ=к

bѨ

|
|
|
||
≤ ||aѫ+к − bѫ+к|| +

ѫ
௝
Ѩ=к

||aѨ − bѨ|| =
ѫ+к
௝
Ѩ=к

||aѨ − bѨ||

. n + 1 الرتبة عند تبقىصحيحة الخاصية أنّ يعني هذا و

■ . n ∈ ℕ∗ معدوم غير طبيعي عدد لكلّ صحيحة فالخاصية بالتراجع، البرهان مبدأ حسب

.. .𝟐𝟓𝟓 .$
. تساوي1 أو من أصغر معدومينطويلتهما مركبينغير عددين zດ و z ليكن •1

. ||z − zດ|| ≤ 1 : أنّ أثبت . arg (z) − arg ځzດڀ ∈ 𝜋−ٴ
3 , 𝜋

ٷ3 (mod 2𝜋) نفرضأنّ

منهما إثنين الأقل على يوجد أنه فأثبت 1 تساوي أو من أصغر طويلتها معدومة غير مركبة أعداد ستة أُعطِيت إذا •2
. •1 السؤال فرضية يحققان

إذا أنه أثبت ، •2 السؤال نتيجة باستخدام . تساوي1 أو من أصغر طويلتها مركبة أعداداً zѫ ،⋯ ، zл ، zк لتكن •3
. ||zѦ + 𝜀zѧ|| ≤ بحيث1 𝜀 ∈ {−1, 1} و i ≠ j يوجد فإنه n ≥ 3 كان

1 تساوي أو من أصغر طويلتها zѫ ، ⋯ ، zл ، zк مركبة أعداد لكل و n ∈ ℕ∗ طبيعي عدد كل لأجل أنه أثبت •4

.
|
|
|
||

ѫ
௝
Ѩ=к

𝜀ѨzѨ
|
|
|
||
≤ √2 : بحيث 𝜀к, 𝜀л, ⋯ , 𝜀ѫ ∈ {−1, 1} صحيحة أعداد توجد فإنه

.
|
|
|
||

ѫ
௝
Ѩ=к

𝜀ѨzѨ
|
|
|
||
≤ 𝜆بحيث 0 ≤ 𝜆 < √2 عدد إيجاد يمكن هل بمعنى ؟ التحديد هذا تحسين يمكن هل

؟ حقيقيةً zѨ كانتالأعداد إذا الأمثل التحديد هو ما •5

𝟯𝟱𝟯
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. 𝜃 = arg (z) − arg حيثځzດڀ ||z − zດ||л = |z|л + ||zດ||л − 2 |z| ⋅ ||zດ|| cos 𝜃 : أنّ نعلم •1 الحلّ.
. ||z − zດ||л ≤ |z|л + ||zດ||л − |z| ⋅ ||zດ|| منه cos 𝜃 ≥ 1

2 فإنّ 𝜃 ∈ 𝜋−ٴ
3 , 𝜋

ٷ3 كان إذا

: فإنّ بالتالي و |z| ⋅ ||zດ|| ≥ ||zດ||л منه |z| ≥ ||zດ|| نفرضأنّ أن يمكن الأمر، لزم إذا zດ و z من كل دور بتبديل

||z − zດ||л ≤ |z|л ≤ 1

مع 𝜃Ѧ = arg (zѦ) (mod 2𝜋) نضع . تساوي1 أو من أصغر طويلتها مركبة أعداد ستة ، 1 ≤ i ≤ 6 ، zѦ لتكن •2
. 𝜃Ѧ ∈ [0, 2𝜋[

. 0 ≤ 𝜃к ≤ 𝜃л ≤ ⋯ ≤ 𝜃п ≤ 2𝜋 نفرضأنّ أن يمكن الأمر، لزم إذا zѦ الأعداد دور بتبديل

. المطلوب يحققان zѦ+к و zѦ العددين فإنّ 𝜃Ѹ+к − 𝜃Ѧ ≤ 𝜋
3 بحيث i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} وُجِد إذا

منه 𝜃п − 𝜃о > 𝜋
3 و 𝜃о − 𝜃н > 𝜋

3 و 𝜃н − 𝜃м > 𝜋
3 و 𝜃м − 𝜃л > 𝜋

3 و 𝜃л − 𝜃к > 𝜋
3 يكون المغايرة، الحالة في

(𝜃п − 𝜃о) + (𝜃о − 𝜃н) + (𝜃н − 𝜃м) + (𝜃м − 𝜃л) + (𝜃л − 𝜃к) > 𝜋
3 + 𝜋

3 + 𝜋
3 + 𝜋

3 + 𝜋
3

𝜃п − 𝜃к > 5𝜋
3 أي

𝜃п > 𝜃к + 5𝜋
3 أي

منه
𝜃к ≤ 2𝜋 ≤ 2𝜋 + 𝜃к ≤ 𝜋

3 + 5𝜋
3 + 𝜃к ≤ 𝜃п + 𝜋

3
المطلوب. يحققان zп و zк أي

ستة) عددها (و الدائرية القطاعات أنّ بملاحظة ذلك و هندسياً النتيجة هذه إثبات يمكن ⧏ : 58 ملاحظة
إجمالية زاوية ل ستشكِّ الحالة هذه في لأنه مثنى مثنى منفصلة تكون أن يمكن لا 𝜋

3 قياسها و zѦ الأعداد على المتمركزة
. 6 × 𝜋

3 = 2𝜋 من تماماً أكبر قياسها
⧐

محققة. فالخاصية معدوماً zѦ الأعداد أحد كان إذا •3
فحسب 2n ≥ 6 أنّ بما و مركبا، عدداً 2nعلى نحصل 1 ≤ i ≤ n مع −zѦ و zѦ الأعداد باعتبار المغايرة، الحالة في
تتجاوز لا بينعمدتيْهما للفرق المطلقة القيمة بحيثتكون الأعداد بينهذه من عددان الأقل على يوجد السؤال2•،
و 𝜀Ѧ ∈ {−1, 1} و i ≠ j مع 𝜀ѧzѧ و 𝜀ѦzѦ الشكل من فهما بالتالي و متعاكسين يكونا أن يمكن لا العددان هذان .

𝜋
3

. 𝜀ѧ ∈ {−1, 1}
السؤال حسب ||zѦ + 𝜀zѧ|| = ||𝜀ѦzѦ − 𝜀ѧzѧ|| = ||z − zດ|| ≤ 1 فيكون zດ = 𝜀ѧzѧ و z = 𝜀ѦzѦ ، 𝜀 = −𝜀Ѧ𝜀ѧ نضع

. •1
.n ≥ 1 المعدوم غير الطبيعي العدد على بالتراجع الخاصية هذه نبرهن •4

. |z| ≤ 1 < √2 يحُقق تساوي1 أو من أصغر طويلته z عدد أيّ لأنّ n = 1 لأجل بديهية الخاصية •

: لدينا n = 2 لأجل •

||zк + zл||л + ||zк − zл||л = 2 zк||л||ڂ + ||zл||лڃ ≤ 2 1ڂ
л + 1лڃ = 4

يساوي2 أو من أصغر يكون ||zк − zл||л و ||zк + zл||л العددين أحد الأقل) (على فإنّ بالتالي و
. n = 2 لأجل صحيحة الخاصية إذن ||zк − zл|| ≤ √2 أو ||zк + zл|| ≤ √2 منه

𝟯𝟱𝟰
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. n − 1 الرتبة عند صحيحة الخاصية و n ≥ نفرض3 •

لزم إذا zѨ الأعداد ترتيب بتبديل . ||zѦ + 𝜀zѧ|| ≤ بحيث1 𝜀 ∈ {−1, 1} و i ≠ j يوجد ،•3 السؤال حسب
. zѫ و zѫ−к هما العددين هذين نفرضأنّ أن يمكن الأمر،

Z(و و zѫ−л ،⋯ ، zл ، zк الأعداد على التراجع فرضية بتطبيق و ||Z|| ≤ 1 Zيكون = zѫ−к + 𝜀zѫ بوضع

.
|
|
|
||

ѫ−л
௝
Ѩ=к

𝜀ѨzѨ + 𝛼Z
|
|
|
||
≤ بحيث2√ 𝜀к, 𝜀л, ⋯ , 𝜀ѫ−л, 𝛼 ∈ {−1, 1} يوجد أنه نجد (n − 1 هو عددها

تبقى فالخاصية بالتالي و
|
|
|
||

ѫ
௝
Ѩ=к

𝜀ѨzѨ
|
|
|
||

≤ √2 و 𝜀ѫ−к, 𝜀ѫ ∈ {−1, 1} فيكون 𝜀ѫ = 𝜀𝛼 و 𝜀ѫ−к = 𝛼 نضع

. n الرتبة عند صحيحة
معدوم. غير طبيعي عدد لكل صحيحة الخاصية بالتراجع، البرهان مبدأ حسب

يكون zл = eѸپഈ+ ಒ
ש ٿ و zк = eѸഈ ، 𝜃 ∈ ℝ و n = 2 لأجل لأنه التحديد هذا تحسين يمكن لا

: و ||zк|| = ||zл|| = 1 ≤ 1
||zк − zл||л = ||eѸഈ 1ڀ + eѸഏ/лځ||

л = ||eѸഈ||
л ⋅ ||1 + ı||л = 1 × √2

л
= 2

. ||zк − zл|| = أي2√
و فيثاغورث نظرية لنا تقدمه الجواب ؟ zл و zк العددين اختيار تم كيف نتساءل قد ⧏ : 59 ملاحظة

: المركبة) الأعداد (باستعمال أنّ على تنصّ الأخيرة هذه و الكاشي نظرية من خاصة حالة هي التي
. 𝜃 = arg (zк) − arg (zл) مع ||zк − zл||л = ||zк||л + ||zл||л − 2 ||zк|| ⋅ ||zл|| cos 𝜃

(zк = ızл يعني arg (zк) = arg (zл)+ 𝜋
2 (لأنّ متعامدين zл و zк العددان كان إذا أي cos 𝜃 = كان0 إذا

فيثاغورث. نظرية هي و ||zк − zл||л = ||zк||л + ||zл||л فإنّ
فإنّ ||zк − zл||л ≤ ||zк||л + ||zл||л أي (−

𝜋
2 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2 كان (إذا −2 ||zк|| ⋅ ||zл|| cos 𝜃 ≤ 0 أنّ بملاحظة
متعامدين. zл و zк يكون عندما أي cos 𝜃 = 0 عندما يكون ||zк − zл||л للمقدار قيمة أكبر على ⧏الحصول

العددين أحد الأقل على فإنّ x,y ∈ [−1, بحيث[1 أي ||y|| ≤ 1 و |x| ≤ بحيث1 حقيقيين عددين y و x كان إذا •5
. [−1, 1] المجال إلى ينتمي x − y أو x + y

.
|
|
|
||

ѫ
௝
Ѩ=к

𝜀ѨzѨ
|
|
|
||
≤ بحيث1 𝜀к, 𝜀л, ⋯ , 𝜀ѫ ∈ {−1, 1} حقيقية أعداد توجد أنه بالتراجع نبرهن هنا، من إنطلاقاً

■

.. .𝟐𝟓𝟔 .$
. S نهايتها إيجاد و Sѫ =

ѫ
௝
Ѩ=к

1
kл

العام حدها التي المتتالية تقارب إثبات هو المسألة هذه في هدفنا

. S =
+∞
௝
Ѩ=к

1
kл

: نكتبإختصاراً و S = lim
ѫ→+∞

ѫ
௝
Ѩ=к

1
kл

إذن لدينا

بينها. فيما مستقلة الأجزاء هذه و النهاية هذه لإيجاد مختلفة نستعرضطرقاً 3 و 2 ، 1 الأجزاء في

تمهيدية أسئلة

. (Sѫ)ѫ≥к المتتالية (... متناقصة، (متزايدة، أدرسرتابة •1

. 1
n (n − 1) = 1

n − 1 − 1
n أنّ و 1

nл ≤ 1
n (n − 1) : فإنّ ∀n ≥ 2 أنه أثبت •2

𝟯𝟱𝟱
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. Tѫ = 1 − 1
n : أنّ أثبت . Tѫ =

ѫ
௝
Ѩ=л

1
n (n − 1) : العام بحدها المعرفة (Tѫ)ѫ≥л المتتالية نعتبر •3

متقاربة. (Sѫ)ѫ≥к المتتالية أنّ إستنتج •4

: النهايتين قيمة عن ، S بدلالة ، عبرِّ •5
V =

+∞
௝
Ѩ=й

1
(2k + 1)л

, U =
+∞
௝
Ѩ=к

1
(2k)л

كثيراتحدود إستعمال : الأول الجزء

برهان بدون نقبل . aѫ ≠ 0 و P (X) =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨحيث n ≥ 1 الدرجة من بمعاملاتمركبة حدود كثير P (X) ليكن

: بالعبارة يُعطى الجذور هذه مجموع أنّ و 𝛼ѫ ،⋯ ، 𝛼л ، 𝛼к مركباً جذراً n يقبل P (X) أنّ
𝜎к = 𝛼к + 𝛼л + ⋯ + 𝛼ѫ = −aѫ−к

aѫ

: المساواة أثبت . 𝜑 ∈ ℝ و p ∈ ℕ ليكن (ا) •1
sin ((2p + 1)𝜑) =

ѭ
௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڃ1 (cos 𝜑)лѭ−лѨ (sin 𝜑)лѨ+к

: يكون 𝜑 ≠ 0 (mod 𝜋)حقيقي عدد لكل و p ∈ ℕطبيعي عدد لكل أنه إستنتج (ب)

sin ((2p + 1)𝜑) = (sin 𝜑)лѭ+к
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڃ1 (cotan 𝜑)лѭ−лѨ

. P (X) =
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + Xڃ1

ѭ−Ѩ : بالعبارة المعرف الحدود كثير P و p ∈ ℕ ليكن •2

. k ∈ {1, 2, ⋯ ,p} لكل P أحسبځ𝛾Ѩڀ . 𝛾Ѩ = cotanлڄ
k𝜋

2p + څ1 نضع k ∈ {1, 2, ⋯ ,p} لكل (ا)

كثير أنّ إستنتج . ,0ٷ 𝜋
ٴ2 المجال إلى ينتمي

k𝜋
2p + 1 الحقيقي العدد أنّ من ، k ∈ {1, 2, ⋯ ,p} لأجل تحقق، (ب)

تعيينها. يُطلب بسيطاً جذراً p يقبل P الحدود
: المساوتين إستنتج (ج)

ѭ
௝
Ѩ=к

cotanлڄ
k𝜋

2p + څ1 = p (2p − 1)
3 ,

ѭ
௝
Ѩ=к

1
sinл ڂ

Ѩഏ
лѭ+кڃ

= 2p (p + 1)
3

. 0 < sin 𝜑 < 𝜑 < tan 𝜑 : فإنّ 𝜑 ∈ ,0ٷ 𝜋
حقيقيٴ2 عدد لكل أنه أثبت (ا) •3

. p (2p − 1)
3 < (2p + 1)л

𝜋л Sѭ < 2p (p + 1)
3 : فإنّ p ≥ 1 لكل أنه إستنتج (ب)

. S قيمة إستنتج (ج)

(Intégrales de W)تكاملاتفاليس إستعمال : الثاني الجزء

: نضع n ∈ ℕ لكل

Iѫ =
ഏ/л

௟
й

cosлѫ t dt , Jѫ =
ഏ/л

௟
й

tл cosлѫ t dt , Kѫ = 4ѫ (n! )л
(2n) ! Jѫ

𝟯𝟱𝟲
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. Iк و Iйالتكاملين أحسب •1

. Iѫ+к = 2n + 1
2n + 2Iѫ : فإنّ n ∈ ℕ لكل أنه بالتجزئة، التكامل باستعمال أثبت، (ا) •2

. Iѫ = (2n) !
4ѫ (n! )л

⋅ 𝜋
2 : فإنّ n ∈ ℕ لكل أنه إستنتج (ب)

. n ≥ 1 ليكن •3

. Iѫ = n (2n − 1) Jѫ−к − 2nлJѫ : أنّ أثبت (ا)
.Kѫ−к − Kѫ = 𝜋

4nл : أنّ إستنتج (ب)

. 𝜋
4Sѫ = Jй − Kѫ : أنّ إستنتج (ج)

. x ≤ 𝜋
2 sin x : فإنّ x ∈ [0, 𝜋/2] لكل أنه أثبت (ا) •4

: فإنّ nطبيعي عدد لكل أنه إستنتج (ب)

0 ≤ Jѫ ≤ 𝜋лIѫ+к
4 (2n + 1) , 0 ≤ Kѫ ≤ 𝜋м

16 (n + 1)

. S قيمة مجُدّداً، أوجد، (ج)

(Noyau de D) ديريكلي نواة إستعمال : الثالث الجزء

: بالعبارة المعرفة ديريكلي Dѫنواة و معدوم غير طبيعيا عدداً n ≥ 1 ليكن

∀x ∈ ℝ , Dѫ (x) = 1
2 +

ѫ
௝
Ѩ=к

cos (kx)

.Dѫ (x) = 1
2 ⋅ sin nڀڀ + к

лځ xځ
sin ځѵлڀ

: فإن x ≠ 0 (mod 2𝜋)حقيقي عدد لكل و n ≥ 1 لكل أنه أثبت •1

. Lѫ =
ഏ

௟
й

xDѫ (x) dx : بـِ المعرف المقدار Lѫ و n ≥ 1 ليكن •2

. k ≥ 1 لكل
ഏ

௟
й

x cos (kx) dx التكامل أحسب (ا)

. Lѫ = 𝜋л

4 −
ѫ

௝
Ѩ=к

1 − (−1)Ѩ

kл
: أنّ إستنتج (ب)

التمهيدية. الأسئلة المُعرّففي V العدد بدلالة نهايتها عن عبرِّ و متقاربة (Lѫ) المتتالية أنّ إستنتج (ج)

. f : x ↦
⎧
⎨⎩

2 ؛ x = 0 كان إذا
x

sin (x/2) ؛ x ≠ 0 كان إذا : بـِ [0, 𝜋] المجال على المعرفة الدالة f لتكن •3

. [0, 𝜋]للإشتقاقعلى قابلة و مستمرة f الدالة أنّ أثبت
. [0, 𝜋]على مستمرة fດ المشتقة أنّ و fດ(0) = 0 مع x = 0 عند للإشتقاق قابلة f أنّ برهان بدون نقبل

𝟯𝟱𝟳
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.
|
|
|
|
||

џ

௟
ў

h(x) dx
|
|
|
|
||
≤

џ

௟
ў

||h(x)|| dx : أنّ أثبت . [a,b] المجال على مستمرة دالة h لتكن (ا) •4

: أنّ أثبت . [0, 𝜋]على مستمرة 𝜙ດ المشتقة دالتها بحيث [0, 𝜋]للإشتقاقعلى قابلة و مستمرة دالة 𝜙 لتكن (ب)

lim
ഋ→+∞

⎛
⎝

ഏ

௟
й

𝜙 (x) sin (𝜆x)⎞
⎠

= 0

. lim
ѫ→+∞

Lѫ = 0 : أنّ أثبت (ا) •5

. S قيمة مجُدّداً، أوجد، (ب)

الحلّ.
تمهيدية أسئلة

: لدينا •1
Sѫ+к − Sѫ =

ѫ+к
௝
Ѩ=к

1
kл

−
ѫ

௝
Ѩ=к

1
kл

= 1
(n + 1)л

> 0

تماماً. متزايدة (Sѫ)ѫ≥к فالمتتالية إذن

: أخرى جهة من . 1
nл ≤ 1

n (n − 1) أي
1
nл ≤ 1

nл − n منه nл ≥ nл − n فإنّ n ≥ 2 كان إذا •2
1

n − 1 − 1
n = n − (n − 1)

n (n − 1) = 1
n (n − 1)

: لدينا •3

Tѫ =
ѫ

௝
Ѩ=л

1
n (n − 1) =

ѫ
௝
Ѩ=лڄ

1
n − 1 − 1

nڅ

= 1ڄ − 1
څ2 + ڄ

1
2 − 1

څ3 + ⋯ + ڄ
1

n − 2 − 1
n − څ1 + ڄ

1
n − 1 − 1

nڅ
= 1 − 1

n

متزايدة (Tѫ)ѫ≥л المتتالية أنّ أي Tѫ+к − Tѫ = 1
n (n + 1) > لكن0 lim

ѫ→+∞
Tѫ = lim

ѫ→+∞1ڄ − 1
nڅ = 1 منه

. ∀n ≥ 2 : Tѫ ≤ أي1 ∀n ≥ 2 : Tѫ ≤ lim
ѫ→+∞

Tѫ : فإنّ بالتالي و تماماً

: لدينا •4
Sѫ = 1 +

ѫ
௝
Ѩ=л

1
kл

≤ 1 +
ѫ

௝
Ѩ=л

1
k (k − 1) ≤ 1 + 1 ≤ 2

الأعلى. من محدودة (Sѫ)ѫ≥к المتتالية أنّ أي

متقاربة. إذن فهي الأعلى من محدودة و تماماً متزايدة (Sѫ)ѫ≥к المتتالية

𝟯𝟱𝟴

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VI
I

للتعمق تمارين .VII

. Vѫ =
ѫ

௝
Ѩ=й

1
(2k + 1)л

Uѫو =
ѫ

௝
Ѩ=к

1
(2k)л

نضع •5

فكلاهما بالتالي و تماماً متزايدة (Vѫ)ѫ≥к المتتالية أنّ و Vѫ ≤ Sѫ ≤ 2 و Uѫ = 1
4Sѫ أنّ ملاحظة السهل من

. V =
+∞
௝
Ѩ=й

1
(2k + 1)л

Uو =
+∞
௝
Ѩ=к

1
(2k)л

النهايتين عن الكلام بالإمكان إذن متقاربة

: ينتج n ⟶ +∞ عندما النهاية بأخذ و Vѫ = Sѫ − Uѫ = Sѫ − 1
4Sѫ = 3

4Sѫ منه Sѫ = Uѫ + Vѫ لكن

. V = 3
4S Uو = 1

4S

كثيراتحدود إستعمال : الأول الجزء

ننشر . cos ((2p + 1)𝜑) + ı sin ((2p + 1)𝜑) = (cos 𝜑 + ı sin 𝜑)лѭ+к : موافر دستور حسب لدينا (ا) •1
: التخيلي جزأَه نأخذ و الحد ثنائي دستور باستعمال الأخير هذا

sin ((2p + 1)𝜑) = Im (cos ((2p + 1)𝜑) + ı sin ((2p + 1)𝜑))
= Imڂ(cos 𝜑 + ı sin 𝜑)лѭ+к

ڃ

= Im
چ

лѭ+к
௝
Ѫ=й

ڂ
2p + 1
m ڃ (cos 𝜑)лѭ+к−Ѫ (ı sin 𝜑)Ѫ

ڇ

: mفإنّ = 2k + 1 كان إذا الحالة، هذه في و mفردياً فيها يكون التي الحدود عن ينتج التخيلي الجزء

: بالتالي و ıѪ = ıлѨ+к = ځıлڀ
Ѩ ⋅ ı = (−1)Ѩ ı

sin ((2p + 1)𝜑) =
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڃ1 (cos 𝜑)лѭ+к−پлѨ+кٿ (sin 𝜑)лѨ+к

sin ((2p + 1)𝜑) =
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڃ1 cosлѭ−лѨ(𝜑) sinлѨ+к(𝜑) : أي

: منه sin 𝜑 ≠ 0 فإنّ 𝜑 ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا (ب)

sin ((2p + 1)𝜑) =
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڃ1 cosлѭ−лѨ(𝜑) sinлѨ+к(𝜑)

= sinлѭ+к(𝜑)
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڃ1 cosлѭ−лѨ(𝜑) sinлѨ+к−پлѭ+кٿ(𝜑)

= sinлѭ+к(𝜑)
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڃ1 cosлѭ−лѨ(𝜑) sinлѨ−лѭ(𝜑)

= sinлѭ+к(𝜑)
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڃ1 cosлѭ−лѨ(𝜑) × 1

sinлѭ−лѨ(𝜑)

sin ((2p + 1)𝜑) = (sin 𝜑)лѭ+к
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڃ1 (cotan 𝜑)лѭ−лѨ : أي

ѭ
௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڃ1 (cotan 𝜑)лѭ−лѨ = sin ((2p + 1)𝜑)

(sin 𝜑)лѭ+к أو

𝟯𝟱𝟵
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: منه k𝜋
2p + 1 ≠ 0 (mod 𝜋) فإنّ k ∈ {1, 2, ⋯ ,p} أنّ بما (ا) •2

P ځ𝛾Ѩڀ =
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڄcotanлڄڃ1

k𝜋
2p + څڅ1

ѭ−Ѩ

=
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڄcotanڄڃ1

k𝜋
2p + څڅ1

лѭ−лѨ

: فينتج السابق السؤال نتيجة تطبيق يمكن بالتالي و sinлѭ+к
ڄ

k𝜋
2p + څ1 ≠ 0 لكن

P ځ𝛾Ѩڀ =
ѭ

௝
Ѩ=й

(−1)Ѩ ڂ
2p + 1
2k + ڄcotanڄڃ1

k𝜋
2p + څڅ1

лѭ−лѨ
=

sin2)ڂp + 1) ڂ
Ѩഏ

лѭ+кڃڃ
sinлѭ+к

ڂ
Ѩഏ

лѭ+кڃ
= sin (k𝜋)

sinлѭ+к
ڂ

Ѩഏ
лѭ+кڃ

= 0

فإنّ ، k ∈ {1, 2, ⋯ ,p} لكل أنه أي 0 < 𝜋
2p + 1 ≤ k𝜋

2p + 1 ≤ p𝜋
2p + 1 < 𝜋

2 فإنّ 1 ≤ k ≤ p كان إذا (ب)

. ,0ٷ 𝜋
ٴ2 المجال إلى ينتمي

k𝜋
2p + 1 الحقيقي العدد

الدالة هي المشتقة دالتها و ,0ٷ 𝜋
ٴ2 المجال على للإشتقاق قابلة و مستمرة x ⟼ cotanл x الدالة

فإنّ بالتالي و ,0ٷ 𝜋
ٴ2 المجال على تماماً سالبة المشتقة هذه . x ⟼ −2 cotan(x) 1ڀ + cotanл(x)ځ

المجال. هذا على تماماً متناقصة x ⟼ cotanл x
و المجال، هذا على تقابلية إذن فهي ,0ٷ 𝜋

علىٴ2 تماماً متناقصة و مستمرة x ⟼ cotanл x الدالة الأخير، في

مختلفة أيضاً هي الدالة بهذه 𝛾Ѩ = cotanлڄ
k𝜋

2p + څ1 صُورَها فإنّ مثنى مثنى مختلفة k𝜋
2p + 1 الأعداد أنّ بما

مثنى. مثنى
هي و جذوره علىجميع تحصّلنا فقد pالأخيرهي هذا درجة أنّ بما و .P الحدود لكثير جذراً pإذنعلى تحصّلنا

مثنى). مثنى مختلفة (لأنها بسيطة جذور كلها
k ∈ {1, 2, ⋯ ,p} لأجل 𝛾Ѩ الأعداد هي و بسيطاً جذراً p يقبل P الحدود كثير

و aѭ = (−1)й ڂ
2p + 1
2 × 0 + ڃ1 = 2p + 1 و p هي درجته فإنّ P الحدود لكثير فة المعرِّ العبارة حسب (ج)

. aѭ−к = (−1)к ڂ
2p + 1
2 × 1 + ڃ1 = −(2p + 1) (2p) (2p − 1)

3 × 2 × 1
: يلي كما تُترجم aѭ−к و aѭالمعاملين بدلالة الجذور مجموع تعطي التي العبارة

: أي
ѭ

௝
Ѩ=к

𝛾Ѩ = 𝜎к = −
aѭ−к
aѭ

= −−лѭپлѭ+кپٿлѭ−кٿ
п

2p + 1 = p (2p − 1)
3

ѭ
௝
Ѩ=к

cotanлڄ
k𝜋

2p + څ1 = p (2p − 1)
3

𝟯𝟲𝟬
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: فإنّ 𝜑 ≠ 0 (mod 𝜋) مع 𝜑 ∈ ℝ كان إذا

1 + cotanл 𝜑 = sinл 𝜑 + cosл 𝜑
sinл 𝜑

= 1
sinл 𝜑

ѭ
௝
Ѩ=к

1
sinл ڂ

Ѩഏ
лѭ+кڃ

=
ѭ

௝
Ѩ=кڄ

1 + cotanлڄ
k𝜋

2p + څڅ1 منه

=
ѭ

௝
Ѩ=к

1 +
ѭ

௝
Ѩ=к

cotanлڄ
k𝜋

2p + څ1

= p + p (2p − 1)
3 = p (2p − 1 + 3)

3
= p (2p + 2)

3 = 2p (p + 1)
3

ѭ
௝
Ѩ=к

1
sinл ڂ

Ѩഏ
лѭ+кڃ

= 2p (p + 1)
3 أي

. ,0ٷ 𝜋
ٴ2 المجال المعرفتينعلى g(x) = tan x − x و f(x) = x − sin xالدالتين نعتبر (ا) •3

و fດ(x) = 1 − cos x لدينا ذلك، إلى بالإضافة المجال. هذا على للإشتقاق قابلتان و معرفتان الدالتان هاتان
. gດ(x) = 1 + tanл x − 1 = tanл x

المجال. هذا على تماماً متزايدتان g و f فالدالتان بالتالي و gດ(x) > 0 و fດ(x) > 0 لدينا x ∈ ,0ٷ 𝜋
ٴ2 لكل

. x > sin x > أي0 x − sin x > أي0 f(x) > f(0) = 0 فإنّ x ∈ ,0ٷ 𝜋
ٴ2 لكل منه

. tan x > xأي tan x − x > أي0 g(x) > g(0) = 0 لدينا x ∈ ,0ٷ 𝜋
ٴ2 لكل بالمثِل،

∀x ∈ ,0ٷ 𝜋
ٴ2 : 0 < sin x < x < tan x : الأخير في

: لنجد x = k𝜋
2p + 1 ∈ ,0ٷ 𝜋

ٴ2 مع السابقة المتباينات نستعمل k ∈ {1, 2, ⋯ ,p} لكل (ب)

0 < sinڄ
k𝜋

2p + څ1 < k𝜋
2p + 1 < tanڄ

k𝜋
2p + څ1

0 < sinлڄ
k𝜋

2p + څ1 < ڄ
k𝜋

2p + څ1

л
< tanлڄ

k𝜋
2p + څ1 جميعها) الأطراف(موجبة بتربيع

0 < 1
tanл ڂ

Ѩഏ
лѭ+кڃ

< 1

ڂ
Ѩഏ

лѭ+кڃ
л < 1

sinл ڂ
Ѩഏ

лѭ+кڃ
المقلوب بأخذ

0 < cotanлڄ
k𝜋

2p + څ1 < (2p + 1)л

(k𝜋)л
< 1

sinл ڂ
Ѩഏ

лѭ+кڃ
منه

0 <
ѭ

௝
Ѩ=к

cotanлڄ
k𝜋

2p + څ1 <
ѭ

௝
Ѩ=к

(2p + 1)л

(k𝜋)л
<

ѭ
௝
Ѩ=к

1
sinл ڂ

Ѩഏ
лѭ+кڃ

منه

0 < p (2p − 1)
3 < (2p + 1)л

𝜋л

ѭ
௝
Ѩ=к

1
kл

< 2p (p + 1)
3 منه

∀p ≥ 1 : p (2p − 1)
3 < (2p + 1)л

𝜋л Sѭ < 2p (p + 1)
3 : أي

𝟯𝟲𝟭

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

VII

: نجد (2p + 1)л
𝜋л على السابقة المتباينات أطراف بقسمة (ج)

p (2p − 1)𝜋л

3 (2p + 1)л
< Sѭ < 2p (p + 1)𝜋л

3 (2p + 1)л

lim
ѭ→+∞چ

p (2p − 1)𝜋л

3 (2p + 1)л ڇ
= lim

ѭ→+∞ڄ
2𝜋лpл − 𝜋лp
12pл + 12p + څ3 = lim

ѭ→+∞ڄ
2𝜋лpл

12pл څ = 𝜋л

6 لكن

lim
ѭ→+∞چ

2p (p + 1)𝜋л

3 (2p + 1)л ڇ
= lim

ѭ→+∞ڄ
2𝜋лpл − 2𝜋л

12pл + 12p + څ3 = lim
ѭ→+∞ڄ

2𝜋лpл

12pл څ = 𝜋л

6 و

. S =
+∞
௝
Ѩ=к

1
kл

= 𝜋л

6 أي lim
ѭ→+∞

Sѭ = 𝜋л

6 الحصرفإنّ نظرية حسب و

(W)تكاملاتفاليس إستعمال : الثاني الجزء

: لدينا •1

Iй =
ഏ/л

௟
й

cosй t dt =
ഏ/л

௟
й

dt = [t]ഏ/л
й = 𝜋

2

Iк =
ഏ/л

௟
й

cosл t dt =
ഏ/л

௟
й

1 + cos (2t)
2 dt =

ʲ
t
2 + sin (2t)

4 ʳ

ഏ/л

й
= 𝜋

4 و

uດ(t) = − (2n + 1) sin t ⋅ cosлѫ t منه vດ(t) = cos t و u(t) = cosлѫ+к t نضع بالتجزئة، بالتكامل (ا) •2
: منه [0, 𝜋/2] المجال على بالتجزئة التكامل نظرية تحققانشروط v و u الدالتان . v(t) = sin t و

Iѫ+к = ʱsin t ⋅ cosлѫ+к tٳ
ഏ/л
й −

ഏ/л

௟
й

− (2n + 1) sin t ⋅ cosлѫ t × sin t dt

= 0 + (2n + 1)
ഏ/л

௟
й

sinл t ⋅ cosлѫ t dt

= (2n + 1)
ഏ/л

௟
й

1ڀ − cosл tځ cosлѫ t dt

= (2n + 1)⎛
⎝

ഏ/л

௟
й

cosлѫ t dt −
ഏ/л

௟
й

cosлѫ+л t dt⎞
⎠

= (2n + 1) Iѫڀ − Iѫ+кځ

. Iѫ+к = 2n + 1
2n + 2Iѫ أي (2n + 2) Iѫ+к = (2n + 1) Iѫ منه

𝟯𝟲𝟮
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: لدينا (ب)

Iѫ = 2n − 1
2n Iѫ−к , Iѫ−к = 2n − 3

2n − 2Iѫ−л

Iѫ−л = 2n − 5
2n − 4Iѫ−м , Iѫ−м = 2n − 7

2n − 6Iѫ−н

⋮ , ⋮

Iн = 9
8Iм , Iм = 5

6Iл

Iл = 3
4Iк , Iк = 1

2Iй

Iѫ = 2n − 1
2n Iѫ−к = 2n − 1

2n × 2n − 3
2n − 2Iѫ−л = ⋯ منه

= ⋯ = 2n − 1
2n × 2n − 3

2n − 2 × ⋯ × 3
4Iк = 2n − 1

2n × 2n − 3
2n − 2 × ⋯ × 3

4 × 1
2Iй

= (2n − 1) (2n − 3)⋯ 3 × 1
(2n) (2n − 2)⋯ 4 × 2 Iй × (2n) (2n − 2)⋯ 4 × 2

(2n) (2n − 2)⋯ 4 × 2
= (2n) (2n − 1) (2n − 2) (2n − 3)⋯ 4 × 3 × 2 × 1

ʱ2n ⋅ 2 (n − 1) ⋅ 2 (n − 2)⋯ (2 × 2) (2 × ٳ(1
л Iй

= (2n) !
ʱ2ѫn (n − 1) (n − 2)⋯ 2 × ٳ1

л Iй = (2n) !
2лѫ (n! )л

Iй = (2n) !
4ѫ (n! )л

⋅ 𝜋
2

: بالتراجع الأخيرة هذه منصحة التحقق يمكن و

. n = 0 الرتبة عند صحيحة الخاصية منه (0) !
4й (0! )л

𝜋
2 و Iй = 𝜋

2 لدينا n = 0 لأجل •

: فإن Iѫ = (2n) !
4ѫ (n! )л

⋅ 𝜋
2 أنّ فرصنا إذا أي n الرتبة عند صحيحة الخاصية أنّ فرصنا إذا •

Iѫ+к = 2n + 1
2n + 2

(2n) !
4ѫ (n! )л

⋅ 𝜋
2 = (2n + 2) (2n + 1)

(2n + 2)л
⋅ (2n) !
4ѫ (n! )л

⋅ 𝜋
2

= (2n + 2) !
4 × 4ѫ ((n + 1) × n! )л

⋅ 𝜋
2 = (2n + 2) !

4ѫ+к ((n + 1) ! )л
⋅ 𝜋
2

. n + 1 الرتبة عند تبقىصحيحة الخاصية أنّ أي

∀n ∈ ℕ : Iѫ = (2n) !
4ѫ (n! )л

⋅ 𝜋
2 : أي طبيعي عدد لكل صحيحة فالخاصية بالتراجع، البرهان مبدأ حسب و

uດ(t) = −2n sin t ⋅ cosлѫ−к t منه vດ(t) = 1 و u(t) = cosлѫ t بوضع بالتجزئة تكاملاً Iѫ نُجريفي (ا) •3
. v(t) = t و

: منه [0, 𝜋/2] المجال على بالتجزئة التكامل نظرية تحققانشروط v و u الدالتان

Iѫ = ʱt cosлѫ tٳ
ഏ/л
й −

ഏ/л

௟
й

−2n sin t ⋅ cosлѫ−к t dt = 2n
ഏ/л

௟
й

sin t ⋅ cosлѫ−к t dt

v(t) = tл
2 منه vດ(t) = t و u(t) = sin t ⋅ cosлѫ t بوضع بالتجزئة تكاملاً أخرى مرة نُجري

. uດ(t) = cosлѫ t − (2n − 1) sinл t ⋅ cosлѫ−л t و

𝟯𝟲𝟯
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: منه [0, 𝜋/2] المجال على بالتجزئة التكامل نظرية تحققانشروط v و u الدالتان

Iѫ = 2n
ʴ
tл
2 cosлѫ t

ٶ

ഏ/л

й
− 2n

ഏ/л

௟
й

tл
2 cosлѫٴ t − (2n − 1) sinл t ⋅ cosлѫ−л tٷ dt

= 0 − 2n
ഏ/л

௟
й

tл
2 ʱcosлѫ t − (2n − 1) 1ڀ − cosл tځ cosлѫ−л tٳ dt

= −n
ഏ/л

௟
й

tл cosлѫ t dt + n (2n − 1)
ഏ/л

௟
й

tл cosлѫ−л t dt − n (2n − 1)
ഏ/л

௟
й

tл cosлѫ t dt

= −nJѫ + n (2n − 1) Jѫ−к − n (2n − 1) Jѫ
Iѫ = n (2n − 1) Jѫ−к − 2nлJѫ : أي

: (2•ب) السؤال نتيجة نستعمل و 4ѫ (n! )л
(2n) ! بالمقدار السابقة المساواة نضربطرفيْ (ب)

4ѫ (n! )л
(2n) ! Iѫ = 4ѫ (n! )л

(2n) ! ʱn (2n − 1) Jѫ−к − 2nлJѫٳ

𝜋
2 = 2nл

ʴ
4ѫ−к ((n − 1) ! )л

(2n − 2) ! Jѫ−к − 4ѫ (n! )л
(2n) ! Jѫٶ

: أي

4ѫ (n! )л
(2n) ! ⋅ n (2n − 1) = 4nл

(2n) (2n − 1) ⋅ 4
ѫ−к ((n − 1) ! )л

(2n − 2) ! ⋅ n (2n − 1) : لأنّ

= 2nл ⋅ 4
ѫ−к ((n − 1) ! )л

(2n − 2) !
𝜋
2 × 1

2nл = 4ѫ−к ((n − 1) ! )л
(2n − 2) ! Jѫ−к − 4ѫ (n! )л

(2n) ! Jѫ : 2nл الطرفينعلى بقسمة و

Kѫ−к − Kѫ = 𝜋
4nл : أي

(ج)

KѨ−к − KѨ = 𝜋
4kл

: لدينا

ѫ
௝
Ѩ=к

(KѨ−к − KѨ) =
ѫ

௝
Ѩ=к

𝜋
4kл

: منه

Kй − Kѫ = 𝜋
4

ѫ
௝
Ѩ=к

1
kл

: أي

𝜋
4

ѫ
௝
Ѩ=к

1
kл

= Jй − Kѫ : منه Kй = Jй لكن

. [0, 𝜋/2] المجال على المعرفة f(x) = 𝜋
2 sin x − x الدالة نعتبر (ا) •4

𝟯𝟲𝟰
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أنّ بما و . fດ(x) = 𝜋
2 cos x − 1 = 𝜋

2 cosڄ x − 2
𝜋څ و المجال هذا على للإشتقاق قابلة و مستمرة f الدالة

متناقصة و مستمرة cos الدالة لأنّ وحيد 𝛼 (العدد cos 𝛼 = 2
𝜋 بحيث 𝛼 ∈ ]0, 𝜋/2[ يوجد فإنه 0 < 2

𝜋 < 1
. المجال) هذا على تقابلية أي [0, 𝜋/2] المجال على تماماً

: أي ,𝛼ٴ 𝜋
ٷ2 المجال على تماماً متناقصة و [0, 𝛼] المجال على تماماً متزايدة f الدالة

0 = f(0) ≤ f(x) ≤ f(𝛼) : لدينا x ∈ [0, 𝛼] لكل
. 0 = f(𝜋

2 ) ≤ f(x) ≤ f(𝛼) : فإنّ x ∈ ,𝛼ٴ 𝜋
ٷ2 لكل و

. ∀x ∈ ,0ٴ 𝜋
ٷ2 , x ≤ 𝜋

2 sin x أي f(x) ≥ 0 فإنّ x ∈ ,0ٴ 𝜋
ٷ2 لكل الأخير، في

: ينتج (موجب) cosлѫ t بالمقدار الطرفين بضرب ثمّ ( موجبة الحدود (كل السابقة المتباينة طرفيْ بتربيع (ب)

∀t ∈ ,0ٴ 𝜋
ٷ2 , 0 ≤ tл cosлѫ t ≤ 𝜋л

4 sinл t ⋅ cosлѫ t

: نجد المناسب) الإتجاه في التكامل حدود أنّ (نلاحظ 𝜋
2 و بين0 بالتكامل

ഏ/л

௟
й

0 dt ≤
ഏ/л

௟
й

tл cosлѫ t dt ≤
ഏ/л

௟
й

𝜋л

4 sinл t ⋅ cosлѫ t dt

0 ≤ Jѫ ≤ 𝜋л

4

ഏ/л

௟
й

sinл t ⋅ cosлѫ t dt : أي

vດ(t) = sin t ⋅ cosлѫ t و u(t) = sin t بأخذ ذلك و بالتجزئة التكامل نستعمل الأخير، التكامل لإيجاد
. v(t) = − 1

2n + 1 cosлѫ+к t و uດ(t) = cos t منه
: منه [0, 𝜋/2] المجال على بالتجزئة التكامل نظرية تحققانشروط v و u الدالتان

ഏ/л

௟
й

sinл t ⋅ cosлѫ t dt = 0 + 1
2n + 1

ഏ/л

௟
й

cosлѫ+к t dt = 1
2n + 1Iѫ+к

. 0 ≤ Jѫ ≤ 𝜋л

4 (2n + 1)Iѫ+к : منه

: لنجد (2•ب) السؤال نتيجة نُطبِّق و (موجبتماماً) 4
ѫ (n! )л
(2n) ! المتبايناتبالمقدار نضربأطرافهذه الآن،

0 ≤ Kѫ ≤ 4ѫ (n! )л
(2n) ! ⋅ 𝜋л

4 (2n + 1) ⋅ (2n + 2) !
4ѫ+к ((n + 1) ! )л

⋅ 𝜋
2

0 ≤ Kѫ ≤ 𝜋м

16 (n + 1) : أي

. lim
ѫ→+∞

Kѫ = 0 الحصرفإن نظرية فحسب lim
ѫ→+∞

𝜋м

16 (n + 1) = 0 أنّ بما (ج)
: نجد (3•ج) السؤال نتيجة بتطبيق

S = lim
ѫ→+∞

Sѫ = lim
ѫ→+∞

4
𝜋 Jйڀ − Kѫځ = 4

𝜋Jй

𝟯𝟲𝟱
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Jй =
ഏ/л

௟
й

tл dt =
ʴ
tм
3 ٶ

ഏ/л

й
= 𝜋м

24 لكن

. S = 𝜋л

6 أي S = 4
𝜋Jй = 4

𝜋 ⋅ 𝜋м

24 منه

(Noyau de D) ديريكلي نواة إستعمال : الثالث الجزء

: منه eѸѵ ≠ 1 فإنّ x ≠ 0 (mod 2𝜋) كان إذا و cos (kx) = Re ځeѸѨѵڀ أنّ نعلم •1

ѫ
௝
Ѩ=к

cos (kx) = Re
چ

ѫ
௝
Ѩ=к

eѸѨѵ
ڇ

= Reڄe
Ѹѵ ⋅ 1 − eѸѫѵ

1 − eѸѵ څ (eѸѵ ≠ 1 أساسها و eѸѵ الأول حدها هندسية متتالية (مجموع

= Re
چ
eѸѵ ⋅ e

Ѹѫѵ/л ⋅ 2ı−ڀ sin ѫѵڀ
л ځځ

eѸѵ/л ⋅ 2ı−ڀ sin ځځѵлڀ ڇ
(126 صفحة 59 التمرين (أنظر

= Re
چ
eѸپѫ+кٿѵ/л ⋅ sin ѫѵڀ

л ځ
sin ځѵлڀ ڇ

= cosڄ
(n + 1) x

2 څ
sin ѫѵڀ

л ځ
sin ځѵлڀ

Dѫ (x) = 1
2 + cosڄ

(n + 1)x
2 څ

sin ѫѵڀ
л ځ

sin ځѵлڀ
: منه

=
sin ځѵлڀ + 2 cosڂ

ѵٿѫ+кپ
л ڃ sin ѫѵڀ

л ځ
2 sin ځѵлڀ

ينتج المتطابقة هذه في b = (n + 1) x
2 و a = nx

2 بأخذ ؛ 2 sin (a) cos (b) = sin (a + b)− sin (a − b)لكن
: منه 2 cosڂ

ѵٿѫ+кپ
л ڃ sin ѫѵڀ

л ځ = sin лѫ+кڀ
л xځ − sin ځѵлڀ

∀x ≠ 0 (mod 2𝜋) , Dѫ (x) = 1
2 ⋅ sin nڀڀ + к

лځ xځ
sin ځѵлڀ

. v(x) = 1
k sin (kx) و uດ(x) = 1 منه vດ(x) = cos (kx) و u(x) = x بوضع بالتجزئة التكامل نستعمل (ا) •2

: منه [0, 𝜋] المجال على بالتجزئة التكامل نظرية تحققانشروط v و u الدالتان
ഏ

௟
й

x cos (kx) dx =
ʲ
1
kx sin (kx)ʳ

ഏ

й
−

ഏ

௟
й

1
k sin (kx) dx

= 0 − 1
k ʲ

−1
k cos (kx)ʳ

ഏ

й

= −1
k ʲ

−1
k (cos (k𝜋) − cos (0))ʳ

= 1
kл (1−)ٴ

Ѩ − ٷ1 = (−1)Ѩ − 1
kл

(cos (k𝜋) = (−1)Ѩ (لأنّ

𝟯𝟲𝟲
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: لدينا (ب)

Lѫ =
ഏ

௟
й

xDѫ (x) dx =
ഏ

௟
й

x
چ
1
2 +

ѫ
௝
Ѩ=к

cos (kx)
ڇ

dx

=
ഏ

௟
й چ

x
2 +

ѫ
௝
Ѩ=к

x cos (kx)
ڇ

dx

=
ഏ

௟
й

x
2 dx +

ഏ

௟
й چ

ѫ
௝
Ѩ=к

cos (kx)
ڇ

dx

=
ʲ
xл
4 ʳ

ഏ

й
+

ѫ
௝
Ѩ=к

⎛
⎝

ഏ

௟
й

cos (kx) dx⎞
⎠

= 𝜋л

4 +
ѫ

௝
Ѩ=к

(−1)Ѩ − 1
kл

السابق) السؤال (حسب

منه (−1)
Ѩ − 1
kл

= − 2
kл

فإنّ فردياً كان إذا و (−1)Ѩ − 1
kл

= 0 فإنّ زوجياً k كان إذا (ج)

: فإنّ بالتالي و . x للعدد الصحيح الجزء هو E (x)حيث
ѫ

௝
Ѩ=к

(−1)Ѩ − 1
kл

=
шר−ؙپ

ש ٿ
௝
ѭ=й

−2
(2p + 1)л

lim
ѫ→+∞

Lѫ = lim
ѫ→+∞

⎛
⎝

𝜋л

4 − 2
шר−ؙپ

ש ٿ
௝
ѭ=й

1
(2p + 1)л

⎞
⎠

= 𝜋л

4 − 2
+∞
௝
ѭ=й

1
(2p + 1)л

. lim
ѫ→+∞

Lѫ = 𝜋л

4 − 2V أي

هذه عند مستمرة فهي x = 0 عند للإشتقاق قابلة أنها بما و ]0, 𝜋] المجال على للإشتقاق قابلة و مستمرة f الدالة •3
: يلي إثباتذلككما بالإمكان لكن النقطة.

lim
ѵ→й

f(x) = lim
ѵ→й

x
sin ځѵлڀ

= lim
ѵ→йچ

2 ⋅
ѵ
л

sin ڇځѵлڀ
ѱ = ѵ/л

= 2 lim
ѱ→йڄ

t
sin tڅ = 2 × 1 = 2 = f(0)

. x = 0 عند مستمرة أنها يعني هذا و

المجال. هذا على مستمرة fດ المشتقة دالتها و [0, 𝜋] المغلق المجال على للإشتقاق قابلة و مستمرة f الدالة إذن

: فإنّ a ≤ b أنّ بما h(x)−و ≤ ||h(x)|| و h(x) ≤ ||h(x)|| : لدينا x ∈ [a,b] لكل (ا) •4

−
џ

௟
ў

h(x) dx ≤
џ

௟
ў

||h(x)|| dx و
џ

௟
ў

h(x) dx ≤
џ

௟
ў

||h(x)|| dx

. (t ∈ ℝ لكل |t| = max (−t, t) (لأنّ
|
|
|
|
||

џ

௟
ў

h(x) dx
|
|
|
|
||
≤

џ

௟
ў

||h(x)|| dx منه

و uດ(x) = 𝜙ດ(x) منه vດ(x) = sin (𝜆x) و u(x) = 𝜙 (x) نضع بالتجزئة، بالتكامل . 𝜆 > 0 ليكن (ب)

. v(x) = −cos (𝜆x)
𝜆

: منه [0, 𝜋] المجال على بالتجزئة التكامل نظرية تحققانشروط v و u الدالتان

𝟯𝟲𝟳
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ഏ

௟
й

𝜙 (x) sin (𝜆x) dx = 𝜙 (0)
𝜆 − 𝜙 (𝜋) cos (𝜆𝜋)

𝜆 +
ഏ

௟
й

𝜙ດ (x) cos (𝜆x)
𝜆 dx

|
|
|
|
||

ഏ

௟
й

𝜙 (x) sin (𝜆x) dx
|
|
|
|
||
=

|
|
|
|
||

𝜙 (0)
𝜆 − 𝜙 (𝜋) cos (𝜆𝜋)

𝜆 +
ഏ

௟
й

𝜙ດ (x) cos (𝜆x)
𝜆 dx

|
|
|
|
||

: منه

≤
|
|
||
𝜙 (0)

𝜆
|
|
||
+

|
|
||
𝜙 (𝜋) cos (𝜆𝜋)

𝜆
|
|
||
+

|
|
|
|
||

ഏ

௟
й

𝜙ດ (x) cos (𝜆x)
𝜆 dx

|
|
|
|
||

(||𝛼 + 𝛽|| ≤ |𝛼| + ||𝛽|| (لأنّ

≤
|
|
||
𝜙 (0)

𝜆
|
|
||
+

||𝜙 (𝜋)|| ⋅ ||cos (𝜆𝜋)||
𝜆 +

ഏ

௟
й

|
|
||
𝜙ດ (x) cos (𝜆x)

𝜆
|
|
||
dx السابق) السؤال (حسب

≤
|
|
||
𝜙 (0)

𝜆
|
|
||
+

||𝜙 (𝜋)||
𝜆 +

ഏ

௟
й

||𝜙ດ (x)|| ⋅
|
|
||
cos (𝜆x)

𝜆
|
|
||
dx (|cos t| ≤ 1 (لأنّ

≤
|
|
||
𝜙 (0)

𝜆
|
|
||
+

||𝜙 (𝜋)||
𝜆 +

ഏ

௟
й

||𝜙ດ (x)||
1
𝜆 dx

≤ 1
𝜆
⎡
⎣

||𝜙 (0)|| + ||𝜙 (𝜋)|| +
ഏ

௟
й

||𝜙ດ (x)|| dx⎤
⎦

0 ≤ lim
ഋ→+∞

ഏ

௟
й

𝜙 (x) sin (𝜆x) dx ≤ lim
ഋ→+∞

1
𝜆
⎡
⎣

||𝜙 (0)|| + ||𝜙 (𝜋)|| +
ഏ

௟
й

||𝜙ດ (x)|| dx⎤
⎦

= 0 : منه

lim
ഋ→+∞

ഏ

௟
й

𝜙 (x) sin (𝜆x) dx = 0 : أي

لكن ، [0, 𝜋]علىالمجال 𝜙مستمرة الدالة أنّ فقط فرضنا إذا تبقىصحيحة النتيجة هذه ⧏ : 60 ملاحظة
الثانوية. برنامج نطاق عن خارج ⧏إثباتها

: لدينا . n ≥ 1 ليكن (ا) •5

Lѫ =
ഏ

௟
й

xDѫ (x) dx = 1
2

ഏ

௟
й

x ⋅ sin nڀڀ + к
лځ xځ

sin ځѵлڀ
dx = 1

2

ഏ

௟
й

𝜙 (x) sin (𝜆x) dx

. 𝜆 = n + 1
2 و 𝜙 (x) = x

sin ځѵлڀ
مع

: منه 𝜆 ⟶
ѫ→+∞

+∞ و (4•ب) السؤال قشروط تحُقِّ 𝜙 الدالة هذه ، (•3) السؤال حسب

lim
ѫ→+∞

Lѫ = 1
2 lim

ഋ→+∞
⎛
⎝

ഏ

௟
й

𝜙 (x) sin (𝜆x) dx⎞
⎠

= 0

. V = 𝜋л

8 منه 0 = 𝜋л

4 − 2V فإن (2•ج) السؤال حسب (ب)

𝟯𝟲𝟴
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للتعمق تمارين .VII

. S = 𝜋л

6 أي S = 4
3V = 4

3 ⋅ 𝜋л

8 منه V = 3
4S لكن

■

𝟯𝟲𝟵
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الحدود كثيرات u
u
u

qvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvr

..

قا
لح
م

يكون (عندما العامة الحالة في تبقىصحيحة هنا المذكورة النتائج أغلب .ℂ المجموعتينℝأو إحدى إلى 𝕂يرمز يلي، ما في
هذه. دراستنا في اهتماماً ذلك نولي لا لكن كيفي) – حقل – جسم أو كيفية واحدية تبديلية 𝕂حلقة

𝕂 في بمعاملات الحدود كثيرات مجموعة ا.1
العددية الدالة هو المقصود يكون الحالتين في و الحدود كثير دالة أو الحدود كثير مفهوم إلى الطالب يتطرق الثانوية، الأقسام في
كان إذا و .𝕂على المعرفة و ، aй,aк, ⋯ ,aѫ ∈ 𝕂 و n ∈ ℕحيث x ↦ aѫxѫ + aѫ−кxѫ−к + ⋯ + aкx + aй
أنّ ننسى لا لكن P (sin)نكتب . x ↦ sinо x + 2 sinл x − sin x الدالة إلى يرمز P (sin) فإنّ P (X) = Xо + 2Xл − X

! ليستعدداً و دالة sin على𝕂و معرّفة P لأنّ كتابة مجرّد هذا
عليها يجُري كيف يتعلم و ،M = ڀ л −к

о с ځ مثل أعداد جداول هي و ، المصفوفات إلى الطالب يتطرق عندما المستقبل، في
التي المصفوفة هي إليه Mоبالنسبة + 2Mл − M أي P (M) العبارة تكون إلخ) ... ضرب، (جمع، الحسابية العمليات

الجمع. ثمّ (−M و 2Mл ،Mо) الجداء Mبتطبيق عن تنتج
كثيرات إنشاء بمقدورنا كان و إلاّ عليه، الحسابية العمليات إجراء يمكن مفهوماً الرياضيات في نجد إن ما عامة، بصفة و

! لاغير المعاملاتو هذه (رتبة) موضع المعاملاتو هي كثيراتالحدود في الأهم أنّ يعني هذا المفهوم، هذا حول حدود

: 17 تعريف

: الشكل من عبارة بمعاملاتفي𝕂كل حدود نسميكثير •

P (X) =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ = aй + aкX + aлXл + ⋅ + aѫXѫ

يسمىالمجهول. X 𝕂و إلى تنتمي aѫ ،⋯ ، aк ، aйحيثالمعاملات

(أو المهيمن الحد معامل يُسمى aѫ المعامل و n = d∘P نكتب و P الحدود كثير درجة يسمى n الطبيعي العدد •

واحدي. P أنّ نقول aѫ = 1 كان إذا و المهيمن)، المعامل إختصاراً

P الحدود كثير أن نقول P (X) = aй ∈ 𝕂 كان إذا أي الأول الحد معامل عدا ما معدومة المعاملات كل كانت إذا •
ثابت.

𝟯𝟳𝟯
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.
𝕂 في بمعاملات الحدود كثيرات مجموعة ا.1.

معدوم. P الحدود كثير أنّ نقول P (X) = 0 كان إذا أي المعاملاتمعدومة كانتكل إذا •

. d∘0 = هي∞−أي∞− المعدوم الحدود كثير درجة إصطلاحاً،

.𝕂 المجموعة بمعاملاتفي كثيراتالحدود مجموعة 𝕂[X]إلى بــِ نرمز •

بمعاملاتحقيقية. حدود كثير P (X) = 2Xко − 28Xр + √2Xп − X − 12 ∈ ℝ[X] ليكن : 26 مثال
. aко = 2 هو المهيمن المعامل و n = d∘P = هي15 درجته

𝕂معدومة من أعداد (متتابعة) متتالية 𝕂كل بمعاملاتفي حدود كثير نسمي : الآتي هو و تعريفآخر إعطاء يمكن u
. معدومة) تقريباً أنها نقول (و معينة رتبة من ابتداءً

متكافئان. التعريفين هذين أنّ بعد فيما سنرى

P (X) = نكتب و n = max (s, t) نضع . Q(X) =
ѱ

௝
Ѩ=й

bѨXѨ و P (X) =
Ѱ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ مع P,Q ∈ 𝕂[X] ليكن

. k > t كان إذا bѨ = 0 و k > s كان إذا aѨ = Q(X)بحيث0 =
ѫ

௝
Ѩ=й

bѨXѨ و
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ

: يلي كما بعدد الضرب و الجداء الجمع، : كثيراتالحدود على التالية العمليات ف نُعرِّ . 𝜆 ∈ 𝕂 ليكن

(P + Q) (X) =
ѫ

௝
Ѩ=й

(aѨ + bѨ) XѨ

(𝜆P) (X) =
ѫ

௝
Ѩ=й

𝜆aѨXѨ

(P ⋅ Q) (X) =
лѫ
௝
Ѩ=й

cѨXѨ ؛ 0 ≤ k ≤ 2n مع cѨ =
Ѩ

௝
ѧ=й

aѧ ⋅ bѨ−ѧحيث

. 𝜆 ≠ حيث0 d∘ (𝜆P) = d∘P و d∘ (P ⋅ Q) = d∘P + d∘Q ، d∘ (P + Q) ≤ max ځd∘P,d∘Qڀ : لدينا و
ʱ(PQ = 0) ⟹ Pڀ = 0 أو Q = ٳځ0 : فإنّ P,Q ∈ 𝕂[X] كان إذا ⧏ : 61 ملاحظة

⧐
بالمتتالية المعرف الحدود كثير X = (0, 1, 0, 0, ⋯) نضع ، 𝕂[X] في : السابقين التعريفين تكافؤ إثبات يمكن الآن، u

. n ≥ 2 لأجل aѫ = 0 و aк = 1 ، aй = 0
أعلاه، المعرفة الضرب عملية باستعمال Xкو = X = (0, 1, 0, 0, ⋯) لدينا .Xй = 1 = (1, 0, 0, … ) ، إصطلاحاً نضع،

: أنّ (بالتراجع) نثبتبسهولة

. Xл = (0, 0, 1, 0, 0, 0, ⋯) •

. Xм = (0, 0, 0, 1, 0, 0, ⋯) •

⋮ •

معدومة. المعاملاتالأخرى كل و k + هي1 1 المعامل رتبة حيث XѨ = (0, 0, ⋯ , 1, 0, 0, ⋯) •

: لدينا المنطلق، هذا من

(aй,aк,aл, ⋯ ,aѫ, 0, 0, ⋯) = aй (1, 0, ⋯) + aк (0, 1, 0, ⋯) + ⋯ + aѫ (0, 0, ⋯ , 0, 1, 0, ⋯)
= aй ⋅ 1 + aк ⋅ X + aл ⋅ Xл + ⋯ + aѫ ⋅ Xѫ + 0 + 0 + ⋯
= aй + aкX + aлXл + ⋯ + aѫXѫ

𝟯𝟳𝟰
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.
الحدود كثيرات ا.

متكافئان. لكثيراتالحدود السابقين التعريفين أنّ يُثبت هذا و
! ليسعدداً X u

Q(X) = و P (X) =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ كان إذا ، آخر بتعبير معاملاتهما؛ تساوت إذا حدود كثيرا يتساوى : 30 مبرهنة

. 0 ≤ k ≤ n لأجل aѨ = bѨ mو = n كان إذا فقط و إذا P = Q بمعاملاتفي𝕂فإنّ حدود كثيرَيْ
Ѫ

௝
Ѩ=й

bѨXѨ

𝕂[X] في القسمة ا.2
القسمة علاقة ا.1.2

P ∈ 𝕂[X]وُجد Aإذا Bمضاعفلـِ أنّ أو ،B Aقاسملـِ أنّ أو ،BيقسمA أنّ نقول .A,B ∈ 𝕂[X]ليكن : تعريف18
.A ∣ B : نكتب و B = APبحيث

أغلبالنتائجالتيتخصكثيرات و كثيراتالحدود، و (الحساب) الصحيحة خواصالأعداد كبيربيندراسة هناكتشابه u
الحساب. علم في المكافئة النتيجة إثبات في المتَّبَعة بنفسالطريقة إثباتها يمكن الحدود

: لدينا .A,B,C,D ∈ 𝕂[X] ليكن : 31 مبرهنة

: ذلك إلى بالإضافة . (A ∣ C فإنّ B ∣ C Aو ∣ B كان إذا (أي متعدية ؛ (∀P , P ∣ P) إنعكاسية (∣) القسمة علاقة •1

A ∣ B و B ∣ A ⟺ ∃𝜆 ∈ 𝕂∗ : A = 𝜆B

. 𝜆, 𝜇 ∈ 𝕂 Dلكلّ ∣ (𝜆A + 𝜇B) Dفإنّ ∣ B Dو ∣ A كان إذا •2

. k ∈ ℕ AѨلكلّ ∣ BѨ Aفإنّ ∣ B كان إذا خاصة، كحالة و .AC ∣ BD Cفإنّ ∣ D Aو ∣ B كان إذا •3

.A ∣ B ⟺ AD ∣ BD : Dفإنّ ≠ 0 كان إذا •4

الإقليدية القسمة ا.2.2
: يلي في𝕂[X]كما الإقليدية القسمة تعريف يمكن للأعداد، بالنسبة الحال هو كما

بحيث Q,Rوحيدان ∈ 𝕂[X] حدود كثيرَا يوجد فإنه B ≠ حيث0 حدود A,Bكثيرَيْ ∈ 𝕂[X] كان إذا : 32 مبرهنة
. d∘R < d∘B أو R = 0 Aمع = BQ + R : يكون

القسمة. باقي R و القسمة Qحاصل القاسم، B Aيُسمىالمقسوم، الحالة، هذه في

. B (X) = Xл + A(X)على1 = 3Xо − 12Xл + X − 1 لـِ الإقليدية القسمة باقي و حاصل لنجد : 27 مثال

𝟯𝟳𝟱
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.
المشتركة المضاعفات و القواسم ا.3.

نطرح ثمّ ،3Xо +3Xмالناتج Xлفيكون في1+ 3Xмذلكنضرب بعد ،3Xм الحاصلهو علىXлفيكون 3Xо نقسم بدايةً،
. 3Xڂ

о − 12Xл + X − ڃ1 − 3Xڂ
о + 3Xм

ڃ = −3Xм − 12Xл + X − 1 = Aк (X) A(X)فنجد من الناتج هذا
−3XڂX

л + ڃ1 = −3Xм − 3X ، −3Xм ÷ Xл = −3X : B (X) Aкو (X) نفسالعملياتمع ر نُكرِّ
. 3Xм−ڂ − 12Xл + X − ڃ1 − 3Xм−ڂ − 3Xڃ = −12Xл + 4X − 1 و

−12 Xڂ
л + ڃ1 = −12Xл − 12 ، −12Xл ÷ Xл = −12 : أخرى مرّة العمليات ر نُكرِّ

. 12Xл−ڂ + 4X − ڃ1 − 12Xл−ڂ − ڃ12 = 4X + 11 و
. تتوقّفهنا الإقليدية القسمة عملية فإنّ ، d∘ (4X + 11) < d∘

Xڂ
л + ڃ1 أنّ بما

: نكتب و R (X) = 4X + 11 هو الباقي Q(X)و = 3Xм − 3X − 12 هو B (X)علىA(X) قسمة حاصل الأخير، في
3Xо − 12Xл + X − 1 = 3Xڂ

м − 3X − ڃ12 ⋅ Xڂ
л + ڃ1 + (4X + 11)

: يلي كما السابقة صالعمليات نُلخِّ

3Xо −12Xл +X −1 Xл +1

3Xо +3Xм 3Xм −3X −12

−3Xм −12Xл +X −1

−3Xм −3X

−12Xл +4X −1

−12Xл −12

4X +11

المشتركة المضاعفات و القواسم ا.3
حدود. A,Bكثيرَيْ ∈ 𝕂[X] ليكن : 19 تعريف

واحد. آن في B Aو Dيقسم ∈ 𝕂[X] حدود كثير كل B Aو لـِ 1 مشتركاً نُسميقاسماً •

واحد. آن في B Aو لـِ Mمضاعف ∈ 𝕂[X] حدود كثير كل B Aو لـِ 2 مشتركاً نُسميمضاعفاً •

الأكبر المشترك القاسم ا.1.3
Dيحُقق ∈ 𝕂[X] حدود كثير كل هو B Aو الأكبرلـِ المشترك القاسم حدود. A,Bكثيرَيْ ∈ 𝕂[X] ليكن : 20 تعريف

:

D؛ ∣ B Dو ∣ A : أي B Aو لـِ مشترك Dقاسم •

𝟯𝟳𝟲
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.
الحدود كثيرات ا.

: أي B Aو لـِ مشترك قاسم Dمضاعفلكلّ •

∀P ∈ 𝕂[X] , (P ∣ A و P ∣ B) ⟹ P ∣ D

. 4D = gcd (A,B) أو 3D = pgcd (A,B) : نكتب

pgcd يوجد فإنه B ≠ 0 Aو ≠ 0 كان إذا لكن ليسوحيداً. حدود لكثيرَيْ الأكبر المشترك القاسم ⧏ : 62 ملاحظة
. واحدي) (أي يساوي1 المهيمن بحيثمعامله وحيد

الواحدي الأكبر المشترك القاسم هذا نقصد فإننا تحديد أي دون pgcdنكتب عندما يلي، فيما

. B Aو لـِ أكبر مشترك قاسم أيضاً هو ، 𝜆 ∈ 𝕂∗ حيث ، 𝜆 pgcd (A,B) الشكل من حدود كثير كل
. pgcd (0, 0) = 0 : نضع ⧏أخيراً،

. Xл و X لـِ أكبر مشترك 2√−قاسم
3 X و 2X ، X من كل : 28 مثال

الأول) الجزء –B– بيزوت (نظرية : 33 مبرهنة
. pgcd (A,B) = AU + BV : U,Vبحيث ∈ 𝕂[X] حدود كثيرا يوجد حدود. A,Bكثيرَيْ ∈ 𝕂[X] ليكن

! وحيديْن ليسا V Uو u

: فإنّ BعلىA لـِ الإقليدية القسمة باقي R كان و B ≠ 0 A,Bمع ∈ 𝕂[X] كان إذا : 34 مبرهنة
pgcd (A,B) = pgcd (B,R)

إقليدس خوارزمية : الأكبر المشترك القاسم لإيجاد العملية الطريقة
سريعة. بطريقة و pgcd (A,B) إيجاد من إقليدس5 خوارزمية ستمكننا .A,B ∈ 𝕂[X] ليكن

أنّ و d∘B ≤ d∘A أنّ نفرض أن فبإمكاننا pgcd (A,B) = pgcd (B,A) أنّ بما و ، pgcd (0, 0) = 0 أنّ ر نُذكِّ بدايةً،
.A ≠ 0

: يلي ⋯كما ، Rл ، Rк ، Rй فكثيراتالحدود نُعرِّ
؛ Rк = B و Rй = A نضع •1

هذه في و ، RѨ+к على RѨ لـِ الإقليدية القسمة باقي يساوي RѨ+л فإنّ RѨ+к ≠ 0 كان إذا طبيعيا. عدداً k ليكن •2
. d∘RѨ+л < d∘RѨ+к : لدينا الحالة

يوجد d∘Rйفإنه و بين0 الطبيعية الأعداد من منتهٍ عدد إلاّ يوجد لا أنه بما و .d∘Rй ≥ d∘Rк > d∘Rл > d∘Rм > ⋯ إذن
حسب و ⋯؛ ، Rл ، Rк ، Rй المتتالية في معدوم غير باقي آخر هو Rё−к فإنّ بالتالي و . Rё = 0 : Nبحيث ∈ ℕ∗ عدد

: فإنّ 34 المبرهنة
pgcd (Rй,Rк) = pgcd (Rк,Rл) = ⋯ = pgcd (Rё−к,Rё) = pgcd (Rё−к, 0) = ൷Rё−к

واحدياً). (ليصبح المهيمن معامله على قسمناه الذي و Rё−к الباقي هو ൷Rё−кحيث
⋯ ، Rл ، Rк ، Rй المتتالية في واحدياً) إرجاعه (بعد ൷Rё−к معدوم غير باقي آخر هو pgcd (A,B) إذن

. Algorithmeبالفرنسية d’E ؛ بالإنجليزية E’s Algorithm5

𝟯𝟳𝟳
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المشتركة المضاعفات و القواسم ا.3.

. B = Xм + Xл − 4X − 4 Aو = Xн + 7Xм + 17Xл + 17X + 6 لـِ الأكبر المشترك القاسم لنبحثعن : 29 مثال

: الإقليدية بالقسمة و ؛ Rк = B و Rй = A فإنّ d∘B ≤ d∘A أنّ بما
الحساب، لتبسيط و Rл = 15Xл + 45X + 30 = 15 Xڂ

л + 3X + Aأيڃ2 = (X + 6) B + 15Xڂ
л + 45X + ڃ30

غير باقي آخر إذن . Rм = أي0 B = (X − 2) Xڂ
л + 3X + ڃ2 + 0 : لدينا .ශRл = Xл + 3X + 2 مع العملية نواصل

: أي වRл = Xл + 3X + 2 نأخذ ، aл = 15 المهيمن معامله على بالقسمة و Rл هو معدوم
pgcd (A,B) =වRл = Xл + 3X + 2

: (معاملاتبيزوت) V Uو لإيجاد و

15 Xڂ
л + 3X + ڃ2 = A − (X + 6) B

pgcd (A,B) = Xл + 3X + 2 = 1
15A + 1

15 (−X − 6) B : منه

. V = − 1
15 (X + 6) Uو = 1

15 أي

: فإنّ واحدياً P ∈ 𝕂[X] كان A,Bو ∈ 𝕂[X] كان إذا : 35 مبرهنة
pgcd (AP,BP) = P × pgcd (A,B)

: فإنّ k ≥ 0 كان إذا و pgcd (ka, kb) = ||k|| ⋅ pgcd (a,b) لدينا ، الأعداد) (نظرية الحساب في u
.«k ≥ 0» الشرط مقام واحدي»يقوم P» الشرط لكثيراتالحدود، بالنسبة . pgcd (ka, kb) = k ⋅ pgcd (a,b)

بينها فيما الأولية الحدود كثيرات ا.2.3
كثيراتالحدود هي لهما المشتركة القواسم كانت إذا بينهما فيما أوّليان B Aو أنّ نقول .A,B ∈ 𝕂[X]ليكن : 21 تعريف

. 1 هو لهما (الواحدي) الأكبر المشترك القاسم كان إذا آخر، بتعبير أو فقط، الثابتة

الثاني) الجزء –B– بيزوت (نظرية : 36 مبرهنة
: متكافئتان التاليتان الخاصيتان .A,B ∈ 𝕂[X] ليكن

بينهما. فيما أوّليان B Aو •1
.AU + BV = 1 : U,Vبحيث ∈ 𝕂[X] حدود كثيرَا يوجد •2

(–G ڤوص (نظرية : 37 مبرهنة
.A ∣ C فإنّ بينهما فيما أوّليين B Aو كان Aو ∣ BC كان إذا .A,B,C ∈ 𝕂[X] ليكن

.AB ∣ P فإنّ بينهما فيما أوّليين B Aو كان و ؛ B ∣ P Aو ∣ P كان إذا .A,B,P ∈ 𝕂[X] ليكن : 2 لازمة

A = B = P = Xكان إذا : المثال يبينه كما خاطئة اللازمة تكونهذه بدونه، . مهم »جدّ بينهما فيما Bأوّليان الشرط«Aو u
!AB ∤ P لكن B ∣ P Aو ∣ P فإنّ

𝟯𝟳𝟴

0http ://tinyurl.com/Malki1718



..

ا

.
الحدود كثيرات ا.

الأصغر المشترك المضاعف ا.3.3
حدود. A,Bكثيرَيْ ∈ 𝕂[X] ليكن : 22 تعريف

: Mيحُقق ∈ 𝕂[X] حدود كثير كل هو B Aو الأكبرلـِ المضاعفالمشترك

؛ B ∣ M Aو ∣ M : أي B Aو لـِ Mمضاعفمشترك •

: أي B Aو لـِ مضاعفمشترك لكلّ Mقاسم •

∀N ∈ 𝕂[X] , (A ∣ N و B ∣ N) ⟹ M ∣ N

. 7M = lcm (A,B) أو 6M = ppcm (A,B) : نكتب

يوجد فإنه B ≠ 0 Aو ≠ 0 كان إذا لكن ليسوحيداً. حدود لكثيرَيْ الأصغر المشترك المضاعف ⧏ : 63 ملاحظة
. واحدي) (أي يساوي1 المهيمن بحيثمعامله وحيد ppcm

الواحدي الأصغر المضاعفالمشترك هذا نقصد فإننا تحديد أي دون ppcmنكتب عندما يلي، فيما

. B Aو لـِ أصغر مضاعفمشترك أيضاً هو ، 𝜆 ∈ 𝕂∗ حيث ، 𝜆 ppcm (A,B) الشكل من حدود كثير كل

. ∃𝜆 ∈ 𝕂∗ : pgcd (A,B) × ppcm (A,B) = 𝜆AB : أخيراً
⧐

. Xл و X لـِ أصغر 2√−مضاعفمشترك
3 Xл و 2Xл ، Xл من كل : 30 مثال

. 0 لـِ الوحيد المضاعف هو 0 لأنّ ppcm (A,B) = 0 فإنّ B = 0 Aأو = 0 كان إذا

: فإنّ واحدياً P ∈ 𝕂[X] كان A,Bو ∈ 𝕂[X] كان إذا : 38 مبرهنة
ppcm (AP,BP) = P × ppcm (A,B)

للتحليل القابلة غير الحدود كثيرات ا.4
هي قواسمه كانت إذا و ثابتاً ليس P كان في𝕂[X]إذا للتحليل قابل غير P أنّ نقول . P ∈ 𝕂[X] ليكن : 23 تعريف

. 𝜇 ∈ 𝕂∗ حيث 𝜇P و 𝜆 ∈ 𝕂∗ الثابتة كثيراتالحدود

التعريف! هذا في تدخل لا الثابتة كثيراتالحدود u
علم في الجزيئات أو الأعداد) (نظرية الحساب في الأولية الأعداد يكافئ ما هي للتحليل القابلة غير الحدود كثيرات u

بدورها. للتفكيك قابلة غير صغيرة أجزاء إلى حدود كثير تفكيككل من ننا يُمكِّ ما هي و الفيزياء،
الحدود كثير فمثلاً، أولية عوامل جداء إلى التحليل قابلية ندرسفيها التي المجموعة تحديد يجب ⧏ : 64 ملاحظة

.ℂ[X]في Xл + 1 = (X − ı) (X + ı) التحليل يقبل علىℝ[X]لكنه للتحليل قابل غير Xл + 1
206 صفحة 137 التمرين أنظر �
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قابلة غير حدود كثيرات ؛ r ∈ ℕ∗ وحيد طبيعي عدد يوجد ثابت. غير حدود كثير P ∈ 𝕂[X] ليكن : 39 مبرهنة
وحيد (معامل) عدد و 𝛼ѯ ، ⋯ ، 𝛼л ، 𝛼к معدومة غير طبيعية أعداد ؛ Pѯ ، ⋯ ، Pл ، Pк واحدية 𝕂[X]و على للتحليل

: بحيث 𝜆 ∈ 𝕂∗

P = 𝜆Pഁר
к Pഁש

л ⋯Pഁ؝ѯ

: 40 مبرهنة

أسّ. بأصغر و عوامل جداء إلي تحليلهما في المشتركة العوامل أخذ يكفي حدود لكثيرَيْ الأكبر المشترك القاسم لإيجاد •

جداء إلي تحليلهما في المشتركة غير و المشتركة العوامل أخذ يكفي حدود لكثيرَيْ الأصغر المشترك المضاعف لإيجاد •

أسّ. بأكبر و عوامل

: فإنّ B = X (X − 1) (X + 2) (X − 3)м Xڂ
л + ڃ4 Aو = 2X (X + 1)л (X − 3)о كان إذا : 31 مثال

pgcd (A,B) = X (X − 3)м

ppcm (A,B) = X (X − 1) (X + 1)л (X + 2) (X − 3)о Xڂ
л + ڃ4

الجذور و الحدود كثيرات الدوال ا.5
الحدود كثيرات الدوال ا.1.5

: 24 تعريف

المقدار ، P (𝜆) نكتب و ، 𝜆 عند P قيمة نُسمي . 𝜆 ∈ 𝕂 و P (X) =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ حيث P ∈ 𝕂[X] ليكن •

. P (𝜆) =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨ𝜆Ѩ

نرمز ما غالباً و P (X) =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ الحدود بكثير المرفقة الحدود كثير دالة
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝕂 ⟶ 𝕂

x ⟼
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨxѨ
الدالة تسمى •

. P بنفسالرمز إليها

الحدود كثيرات جذور ا.2.5
. P (𝜆) هو (X − 𝜆)على P لـِ الإقليدية القسمة باقي . P ∈ 𝕂[X] و 𝜆 ∈ 𝕂 ليكن : 41 مبرهنة

𝟯𝟴𝟬
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. 𝜆 ∈ 𝕂 و P ∈ 𝕂[X] ليكن : 25 تعريف

: لدينا •
𝕂[X]في (X − 𝜆)على القسمة يقبل P ⟺ P (𝜆) = 0

.𝕂[X]في P الحدود لكثير جذر 𝜆 أنّ الحالة هذه في نقول و

لكثيرالحدود قاسماً (X − 𝛼)Ѩ بحيثيكون طبيعي أكبرعدد هو kكان Pإذا لكثيرالحدود k الرتبة من 𝜆جذر العدد •
. P (X)

مضاعَف. جذر 𝜆 أنّ نقول k = 2 كان إذا بسيطو جذر 𝜆 أنّ نقول k = 1 كان إذا

في جذران له فيℝلكن يقبلجذور Xлلا + 1 فمثلاً ؛ مهم الجذورضروريو عن نبحثفيها 𝕂التي المجموعة تحديد u
.−ı و ı هما ℂو

(جذر 0 ، (4 الرتبة من (جذر 1 : هي و مختلفة جذور ثلاثة P = Xл (X − 1)н (X + 2) الحدود لكثير : 32 مثال
. 4 + 2 + 1 = 7 لأنّ 7 هو الإجمالي جذوره عدد لكن بسيط)، 2−(جذر و مضاعَف)

علىالأكثر. تساويnيقبلnجذراً أو من أصغر درجته غيرمعدوم كلكثيرحدود .n ∈ ℕليكن • : 42 مبرهنة

كثير هو و الأقل) (على +nجذراً يقبل1 تساويnو أو من أصغر درجته وحيد كثيرحدود يوجد .n ∈ ℕليكن •

المعدوم. الحدود

الجذور. من لانهائي عدد له الذي الوحيد هو المعدوم الحدود كثير خاصة، وكحالة •

خاطئ 𝕂لكنه = ℂ كان إذا ذلكصحيح جذراً. n يقبل أنه بالضرورة يعني لا فهذا n درجته حدود كثير P كان إذا u
حقيقي. جذر أيّ يقبل لا 2 الدرجة ذي Xл + 1 الحدود فكثير :𝕂 = ℝ إلى بالنسبة

الحدود كثيرات إشتقاق ا.3.5

. n بمعاملاتفي𝕂درجته حدود كثير P (X) =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ ليكن : 26 تعريف

من حدود كثير هو و ، Pດ (X) =
ѫ

௝
Ѩ=к

kaѨXѨ−к : بالعبارة ف المعرَّ و Pດ بــِ إليه نرمز الذي الحدود كثير P مشتق نسمي

. n − 1 الدرجة
؛ Pດດ (X) =

ѫ
௝
Ѩ=л

k (k − 1) aѨXѨ−л : يساوي الذي و Pດດ بالرمز إليه نرمز الذي الحدود كثير هو الثاني المشتق بالمثل،

. n − هي2 درجته
: بــِ ف المعرَّ و Pپѯٿ بالرمز إليه نرمز الذي الحدود كثير r الرتبة من نسميالمشتق عامة، بصفة و

Pپѯٿ (X) = Pڂ
ٿѯ−кپ

ڃ
ດ
(X) =

ѫ
௝
Ѩ=ѯ

k (k − 1) (k − 2)⋯ (k − r + 1) XѨ−ѯ

. Pپйٿ = P : هو 0 الدرجة من المشتق u

𝟯𝟴𝟭
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و Pپмٿ = ؛48 Pດດ = 48X − 10 ؛ Pດ = 24Xл − 10X ؛ Pپйٿ = P : فإنّ P = 8Xм − 5Xл + 1 كان إذا : 33 مثال
. Pپнٿ = 0

: لدينا . P,Q ∈ 𝕂[X] و n ∈ ℕ ليكن : 43 مبرهنة

. Pپѫٿ = 0 : فإنّ إلاّ و n ≤ d∘P كان إذا d∘Pپѫٿ = d∘P − n •1

. (P + Q)پѫٿ = Pپѫٿ + Qپѫٿ •2
: (L) ليبنيتز صيغة لدينا عامة، بصفة و (PQ)ດ = PດQ + PQດ •3

(PQ)پѫٿ =
ѫ

௝
Ѩ=й

ڂ
n
kڃP

ٿѫ−ѨپQٿѨپ

. (P ∘ Q)ດ = Qດ × Pດڀ ∘ Qځ •4

بنفسالطريقة. إثباتها يمكن و الحد ثنائي صيغة ما حدّ إلى تُشبه ليبنيتز صيغة u

: فإنّ a ∈ 𝕂 كان و n درجته حدود كثير P ∈ 𝕂 [X] كان إذا (T – تايلور (صيغة : 44 مبرهنة

P (X) =
ѫ

௝
Ѩ=й

PپѨٿ (a)
k! (X − a)Ѩ و P (X + a) =

ѫ
௝
Ѩ=й

PپѨٿ (a)
k! XѨ

. k! = k (k − 1) (k − 2)⋯ 3 ⋅ 2 ⋅ أي1 k العدد عامِليِ هو k! و (0 الدرجة من (المشتق Pپйٿ = Pحيث

: لدينا . k ∈ ℕ و 𝜆 ∈ 𝕂 ، P ∈ 𝕂[X] ليكن : 45 مبرهنة

P لـِ k الرتبة من جذر 𝜆 ⟺ (X − 𝜆)Ѩ+к ∤ P لكن (X − 𝜆)Ѩ ∣ P
⟺ P = (X − 𝜆)ѨQ Q(𝜆)و ≠ Qبحيث0 ∈ 𝕂[X] يوجد
⟺ PپѨٿ (𝜆) ≠ 0 لكن P (𝜆) = Pດ (𝜆) = ⋯ = PپѨ−кٿ (𝜆) = 0

P (1) = 1 + 3 − 3 − 7 + 6 = 0 : لأنّ P (X) = Xн + 3Xм − 3xл − 7X + 6 لـِ مضاعف جذر 1 العدد : 34 مثال
منه Pດດ (X) = 12Xл + 18X − 6 و Pດ (1) = 4 + 9 − 6 − 7 = 0 منه Pດ (X) = 4Xм + 9Xл − 6X − 7 ؛

. Pດດ (1) = 12 + 18 − 6 = 24 ≠ 0

الجذور و المعاملات بين العلاقات ا.4.5
.𝕂في جذراً n يقبل P كان على𝕂إذا تاماً تفكيكاً مُفكّك P أنّ نقول .n الدرجة من حدود كثير P ليكن : 27 تعريف

: فإنّ المهيمن Aمعامله كان إذا و 𝛼ѯ ،⋯ ، 𝛼л ، 𝛼к رُتبها 𝜆ѯ ،⋯ ، 𝜆л ، 𝜆к جذراً r يقبل P كان إذا الحالة، هذه في

n =
ѯ

௝
Ѩ=к

𝛼Ѩ و P = A
ѯ

௞
Ѩ=к

(X − 𝜆Ѩ)ഁؖ

تاماً تفكيكاً مُفكّك Xл + 1 = (X − ı) (X + ı) فمثلاً تاماً، تفكيكاً حدود كثير فيها يقبل التي المجموعة يجبتحديد u
.ℝعلى للتحليل قابل غير علىℂلكنه

𝟯𝟴𝟮
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: لدينا علىℂو تاماً تفكيكاً يقبل Xѫ − 1 الحدود كثير ، n ∈ ℕ∗ لكل : 35 مثال

Xѫ−1 = ௞
ഗە𝕌ؙ

(X − 𝜔) =
ѫ−к
௞
Ѩ=й

Xڀ − eлѸѨഏ/ѫځ و
ѫ−к
௝
Ѩ=й

XѨ = ௞
ഗە𝕌ؙ⧵Қкқ

(X − 𝜔) =
ѫ−к
௞
Ѩ=к

Xڀ − eлѸѨഏ/ѫځ

312 صفحة 219 التمرين أنظر �

. مكررة) أو (مختلفة جذوره 𝜆ѫ ،⋯ ، 𝜆л ، 𝜆к لتكن و n الدرجة من P =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ ∈ 𝕂[X] ليكن : 46 مبرهنة

: أي 𝜎Ѩ = ௝
к≤Ѧר<Ѧש<⋯<Ѧؖ≤ѫ

𝜆Ѧר𝜆Ѧש ⋯ 𝜆Ѧؖ نضع k ∈ {1, 2, ⋯ ,n} لكل

𝜎к = 𝜆к + 𝜆л + ⋯ + 𝜆ѫ
𝜎л = 𝜆к𝜆л + 𝜆к𝜆м + ⋯ + 𝜆к𝜆ѫ + 𝜆л𝜆м + ⋯ + 𝜆ѫ−к𝜆ѫ

⋮

𝜎ѫ−к =
Ѫ

௝
Ѧ=к

𝜆к𝜆л ⋯ ൷𝜆Ѧ ⋯ 𝜆ѫ

𝜎ѫ = 𝜆к𝜆л ⋯ 𝜆ѫ

: لدينا . 𝜆Ѧ نحذفالحد أننا يعني ൷𝜆Ѧحيث
∀k ∈ {1, 2, ⋯ ,n} : 𝜎Ѩ = (−1)Ѩ aѫ−Ѩ

aѫ

بالتعبير لنا تسمح لكنها معاملاته بدلالة P الحدود كثير جذور بالتعبيرعن لنا تسمح لا المبرهنة هذه ⧏ : 65 ملاحظة
،⋯ ، 𝜆л ، 𝜆кالمتغيرات في العنصرية) (أو الأساسية التناظرية تُدعىالدوال 𝜎Ѩ ،⋯ ، 𝜎л ، 𝜎к دوال المعاملاتعن بدلالة

. 𝜆ѫ

. (حاصلضربالجذور) 𝜎ѫ =
ѫ

௞
Ѩ=к

𝜆Ѩ و الجذور) (مجموع 𝜎к =
ѫ

௝
Ѩ=к

𝜆Ѩ : لدينا
⧐

أنّ (نُدكّر فإنّ P = aй + aкX + aлXл + aмXм + aнXн كان و n = 4 هي الحدود كثير كانتدرجة إذا : 36 مثال
: هي4) P درجة لأنّ aн ≠ 0

𝜎к = 𝜆к + 𝜆л + 𝜆м + 𝜆н = (−1)к aн−к
aн

= −aм
aн

𝜎л = 𝜆к𝜆л + 𝜆к𝜆м + 𝜆к𝜆н + 𝜆л𝜆м + 𝜆л𝜆н + 𝜆м𝜆н = (−1)л aн−л
aн

= aл
aн

𝜎м = 𝜆к𝜆л𝜆м + 𝜆к𝜆л𝜆н + 𝜆к𝜆м𝜆н + 𝜆л𝜆м𝜆н = (−1)м aн−м
aн

= −aк
aн

𝜎н = 𝜆к𝜆л𝜆м𝜆н = (−1)н aн−н
aн

= aй
aн

و 𝜆к + 𝜆л = −b
a هو الجذرين مجموع فإنّ (a ≠ (حيث0 P = c + bX + aXл nو = 2 الخاصة الحالة في : 37 مثال

. 𝜆к𝜆л = c
a هو حاصلضربهما

. k ∈ {2, 3, ⋯ ,n − 1} لأجل aѨ = 0 و aѫ = 1 ، aй = −1 لدينا . P = Xѫ − 1 ليكن : 38 مثال

𝟯𝟴𝟯
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: فإنّ (k ∈ {1, 2, ⋯ ,n} (لأجل 𝜆Ѩ = eлѸѨഏ/ѫ هي P جذور أنّ بما

௝
ഗە𝕌ؙ

𝜔 = 𝜎к =
ѫ−к
௝
Ѩ=й

eؖئשಒ
ؙ = (−1)к aѫ−к

aѫ
= −0

1 = 0

௞
ഗە𝕌ؙ

𝜔 = 𝜎ѫ =
ѫ−к
௞
Ѩ=й

eؖئשಒ
ؙ = (−1)ѫ aѫ−ѫ

aѫ
= (−1)ѫ × −1

1 = (−1)ѫ+к و

مرتبطة مجاهيل بعدة معادلات جمُل حل في كثيراً تستخدم كلاسيكية، طريقة هي الآتي المثال طريقة ⧏ : 66 ملاحظة
. بعلاقاتتناظرية بينها ⧏فيما

: نضع ، (x,y, z) ∈ ځ∗ℂڀ
м المجهول ذات

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

x + y + z = 1
xл + yл + zл = 21 (⋆)
1
x + 1

y + 1
z = 1

الجملة لحل : 39 مثال

. 𝜎м = xyz و 𝜎л = xy + yz + zx ، 𝜎к = x + y + z ، P = (X − x) (X − y) (X − z)
: التالية الخطوات نتّبع (⋆) الجملة لحل . P = Xм − 𝜎кXл + 𝜎лXл − 𝜎м فإنّ سبق حسبما

. 𝜎м و 𝜎л ، 𝜎к العنصرية التناظرية الدوال بدلالة 1x + 1
y + 1

z و x
л + yл + zл ، x + y + z عن نُعبرِّ بدايةً، •1

و إذا آخر، بتعبير أو ؛ محددة قِيَم 𝜎м و 𝜎л ، 𝜎к لـِ كانت إذا فقط و إذا (⋆) للجملة حلّ (x,y, z) أنّ نبرهن بعدها، •2
عُرفتمعاملاته. ൷P حدود كثير يساوي P كان إذا فقط

كان إذا فقط و إذا (⋆) للجملة حلّ (x,y, z) فإنّ P جذور هي z و y ، x أنّ بما و . ൷P جذور نبحثعن الأخير، في •3
. معروفة) قِيَم هي (و ൷P جذور z و y ، x

: لدينا

x + y + z = 𝜎к

xл + yл + zл = (x + y + z)л − 2 (xy + yz + zx) = 𝜎л
к − 2𝜎л

1
x + 1

y + 1
z = xy + yz + zx

xyz = 𝜎л
𝜎м

: إذن

(⋆) ⟺
⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

𝜎к = 1
𝜎л
к − 2𝜎л = 21

𝜎л
𝜎м

= 1
⟺

⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝜎к = 1
𝜎л = −10
𝜎м = −10

⟺ P = Xм − Xл − 10X + 10

⟺ ൷P = Xм − Xл − 10X + 10 الحدود كثير جذور هي z و y ، x

: لكن
൷P = Xл (X − 1) − 10 (X − 1) = (X − 1) Xڂ

л − ڃ10 = (X − 1) Xڂ − Xڂڃ10√ + ڃ10√
هو عددها و ʫ1,√10, −√10ʬ المجموعة

تبديلات8 كلّ هي الحلول أنّ أي {x,y, z} = ʫ1,√10, −√10ʬ إذن
: إذن هي الحلول مجموعة . 3! = 6

ʫ10√,1ڂ, ڃ10√− ,1ڂ, ڃ10√,10√− ,10√ڂ, 1, ڃ10√− ,10√ڂ, −√10, ڃ1 ,10√−ڂ, ڃ10√,1 ,10√,10√−ڂ, ʬڃ1
الفرنسية. و بالإنجليزية Permutations8

𝟯𝟴𝟰
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.
الحدود كثيرات ا.

الجبر في الأساسية النظرية ا.5.5
. دالومبير–ڤوص9 نظرية الجبرأو في الأساسية النظرية إسم تحمل الآتية المبرهنة

منℂ[X]من كلكثيرحدود بتعبيرآخر، أو فيℂ؛ ثابتمنℂ[X]يقبلعلىالأقلجذراً غير كلكثيرحدود : 47 مبرهنة
مكرّراً). – كلها أو – البعضمنها يكون أن أو مثنى مثنى مختلفة تكون أن يمكن الجذور فيℂ(هذه nيقبلnجذراً الدرجة

.ℝفي جذر أيّ يقبل لا Xл + 1 الحدود كثير فمثلاً ،ℝ[X] لـِ بالنسبة تصلح لا النتيجة هذه u

للتحليل) القابلة غير ℂ[X] حدود (كثيرات : 48 مبرهنة

. 1 الدرجة من كثيراتالحدود هي للتحليل القابلة ℂ[X]غير كثيراتحدود •1

.ℂعلى تاماً تفكيكاً ℂ[X]يقبل من حدود كثير كل •2

حدود) كثير (مرافق : 3 لازمة

. P =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ ∈ ℂ[X] ليكن

. P =
ѫ

௝
Ѩ=й

aѨXѨ ∈ ℂ[X] الحدود كثير ، Pنكتب و ، P نسميمرافق •

. r الرتبة من و P لـِ جذراً 𝜆 كان إذا فقط و إذا r الرتبة من P لـِ جذراً 𝜆 يكون . 𝜆 ∈ ℂ ليكن •

نفس من و لـه جذراً 𝜆 كان إذا فقط و إذا r الرتبة من P لـِ جذر 𝜆 : منه P = P فإنّ P ∈ ℝ[X] كان إذا خاصة، كحالة و
. r الرتبة

للتحليل) القابلة غير ℝ[X] حدود (كثيرات : 49 مبرهنة

التي و 2 الدرجة من الحدود كثيرات و 1 الدرجة من الحدود كثيرات هي للتحليل القابلة ℝ[X]غير كثيراتحدود •1
حقيقية). جذور ليسلها (أي سالبتماماً مميزها

Aحيث:
ѯ

௞
Ѧ=к

(X − 𝜆Ѧ)ഁؔ ×
Ѱ

௞
ѧ=к

Xڂ
л + bѧX + cѧڃ

ംؕ الشكل من تحليلاً يقبل P ∈ ℝ[X] حدود كثير كل •2

؛ P المهيمنفي المعامل Aهو •

على 𝛼ѯ ، ⋯ ، 𝛼л ، 𝛼к هي رُتبها التي و P لـِ مثنى) مثنى (مختلفة الحقيقية الجذور هي 𝜆ѯ ، ⋯ ، 𝜆л ، 𝜆к •

؛ الترتيب
. j ∈ {1, 2, ⋯ , s} علىℝ[X]لكل للتحليل قابلة غير و مثنى مثنى مختلفة Xл + bѧX + cѧ كثيراتالحدود •

بالفرنسية. Théorème de ’A–G ؛ بالإنجليزية ’A–G Theorem9

𝟯𝟴𝟱
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.
الجذور و الحدود كثيرات الدوال ا.5.

: علىℂ[X]هو Xн + 16 تحليل : 40 مثال
Xн + 16 = Xڀ − 2e−Ѹഏ/нځ Xڀ − 2eѸഏ/нځ Xڀ − 2e−мѸഏ/нځ Xڀ − 2eмѸഏ/нځ

.ℂ16−في للعدد الرابعة الجذور بإيجاد عليه نحصل و
: السابق التحليل مترافقينفي حدّين كل بأخذ عليه فيℝ[X]فنحصل أمّا

Xڀ − 2e−Ѹഏ/нځ Xڀ − 2eѸഏ/нځ = Xл − 2 e−Ѹഏ/нڀ + eѸഏ/нځX + 4 = Xл − 4X cos 𝜋
4 + 4

= Xл − 2√2X + 4

Xڀ − 2e−мѸഏ/нځ Xڀ − 2eмѸഏ/нځ = Xл − 2 e−мѸഏ/нڀ + eмѸഏ/нځX + 4 = Xл − 4X cos 3𝜋
4 + 4 و

= Xл + 2√2X + 4

علىℝ[X]؛ تحليل هو و Xн + 16 = Xڂ
л − 2√2X + Xڂڃ4

л + 2√2X + ڃ4 منه
: المربع إكمال بطريقة أو

Xн + 16 = Xڂ
л
ڃ
л

+ 4л + 2 × 4Xл − 2 × 4Xл = Xڂ
л + ڃ4

л
− ڃ2X√2ڂ

л

= Xڂ
л + 4 − 2√2XڂڃX

л + 4 + 2√2Xڃ

𝟯𝟴𝟲
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الرابعة و الثالثة الدرجة من المعادلات u
u
u
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..

ب
حق

مل

التكعيبية المعادلات ب.1
تاريخية مقدمة ب.1.1

خاصة لحلها، مخروطية) قطوع تقاطع (نقط هندسية طُرق ظهرت و التكعيبية المعادلات حلّ بمسألة القِدم منذ العلماء إهتمّ
كتب قد و ؛ غيرهم و الكاشي1 الطوسي، خيام،شرفالدين عمر البيروني، الهيثم، إبن المهني، مسلمينأمثال أيديعلماء على
فعلاً. تحقق ما هو و إيجادها، من بعده من العلماء أحد يتمكن أن يأمل أنه و أخفق لكنه جبرية طريقة إيجاد حاول أنه الخيام
بقليل بعدها و الثالثة، الدرجة المعادلاتمن لحلول عامة صيغ إيجاد من الأوربية فيعصرالنهضة إيطاليون علماء تمكن فقد
و الكتاب، هذا من الأول الباب مدخل في إليه أشرنا كما تخيلية رموزًا مستعملين الرابعة الدرجة المعادلاتمن لحلول صيغ

الوسطى. العصور بعد الرياضيات في تقدّم أكبر ذلك كان
فالمعادلات المركبة، الأعداد بإنشاءمجموعة كاملة بصفة التيتطلبتإدخالرموزتخيليةلحلها وعلىخلافالمعادلاتالتربيعية
تنص كما ℂفي جذوره كل يقبل درجته كانت مهما و حدود كثير كل بل ،ℂفي حلولها كل تقبل الرابعة و الثالثة الدرجة من

الجبر. في الأساسية النظرية عليه

﴾D F﴿ فيرو دال طريقة : الأولى الطريقة ب.2.1
. aк ≠ 0 و aк,aл,aм,aн ∈ ℝحيث الثالثة الدرجة من معادلة aкxм + aлxл + aмx + aн = 0 لتكن

. xм + axл + bx + c = 0 الشكل من تُصبح الأخيرة هذه aк على المعادلة طرفيَْ بقسمة
معامل ينعدم حتى يجبتعيينه حيثhعدد x = y+hالشكل «إنسحاب»على ذلكبإجراء و axл الحد نتخلصمن بدايةً

: لدينا . yл الحد

xм + axл + bx + c = 0 ⟺ (y + h)м + a (y + h)л + b (y + h) + c = 0
⟺ yм + 3hyл + 3hлy + hм + aڂy

л + 2hy + hл
ڃ + by + bh + c = 0

⟺ yм + (3h + a) yл + 3hڂ
л + 2ah + bڃy + hм + ahл + bh + c = 0

ѵק = ؜
؛ يأخذ بداية، : يلي ѵكما ѵذاتالمجهول = תأ+؜

؛ תѵأي +Ѯ = ѭѵ المعادلة لحل تقريبية قيمة لإيجاد رائعة عددية طريقة العالم 1لهذا

إلخ. ، ѵؙ = תأ+؜
ר−ؙ

؛ ثمّ ، ... ، ѵש = תأ+؜
ר

؛ ثمّ ѵר = תأ+؜
ק

؛ ثمّ للحل، تقريبية كقيمة
الحل. نحو تتقارببسرعة الطريقة هذه أنّ نثبت أن يمكن

𝟯𝟴𝟳
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.
التكعيبية المعادلات ب.1.

−3 −2 −1 1 2

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

x
3
− 3x− 1

جذور ثلاثة ب.3: شكل

−3 −2 −1 1 2

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

x
3
− 3x− 2

حقيقيان جذران ب.2: شكل

−3 −2 −1 1 2

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

x
3
− 2x+ 3

واحد حقيقي جذر ب.1: شكل

. h = −a
3 أي 3h + a = 0 يكون أن يجب إذن

. Xм + pX + q = 0 : الشكل من المعادلة تُصبح هذا، بعد
X ⟼ Xм + pX + q الدالة أنّ بما و lim

ћ→+∞ڂX
м + pX + qڃ = +∞ و lim

ћ→−∞ڂX
м + pX + qڃ = −∞ أنّ بما

الأقل. على حقيقيا حلاً تقبل Xм + pX + q = 0 المعادلة علىℝفإنّ (متصلة) مستمرة
حقيقيين حلّين واحدا، حقيقيا حلاً تقبل أن يمكن المعادلة هذه فإنّ ب.3 و ب.2 ، ب.1 الأشكال تبيِّنه كما و الحقيقة، في

حقيقية. حلول ثلاثة أو مضاعف) (أحدهما
: تُصبح التكعيبية المعادلة و x = u + v : عددين مجموع علىشكل xنكتب المعادلة لحلّ الآن،

(u + v)м + p (u + v) + q = 0
: الشكل على كتابتها إعادة يمكن و

uмڀ + vмځ + 3uv (u + v) = −q − p (u + v)
: الشرطين أضفنا إذا لكن المعادلة، هذه تحقق التي و (u, v) ∈ ℝл الأزواج من لانهائي عدد يوجد الحال، بطبيعة

3uv = −p و uм + vм = −q
.t = uм المجهول في تربيعية معادلة هي و (v = −p

3u uп(لأنّ +quм − pм

27 = uмأي0 ڂ+
−p
3uڃ

м
= −q أنّ نجد فإننا

: منه t =
−q ± ʶqл + н

лрpм

2 هما فيℂو حلان tл + qt − pм

27 = 0 للمعادلة

؛ vм = −q − uм = −q −
−q − ʶqл + н

лрpм

2 =
−q + ʶqл + н

лрpм

2 بالتالي و uм =
−q − ʶqл + н

лрpм

2

.vм = −q−uм = −q−
−q + ʶqл + н

лрpм

2 =
−q − ʶqл + н

лрpм

2 بالتالي uмو =
−q + ʶqл + н

лрpм

2 أو

: فإنّ uм =
−q − ʶqл + н

лрpм

2 كان إذا •

𝟯𝟴𝟴
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.
الرابعة و الثالثة الدرجة من المعادلات ب.

. jм = 1 و j = eлѸഏ/мحيث

u =
ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + н

лрpм

2 = 𝛼

u = j
ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + н

лрpм

2 = j𝛼 أو

u = jл
ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + н

лрpм

2 = jл𝛼 أو

.(3uv = −p (لأنّ v =
−q + ʶqл + н

лрpм

2 = 𝛽 فإنّ u =
ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + н

лрpм

2 كان إذا ➛

أي 3uv = −p (لأنّ v = jл
−q + ʶqл + н

лрpм

2 = jл𝛽 فإنّ u = j
ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + н

лрpм

2 كان إذا ➛
.( j × jл = 1 لأنّ يساويp−و و حقيقيا يكون أن يجب 3uv الجداء أنّ

أي 3uv = −p (لأنّ v = j
−q + ʶqл + н

лрpм

2 = j𝛽 فإنّ u = jл
ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + н

лрpм

2 كان إذا ➛
.( jл × j = 1 لأنّ يساويp−و و حقيقيا يكون أن يجب 3uv الجداء أنّ

: فإنّ uм =
−q + ʶqл + н

лрpм

2 كان إذا •

؛ v = 𝛼 منه u =
ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + н

лрpм

2 = 𝛽

؛ v = jл𝛼 منه u = j
ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + н

лрpм

2 = j𝛽 أو

. v = j𝛼 منه u = jл
ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + н

лрpм

2 = jл𝛽 أو

: آخر بتعبير أو x = jл𝛼 + j𝛽 أو x = j𝛼 + jл𝛽 أو x = 𝛼 + 𝛽 فإنّ x = u + v أنّ بما و

x =
ת̋̋̒

ʹ
−q − ʶqл + ځ4pм/27ڀ

2 +
ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + ځ4pм/27ڀ

2

x =
چ

−1 + ı√3
2 ڇ

ת̋̋̒

ʹ
−q − ʶqл + ځ4pм/27ڀ

2 +
چ

−1 − ı√3
2 ڇ

ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + ځ4pм/27ڀ

2 أو

x =
چ

−1 − ı√3
2 ڇ

ת̋̋̒

ʹ
−q − ʶqл + ځ4pм/27ڀ

2 +
چ

−1 + ı√3
2 ڇ

ת̋̋̒

ʹ
−q + ʶqл + ځ4pм/27ڀ

2 أو

ب.3) (شكل xм − 3x − 1 المعادلة لكن مركبين الآخرين الحلين و حقيقي الأول الحل أنّ يبدو الصيغ، هذه إلى النظر عند
كيفذلك؟ حقيقية؟! حلول ثلاثة تقبل

يُسمى العدد هذا التربيعية، للمعادلات بالنسبة الحال هو كما . Δ = qл + 4
27p

м : العبارة في التمعن عند نجده الجواب
للجذور بالنسبة كذلكالحال و مركباً يكون أن Δيمكن فالعدد بالتالي و سالباً يكون أن يمكن حقيقي عدد هو و المعادلة مميِّز

: (j + jл = −1 : أنّ ر (نُذكِّ لدينا أدقّ، بتعبير التكعيبية.

𝟯𝟴𝟵
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.
التكعيبية المعادلات ب.1.

الثالث الحل الثاني الحل الأول الحل

مركب مركب حقيقي Δ > 0

متساويان و حقيقيان حقيقي Δ = 0

حقيقي حقيقي حقيقي Δ < 0

مترافقان. (Δ > 0 (عندما المركبين الحلين فإنّ حقيقية، المعادلة معاملات أنّ بما

؟ الصيغ هذه أهمية مدى ما
؟ التربيعية المعادلات إلى بالنسبة الحال هو كما كثيراً تُستخدم لا فلِمَ مساعدة، و مهمة الصيغ كانتهذه إذا

: ندرسبعضالأمثلة السؤال، هذا على للإجابة
: المعادلة نعتبر : 41 مثال

xм + 6x − 2 = 0
: هو السابقة الصيغ حسب الحلول، أحد

x = ת

ʸ
2 − √4 + 32

2 + ת

ʸ
2 + √4 + 32

2 = 2−√ת + 4√ת = 4√ת − 2√ת

! البسيطة المعادلة لتلك حلّ تكعيبيين) جذرين (فرق العدد هذا أنّ ظنّ المستحيل من كان و مُرضية نتيجة شك بدون هي و
: المعادلة نعتبر : 42 مثال

xм + 3x − 4 = 0
: هو السابقة الصيغ حسب الحلول، أحد

x = ת

ʸ
4 − √16 + 4

2 + ת

ʸ
2 + √16 + 4

2 = ת
ʶ2 − √5 + ת

ʶ2 + √5

أيضاً. بأسبها لا نتيجة هي و
عند بالفعل، و ʵ2ת − √5+ ʵ2ת + √5 = 1 أنّ سوفنلاحظ الحلّ، لهذا تقريبية قيمة لإيجاد حاسبة آلة استعملنا إذا لكن
الوحيد الحقيقي الحل هو x = 1 سبق، ما فحسب Δ = 20 > 0 أنّ بما و السابقة للمعادلة حلّ x = 1 أنّ التعويضنجد

. ʵ2ת − √5 + ʵ2ת + √5 = 1 إذن للمعادلة
أو ناطقة (حلول طبيعتها عن دائماً تخُبرنا الحلول صيغة التربيعية، للمعادلات بالنسبة : الصيغ نقائصهذه أحد يُبرز هذا
العدد بأّن التنبؤ يمكن (لا ذلك الكشفعن فشلتفي العامة الصيغة لكن طبيعي) (بل ناطق الحل مثالنا، في لكن صماّء)؛

! الحساب) بعد إلاّ طبيعي ʵ2ת − √5 + ʵ2ת + √5
هذه مجموع يكون بحيث مسبقاً معروفة حلولها معادلة لنعتبر و الصيغ، هذه نجاعة لمدى اختبارنا في لنستمرّ : 43 مثال

. (xл معاكسمعامل يساوي الحلول (مجموع معدوماً الحلول
: إذن هي المعادلة . xм = −3 و xл = 2 ، xк = 1 مثلاً

(x − 1) (x − 2) (x + 3) = xм − 7x + 6 = 0
: هي الحلول إحدى السابقة، الصيغ حسب و

𝟯𝟵𝟬
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.
الرابعة و الثالثة الدرجة من المعادلات ب.

x = ת

ʸ
−6 − ʵ36 − (1372/27)

2 + ת

ʸ
−6 + ʵ36 − (1372/27)

2

= ת

ʸ
−3 − ʷ−100

27 + ת

ʸ
−3 + ʷ−100

27

= ת

ʸ
−3 − 10√3

9 ı + ת

ʸ
−3 + 10√3

9 ı

! 1 و 2 ،−3 الحلول عن البعد كلّ بعيدة نتيجة هي و

في : التطبيقية) الحالات في كثيراً تساعدنا (لا عملية غير فإنها للحفظ، سهلة و بسيطة الحلول صيغ كانت إذا الأخير، في
ينفي لا ذلك لكن ؛ قليلة حالات في إلاّ استعمالها عدم ر يُبرِّ ما هذا ! صيغة أبسط في الحلول عن تُعبرِّ لا الأحيان غالب

الرياضيات! تاريخ في كبيرة قفزةً التكعيبية المعادلات حلّ شكّل فقد النظرية أهميتها

: التالية حلفيℂالمعادلات : 7 تطبيق

xм − 27
4 x + 27

4 = 0 •3

xм − 15x − 4 •4

xм + 3x + 2 = 0 •1

xм − 3
4x + 1

4 = 0 •2

: Δمنه = qл + 4
27p

м = 2л + 4
27 × 3м = 8 : لدينا •1 الحلّ.

x = ת

ʸ
−2 − √8

2 + ת

ʸ
−2 + √8

2 = − ת
ʶ√2 + 1 + ת

ʶ√2 − 1 = ת
ʶ√2 − 1 − ת

ʶ√2 + 1

x = j ת

ʸ
−2 − √8

2 + jл ת

ʸ
−2 + √8

2 = jл ת
ʶ√2 − 1 − j ת

ʶ√2 + 1

x = jл ת

ʸ
−2 − √8

2 + j ת

ʸ
−2 + √8

2 = j ת
ʶ√2 − 1 − jл ת

ʶ√2 + 1

: Δمنه = qл + 4
27p

м = ڄ
1
څ4

л
+ 4

27 × 3−ڄ
څ4

м
= 0 : لدينا •2

x = ת

ʸ
−к

н − √0
2 + ת

ʸ
−к

н + √0
2 = −1

2 − 1
2 = −1

x = j ת

ʸ
−к

н − √0
2 + jл ת

ʸ
−к

н + √0
2 = −1

2j − 1
2j

л = −1
2 jڂ + jлڃ = −1

2 × (−1) = 1
2

x = jл ת

ʸ
−к

н − √0
2 + j ת

ʸ
−к

н + √0
2 = −1

2j
л − 1

2j = −1
2 jڂ

л + jڃ = −1
2 × (−1) = 1

2

𝟯𝟵𝟭
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.
التكعيبية المعادلات ب.1.

: Δمنه = qл + 4
27p

м = ڄ
27
4 څ

л
+ 4

27 × 27−ڄ
4 څ

м
= 0 : لدينا •3

x = ת

ʸ
−лр

н − √0
2 + ת

ʸ
−лр

н + √0
2 = −3

2 − 3
2 = −3

x = j ת

ʸ
−лр

н − √0
2 + jл ת

ʸ
−лр

н + √0
2 = −3

2j − 3
2j

л = −3
2 jڂ + jлڃ = −3

2 × (−1) = 3
2

x = jл ת

ʸ
−лр

н − √0
2 + j ת

ʸ
−лр

н + √0
2 = −3

2j
л − 3

2j = −3
2 jڂ

л + jڃ = −3
2 × (−1) = 3

2

: Δ√منه = 22ı نأخذ .Δ = qл + 4
27p

м = (−4)л + 4
27 × (−15)м = −484 = (22ı)л : لدينا •4

x = ת

ʷ
4 − 22ı

2 + ת

ʷ
4 + 22ı

2 = 2√ת − 11ı + 2√ת + 11ı

x = j ת

ʷ
4 − 22ı

2 + jл ת

ʷ
4 + 22ı

2 = j 2√ת − 11ı + jл 2√ת + 11ı

x = jл ת

ʷ
4 − 22ı

2 + j ת

ʷ
4 + 22ı

2 = jл 2√ת − 11ı + j 2√ת + 11ı

: بالتالي و zм = (a + ıb)м = aм − 3abл + ı 3aڂ
лb − bм

ڃ منه z
м = 2 + 11ıحيث z = a + ıb نضع

. z = 2 + ı نأخذ إذن الجملة، هذه يحُقق (a,b) = (2, الزوج(1 أنّ نلاحظ .
ʯ
aм − 3abл = 2
3aлb − bм = 11

للعدد تكعيبي جذر 2− ı إذن 2− 11ı = 2 + 11ı = (2 + ı)м = 2ڀ + ıځ
м = (2 − ı)м : لدينا أخرى، جهة من

: منه . 2 − 11ı

x = 2 − ı + 2 + ı = 4
x = j (2 − ı) + jл (2 + ı) = 2 jڂ + jлڃ + ı j−ڂ + jлڃ = −2 − √3

x = jл (2 − ı) + j (2 + ı) = 2 jڂ
л + jڃ + ı jл−ڂ + jڃ = −2 + √3

■

: 8 تطبيق
على xм + px + q = 0 للمعادلة يكون حتى q ≠ 0 و p ≠ 0 العددان يحُققه أن الذييجب الكافي و اللازم الشرط أوجد

: المعادلتين حلول إستنتج . 1 حلينطويلتهما الأقل

xм + 3
4 + 1

2 = 0 •2 xм − 2x + √3 = 0 •1

يكون الحالة هذه في لأنه للمعادلة واحد) آن (في معاً حلين يكونا أن يمكن لا 1 و −1 العددين أنّ نلاحظ بدايةً، الحلّ.
. q ≠ يُناقضالفرض0 هذا و q = 0 منه 1 + p + q = 0 = −1 − p + q

للمعادلةحلانطويلتهما كان إذا بالتالي، و أيضاً لها 𝛼حلّ فإنّ للمعادلة، كان𝛼حلاً إذا فإنه حقيقية، معاملاتالمعادلة أنّ بما و
. xй ثالثاً حلاً تقبل المعادلة الحالة هذه في و ، 𝜃 ∈ ℝحيث e−Ѹഈ و eѸഈ الشكل على نكتبهما و مترافقان الحلين هذين فإنّ 1

: منه

𝟯𝟵𝟮
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.
الرابعة و الثالثة الدرجة من المعادلات ب.

مضاعفللمعادلة. حل 1 فإنّ 𝜃 = 0 (mod 2𝜋) كان إذا •

مضاعفللمعادلة. 1−حل فإنّ 𝜃 = 𝜋 (mod 2𝜋) كان إذا •

: لدينا حقيقي. هو و xйثالث حل للمعادلة و ، مترافقان و مركبان e−Ѹഈ و eѸഈ فإنّ 𝜃 ≠ 0 (mod 𝜋) كان إذا •

⎧⎪
⎨⎪
⎩

xй + eѸഈ + e−Ѹഈ = 0
xйeѸഈ + xйe−Ѹഈ + eѸഈe−Ѹഈ = p

xйeѸഈe−Ѹഈ = −q
⟺

⎧⎪
⎨⎪
⎩

xй + 2 cos 𝜃 = 0
2xй cos 𝜃 + 1 = p

xй = −q

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

2 cos 𝜃 = −xй = q
1 − xлй = p

xй = −q

⟺
⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

cos 𝜃 = q
2

xй = −q
1 − qл = p ؛ q ∈ [−2, 2] مع

e−Ѹഈ و eѸഈ حلينمركبينمترافقين و xй = −q حقيقيا تقبلحلاً المعادلة فإنّ q ∈ [−2, 2] و 1−qл = p كان إذا بالتالي و
. cos 𝜃 = q

2 مع

المعطاة للمعادلة فيكون 𝜃 = 𝜋
6 نأخذ . cos 𝜃 = √3

2 و 1 − qл = 1 − 3 = −2 منه q = √3 و p = −2 لدينا •1
. e−Ѹഏ/п و eѸഏ/пالمترافقين المركبين الحلين و xй = −q = الحقيقي3√− الحل

منه sinл 𝜃 = 1 − cosл 𝜃 = 15
16 منه cos 𝜃 = 1

4 و 1 − qл = 1 − 1
4 = 3

4 منه q = 1
2 و p = 3

4 لدينا •2

و 1
4 − √15

4 ıالمترافقين المركبين الحلين و xй = −1
2 الحقيقي الحل تقبل المعطاة فالمعادلة بالتالي و sin 𝜃 = ±√15

4
. 14 + √15

4 ı

■

﴾L﴿ لاڤرانج طريقة : الثانية الطريقة ب.3.1
.Xм + pX + q = 0 الشكل إلى xм + axл + bx + c = 0 المعادلة ل نُحوِّ y = x − a

3 بالتعويض السابقة، الفقرة في كما
.ℂ المجموعة في الثلاثة جذوره 𝛾 و 𝛽 ، 𝛼 لتكن و P(X) = Xм + pX + q الحدود كثير ليكن

: الترتيبنجد النشرو بعد P (X) = (X − 𝛼) (X − 𝛽) (X − 𝛾) : لدينا

P (X) = Xм + (𝛼 + 𝛽 + 𝛾) Xл + (𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼) X − 𝛼𝛽𝛾
. 𝛼𝛽𝛾 = −q و 𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼 = p ، 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 0 : ينتج الأصلية العبارة مع بالمقارنة و

: لدينا . 𝛿 = (𝛼 − 𝛽)л (𝛽 − 𝛾)л (𝛾 − 𝛼)л نضع

𝛿 = −4 (𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼)м − 27 (𝛼𝛽𝛾)л = −4pм − 27qл = −108
ʸڂ

p
ڃ3

м
+ ڂ

q
ڃ2

л

: الأعداد نعتبر

𝟯𝟵𝟯
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.
التكعيبية المعادلات ب.1.

3𝜉й = 𝛼 + 𝛽 + 𝛾
3𝜉к = 𝛼 + j𝛽 + jл𝛾 (𝟏)
3𝜉л = 𝛼 + jл𝛽 + j𝛾

: و 𝜉й = 0 سبق، حسبما

𝜉мк = −q
2 + √3

18 ı√𝛿 = −q
2 +

ʸڂ
p
ڃ3

м
+ ڂ

q
ڃ2

л

𝜉мл = −q
2 − √3

18 ı√𝛿 = −q
2 −

ʸڂ
p
ڃ3

м
+ ڂ

q
ڃ2

л

: المساواة على إعتمدنا حيث

9𝜉к𝜉л = 𝛼л + 𝛽л + 𝛾л + jڂ + jлڃ (𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼)

= (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)л − 3 (𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼) = 0 − 3p = −3p

: منه . 𝜉мл قيمة لإيجاد

𝜉к =
ת
ʻ̋
ʺ
ʹ

−q
2 +

ʸڂ
p
ڃ3

м
+ ڂ

q
ڃ2

л

𝜉л =
ת
ʻ̋
ʺ
ʹ

−q
2 −

ʸڂ
p
ڃ3

м
+ ڂ

q
ڃ2

л

. 𝜉к𝜉л = −p
3 الشرط بمراعاة التكعيبيين الجذرين حيثنختار

: هو (𝟏) الجملة د محُدِّ

|
|
|
|
||

1 1 1
1 j jл

1 jл j

|
|
|
|
||
= 3 jڂ

л − jڃ = −3√3ı ≠ 0

: هو و وحيدا حلاً تقبل الجملة هذه فإنّ معدوم غير أنه بما و

𝛼 = 𝜉к + 𝜉л
𝛽 = jл𝜉к + j𝜉л
𝛾 = j𝜉к + jл𝜉л

فيرو. دال بطريقة وجدناها التي يَغ نفسالصِّ هي و q و p بدلالة 𝜉л و 𝜉к عن أعلاه التعبير تمّ حيث

﴾V﴿ فييت طريقة : الثالثة الطريقة ب.4.1
. 48 صفحة •1 الفقرة في برهناّها التي و cos(3t) = 4 cosм t − 3 cos t المثلثية المتطابقة نستعمل الفقرة، هذه في

. |a| < حيث1 حقيقيا عدداً a ليكن

𝟯𝟵𝟰
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.
الرابعة و الثالثة الدرجة من المعادلات ب.

: 4pм + 27qл < 0 مع xм + px + q = 0 المعادلة تُكافئ cos 3𝛼 = a المعادلة أنّ نبرهن بدايةً، •

cos 3𝛼 = a ⟺ 4 cosм 𝛼 − 3 cos 𝛼 = a

⟺ cosм 𝛼 − 3
4 cos 𝛼 − a

4 = 0
⟺ xм + px + q = 0

: لدينا . q = −a
4 و p = −3

4 ، x = cos 𝛼حيث

4pм + 27qл = 3−ڄ4
څ4

м
+ 27 a−ڂ

ڃ4
л

= 27
16 aлڀ − ځ1

. 4pм + 27qл < 0 فإنّ |a| < 1 أنّ بما و

المعادلة بحيثحلول 𝜃 ∈ ℝ و 𝜌 ∈ ℝ∗
+ يوجد فإنه 4pм + 27qл < بحيث0 p,q ∈ ℝ∗ كان إذا أنه نبرهن الآن، •

: 𝜌 cosڄ𝜃 + 4𝜋
3 څ و 𝜌 cosڄ𝜃 + 2𝜋

3 څ ، 𝜌 cos 𝜃هي xм + px + q = 0

: المعادلة نعتبر
xм + px + q = 0 (𝟐)

cosм 𝜃 = 1
4 (cos 3𝜃 + 3 cos 𝜃) أنّ بما و ، (𝟐) للمعادلة ليسحلاً x = 0 فإنّ q ≠ 0 أنّ بما . x = 𝜌 cos 𝜃 نضع

: فإنّ

xм + px + q = 0 ⟺ 𝜌м cosм 𝜃 + p𝜌 cos 𝜃 + q = 0

⟺ 𝜌мڄ
cos 3𝜃 + 3 cos 𝜃

4 څ + p𝜌 cos 𝜃 + q = 0

⟺ 𝜌м cos 3𝜃
4 + ڄ

3𝜌м
4 + p𝜌څ cos 𝜃 + q = 0

⟺ cos 3𝜃 + 3ڄ + 4p
𝜌мڅ cos 𝜃 + 4q

𝜌м = 0

. p < 0 إذن 4pм + 27qл < 0 لكن

فيكون 𝜌 = 2
√3√

−p القيمة نختار . 𝜌 = ± 2
√3√

−pأي 3 + 4p
𝜌л = بحيث0 𝜌 نختار

4q
𝜌м = −4q × 3√3

8p√−p = − 3√3q
2p√−p

: منه

ʯ
xм + px + q = 0

x = 𝜌 cos 𝜃 ⟺

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

cos 3𝜃 = 3√3q
2p√−p

𝜌 = 2
ʷ

−p
3

x = 𝜌 cos 𝜃

𝟯𝟵𝟱
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.
الرابعة الدرجة من المعادلات ب.2.

: لأنّ
|
|
||
3√3q
2p√−p

|
|
||
< 1 أنّ نلاحظ

4pм + 27qл < 0 ⟹ 0 ≤ 27qл

−4pм < 1 (pм < 0 (لأنّ

⟹ 0 ≤
ʸ

27qл

−4pм < 1

⟹
|
|
|
||ʸ

3√3q
2p√−p

|
|
|
||
< 1

. cos 3𝜃 = 3√3q
2p√−p = cos 𝜑 : نحلّ ، (𝟐) المعادلة لحلّ

cos 3𝜃 = cos 𝜑 ⟺ 3𝜃 = ±𝜑 (mod 2𝜋) ⟺ 𝜃 = ±𝜑
3 modڄ

2𝜋
3 څ

: هي (𝟐) المعادلة حلول فإنّ 2𝜋—دورية و زوجية cos الدالة أنّ بما

. 2
ʷ

−p
3 cosڄ

𝜑
3 + 4𝜋

3 څ و 2
ʷ

−p
3 cosڄ

𝜑
3 + 2𝜋

3 څ ، 2
ʷ

−p
3 cos 𝜑

3

. xм − 4x + 8
3 = 0 : حلفيℂالمعادلة : 9 تطبيق

المثلثية. الطريقة إستخدام بإمكاننا إذن ، 4pм + 27qл = 4 (−4)м + ڄ27
8
څ3

л
= −64 < 0 : لدينا الحلّ.

: بحيث 𝜃 نبحثعن و . 𝜌 = 2
ʷ

−p
3 = 2

ʷ
4
3 = 4

√3
نضع

cos 3𝜃 = 3√3q
2p√−p = − 8√3

8 × 2 = −√3
2 = cos 5𝜋

6

. 𝜃 = ±5𝜋
18 modڄ

2𝜋
3 څ : نجد

■ . 4
√3

cos 17𝜋
18 و 4

√3
cos 7𝜋

18 ،
4
√3

cos 5𝜋
18 : هي x

м − 4x + 8
3 = 0 المعادلة حلول إذن

الرابعة الدرجة من المعادلات ب.2
.(F) فيراري الإيطالي العالم هو الرابعة الدرجة المعادلاتمن لحلول عامة صيغة إيجاد من تمكن من أوّل

. لاڤرانج طريقة بعدها و فيراري طريقة ديكارت، طريقة يلي نستعرضفيما

﴾D﴿ ديكارت طريقة : الأولى الطريقة ب.1.2
. aк ≠ 0 و aк,aл,aм,aн,aо ∈ ℝحيث aкxн + aлxм + aмxл + aнx + aо = 0 المعادلة نعتبر

، x = y + hبالتعويض و xн + axм + bxл + cx + d = 0 الشكل على الأخيرة هذه نكتب aк على الطرفين بقسمة
. Xн + pXл + qX + r = 0 الشكل على نكتبها ، h = −a

4 حيث
. t = Xл بوضع حلها يتم و التربيع مضاعفة المعادلة فإنّ q = 0 كان إذا

𝟯𝟵𝟲
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.
الرابعة و الثالثة الدرجة من المعادلات ب.

. P (X) = Xн + pXл + qX + r ليكن . q ≠ 0 أنّ نفرضإذن
. P (X) = Xڂ

л + uX + vڂڃX
л − uX + wڃ wبحيثيكون و v ، u حقيقية أعداد ثلاثة نبحثعن

: لدينا . مرفوض) هذا qو = 0 منه P (X) = Xн + (v+w)Xл + vw سيكون إلاّ (و uبالضرورة ≠ 0 أنّ نلاحظ بدايةً،

P (X) = Xڂ
л + uX + vڂڃX

л − uX + wڃ ⟺ P (X) = Xн + vڀ + w − uлځXл + (uw − uv)X + vw

⟺ Xн + pXл + qX + r = Xн + vڀ + w − uлځXл + (uw − uv)X + vw

⟺
⎧⎪
⎨⎪
⎩

v + w − uл = p
uw − uv = q

vw = r

و w = 1
2 pڂ + uл + q

uڃ منه w − v = q
u الثانية المعادلة من و w + v = p + uл نستخرج الأولى المعادلة من

: نجد الثالثة المعادلة بالتعويضفي و v = 1
2 pڂ + uл − q

uڃ
r = vw = 1

2 pڂ + uл − q
uڃ ⋅ 12 pڂ + uл + q

uڃ = 1
4uл uпڀ + 2puн + pлuл − qлځ

أي
uп + 2puн + (pл − 4r)uл − qл = 0

: المعادلة هذه تُصبح t = uл بوضع و
tм + 2ptл + (pл − 4r)t − qл = 0
: منه u = √tй نأخذ . حلولها أحد tй ليكن . t المجهول في تكعيبية معادلة هي و

w = 1
2 pڄ + tй + q

√tйڅ
و v = 1

2 pڄ + tй − q
√tйڅ

الدرجة من المعادلة حلول هي حلولهما تكون و Xл − uX + w = 0 و Xл + uX + v = المعادلتين0 نحل أن الآن بقي
. Xн + pXл + qX + r = 0 الرابعة

: التالية ℂالمعادلة المجموعة في حل : 10 تطبيق
xн − 4xм + 8xл + 20x − 65 = 0 (𝟑)

: يكون x = y + بالتعويض1 . h = −a
4 = −−4

4 = 1 لدينا الحلّ.
(𝟑) ⟺ (y + 1)н − 4(y + 1)м + 8(y + 1)л + 20(y + 1) − 65 = 0

⟺ yн + 2yл + 28y − 40 = 0 (𝟒)

. yн + 2yл + 28y − 40 = yлڀ + uy + vځ yлڀ − uy + wځ : wبحيث و v ، u ≠ 0 حقيقية أعداد نبحثعن
: تحُقق الأعداد هذه

⎧⎪
⎨⎪
⎩

v + w − uл = p
uw − uv = q

vw = r
⟺

⎧⎪
⎨⎪
⎩

v + w − uл = 2
uw − uv = 28

vw = −40
⟺

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

v = 1
2 2ڄ + uл − 28

u څ

w = 1
2 2ڄ + uл + 28

u څ
vw = −40

: للمعادلة حلاً t يكون t = uл بوضع و uп + 4uн + 164uл − 784 = 0 : للمعادلة حل u فإنّ بالتالي و

𝟯𝟵𝟳
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.
الرابعة الدرجة من المعادلات ب.2.

منه لها، حلّ tй = 4 أنّ نجد السابقة. الطرق أحد نتّبع لحلها، تكعيبية. معادلة هي و ، tм + 4tл + 164t − 784 = 0
.w = 10 و v = −4 ، u = √tй = 2

yл = −1+√5 yкو = الحلولهي5√−1− أنّ نجد yл−2y+10؛ = 0 yл+2y−4و = المعادلتين0 نحل أن لنا بقي
الثانية. للمعادلة yн = 1 + 3ı و yм = 1 − 3ı ؛ الأولى للمعادلة

xм = yм +1 = 2−3ı ، xл = yл +1 = √5 ، xк = yк +1 = −√5 : هي (𝟑) المعادلة حلول فإنّ x = y+1 أنّ بما و
■ . xн = yн + 1 = 2 + 3ı و

﴾F﴿ فيراري طريقة : الثانية الطريقة ب.2.2
. xн + 2pxм + qxл + 2rx + s = 0 : المعادلة نعتبر

حقيقيا. عدداً u ليكن : يلي كما المربع بإتمام ذلك و 2pxм الحد التخلصمن الهدفهو
: فإنّ xлڀ + px + uځ

л = xн + 2pxм + 2uڀ + pлځ x + uл : أنّ بما
xлڀ + px + uځ

л = pлڀ − q + 2uځ xл + 2 (pu − r) x + uлڀ − sځ
Δ = 0 يكون عندما يتحقق هذا و تاماً مربعاً pлڀ − q + 2uځ xл + 2 (pu − r) x + uлڀ − sځ يكون بحيث u نختار

يكون الحالة هذه في و ، pлڀ − q + 2uځ xл + 2 (pu − r) x + uлڀ − sځ = 0 : المعادلة مميِّز حيثΔهو
: لدينا لها. مضاعفاً حلاً xй = − pu − r

2 pлڀ − q + 2uځ

Δ = (2 (pu − r)) − 4 pлڀ − q + 2uځ uлڀ − sځ
= −8uм + 4quл + 8 (s − pr) u + 4pлs − 4qs + 4rл

: إذن
Δ = 0 ⟺ −2uм + quл + 2 (s − pr) u + pлs − qs + rл = 0

: لدينا حلولها. أحد uй ليكن . u المجهول في تكعيبية معادلة هي و

pлڀ − q + 2uйځ xл + 2 (puй − r) x + uлڀ
й − sځ =

ʴ
x −

چ
− puй − r
2 pлڀ − q + 2uйٶڇځ

л

=
چ
x + puй − r

2 pлڀ − q + 2uйڇځ

л

: منه

xлڀ + px + uйځ
л = pлڀ − q + 2uйځ xл + 2 (puй − r) x + uлڀ

й − sځ

⟺ xлڀ + px + uйځ
л =

چ
x + puй − r

2 pлڀ − q + 2uйڇځ

л

⟺ xл + px + uй = −
چ
x + puй − r

2 pлڀ − q + 2uйڇځ

xл + px + uй =
چ
x + puй − r

2 pлڀ − q + 2uйڇځ
أو

⟺ xл + (p + 1) x + uй + puй − r
2 pлڀ − q + 2uйځ

= 0

xл + (p − 1) x + uй − puй − r
2 pлڀ − q + 2uйځ

= 0 أو

الأصلية. المعادلة حلول المعادلتينهي هاتين حلول تكون و

𝟯𝟵𝟴
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.
الرابعة و الثالثة الدرجة من المعادلات ب.

: حلفيℂالمعادلة : 11 تطبيق
xн + 2xм + xл − 14x − 56 = 0 (𝟓)

. s = −56 و r = −7 ، q = 1 ، p = 1 : لدينا الحلّ.
: بحيث أي xлڀ + px + uځ

л = pлڀ − q + 2uځ xл + 2 (pu − r) x + uлڀ − sځ : بحيث u نبحثعن
: Δمنه = 4 (u + 7)л − 4 (2u) uлڀ + ځ56 : لدينا . xлڀ + x + uځ

л = 2uxл + 2 (u + 7) x + uл + 56
Δ = 0 ⟺ −8uм + 4uл − 392u + 196 = 0 ⟺ −2uм + uл − 98u + 49 = 0

: منه المعادلة لهذه حل uй = 1
2 أنّ نجد

2uйxл + 2 (uй + 7) x + uл
й + 56 = xл + 15

2 x + 225
4 = xڄ + 15

2 څ

л

: بالتالي و

xлڀ + px + uйځ
л = 2uйxл + 2 (uй + 7) x + uл

й + 56 ⟺ xڄ
л + x + 1

څ2

л
= xڄ + 15

2 څ

л

⟺ xл + x + 1
2 = xڄ− + 15

2 څ أو xл + x + 1
2 = x + 15

2
⟺ xл + 2x + 8 = 0 أو xл − 7 = 0
⟺ x = −1 − ı√7 أو x = −1 + ı√7 أو x = −√7 أو x = √7

■ . xн = √7 و xм = −√7 ، xл = −1 + ı√7 ، xк = −1 − ı√7 : هي الحلول إذن

﴾L﴿ لاڤرانج طريقة : الثانية الطريقة ب.3.2
: لدينا .ℂفي حلولها zн و zм ، zл ، zк لتكن . p,q, r ∈ ℝحيث xн + pxл + qx + r = 0 المعادلة نعتبر

xн + pxл + qx + r = (x − zк) (x − zл) (x − zм) (x − zн)
: أنّ نستنتج الترتيب النشرو بعد

⎧⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪
⎩

zк + zл + zм + zн = 0
zкzл + zкzм + zкzн + zлzм + zлzн + zмzн = p

zкzлzм + zкzлzн + zкzмzн + zлzмzн = −q
zкzлzмzн = r

: الأعداد نعتبر الآن،
⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝜁к = (zк + zл) (zм + zн)
𝜁л = (zк + zм) (zл + zн)
𝜁м = (zк + zн) (zл + zм)

: أنّ بالحسابمن نتأكد
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

𝜁к + 𝜁л + 𝜁м = 2 (zкzл + zкzм + zкzн + zлzм + zлzн + zмzн) = 2p
𝜁к𝜁л + 𝜁л𝜁м + 𝜁м𝜁к = (zкzл + zкzм + zкzн + zлzм + zлzн + zмzн)л − 4zкzлzмzн = pл − 4r

𝜁к𝜁л𝜁м = − (zкzлzм + zкzлzн + zкzмzн + zлzмzн)л = −qл

: الحدود كثير جذور هي 𝜁м و 𝜁л ، 𝜁к فإنّ بالتالي و
P (X) = Xм − 2pXл + pлڀ − 4rځX + qл

𝟯𝟵𝟵
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.
؟ الخامسة الدرجة من المعادلات و ب.3.

. r و q ، p بدلالة 𝜁м و 𝜁л ، 𝜁к جذوره عبارة إيجاد بإمكاننا بالتالي و الثالثة الدرجة من حدود كثير هو و
: أنّ من بسهولة نتأكد

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

zк + zл = ʶ−𝜁к
zк + zм = ʶ−𝜁л
zк + zн = ʶ−𝜁м
zм + zн = −ʶ−𝜁к
zл + zн = −ʶ−𝜁л
zл + zм = −ʶ−𝜁м

: منه .ʵ−𝜁кʵ−𝜁лʵ−𝜁м = −qالشرط بمراعاة التربيعية الجذور إختيار يتم حيث
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

zк = 1
2 ʶ−𝜁кڂ + ʶ−𝜁л + ʶ−𝜁мڃ

zл = 1
2 ʶ−𝜁кڂ − ʶ−𝜁л − ʶ−𝜁мڃ

zм = 1
2 ʶ−𝜁к−ڂ + ʶ−𝜁л − ʶ−𝜁мڃ

zн = 1
2 ʶ−𝜁к−ڂ − ʶ−𝜁л + ʶ−𝜁мڃ

الأصلية. المعادلة حلول هي و

: حلفيℂالمعادلة : 12 تطبيق
xн − 90xл − 320x − 231 = 0 (𝟔)

: منه r = −231 و q = −320 ، p = −90 : لدينا الحلّ.
P (X) = Xм − 2pXл + pлڀ − 4rځX + qл = Xм + 180Xл + 9024X + 102400

. P(y) = yм − 1776y − 7040 : على نحصل X = y − بالتعويض60
الأصلي كثيرالحدود جذور بالتاليفإنّ yмو = −40 yлو = 44 ،yк = هي4− جذوره الثالثة الدرجة من كثيرحدود هو و
: (ʵ−Xкʵ−Xлʵ−Xм = −q = الشرط320 (نراعي أنّ نستنتج منه .Xм = −100 Xлو = −16 ،Xк = هي64−

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

zк = 1
2 64√ڂ + √16 + ڃ100√ = 11

zл = 1
2 64√ڂ − √16 − ڃ100√ = −3

zм = 1
2 64√−ڂ + √16 − ڃ100√ = −7

zн = 1
2 64√−ڂ − √16 + ڃ100√ = −1

■ . (𝟔) المعادلة حلول هي و

؟ الخامسة الدرجة من المعادلات و ب.3
التي لاڤرانج طريقة بينها من عدّة بطرق و ، تساوي4 أو من أصغر درجتها التي المعادلات كل حل من تمكناّ أن بعد الآن،
عن أو ، تفوق5 درجتها التي للمعادلات تصلح الطريقة كانتهذه إذا عماّ نتساءل المعادلات، من الأنواع هذه لكل تصلح

𝟰𝟬𝟬
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.
الرابعة و الثالثة الدرجة من المعادلات ب.

؟ فوق فما الخامسة الدرجة المعادلاتمن أخرىلحل طرق وجود
المستحيل من أنه (A) آبل النرويجي العالم أثبت فقد ، 5 تفوق درجتها التي المعادلات لحل طريقة أي توجد لا للأسف،

√) الجذور و (÷ ،× ،− ،+) العملياتالحسابية و معاملاتها بدلالة الخامسة الدرجة المعادلاتمن لحلول عامة صيغ إيجاد
. إلخ) ... ، √׬ ، √ת ،

علىكثيرحدود كافٍ و ذلكبإيجادشرطلازمٍ و النتيجة هذه (G) الفرنسيڤالوا العالم عمّم سنواتفقط، بضعة بعد و
، √׬ ، √ת ،√) الجذور و (÷ ، × ، − ، +) الحسابية العمليات و معاملاته بدلالة جذوره عن التعبير بالإمكان يكون حتى
س تُدرَّ ما غالباً التي (و ڤالوا نظرية بــِ يُعرف الذي و الرياضياتالحديثة فروع من مهم بذلكأُسسفرع واضعاً ، إلخ) ...

الليسانس). بعد الماستر—أي سنوات في
و معاملاته بدلالة P (X) = Xо − 10X + 5 الحدود كثير جذور عن التعبير يمكن لا أنه ڤالوا نظرية باستعمال نبرهن مثلاً،

الأساسية. العملياتالحسابية
Xо − X − A = 0 الشكل إلى xо + axн + bxм + cxл + dx + e = 0 المعادلة تحويل إمكانية إلى هنا الإنتباه نلفت
لحل تحليلية طرق لإيجاد المجال فتح ما هذا و (B) برينڤ العالم هو بذلك قام من أول و (A) فقط واحد بوسيط أي
المعادلات لحل فييت طريقة غرار (على الناقصية3 الدوال هي و متسامية2 دوال باستعمال الخامسة الدرجة من المعادلات
بين تقارب من الحديثة الرياضيات إليه آلت ما يعكس هذا : متسامية) دوال هي و — المثلثية4 الدوال باستعمال التكعيبية

... الهندسة و التحليل الجبر،

بالفرنسية. Fonctions transcendentes ؛ بالإنجليزية Transcendental Functions2
بالفرنسية. Fonctions elliptiques ؛ بالإنجليزية Elliptic Functions3

بالفرنسية. Fonctions trigonométriques (ou circulaires) ؛ بالإنجليزية Trigonometric (or Circular) Functions4

𝟰𝟬𝟭
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اللاتنية و اليونانية الحروف u
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و الكبيرة2 بالصيغتين الحروف هذه كتابة يلي فيما نُدرج لأهميتها، نظراً و الرياضيات، في اليونانية1 الحروف تُستعمل ما كثيراً
لها. المكافئة اللاتنية الحروف و بالفرنسية) – نطقها (أي تسميتها4 ، الصغيرة3

الرياضيات. في إستعمالاً الأكثر بمختلفكتاباتها اللاتنية الحروف تليها

الأرقام ج.1
الرومانية الأرقام الفارسية الأرقام الهندية الأرقام العربية الأرقام

۰ ٠ 0
I ۱ ١ 1
II ۲ ٢ 2
III ۳ ٣ 3
IV ۴ ٤ 4
V ۵ ٥ 5
VI ۶ ٦ 6
VII ۷ ٧ 7
VIII ۸ ٨ 8
IX ۹ ٩ 9

بالفرنسية Lettres grecques ؛ Greekبالإنجليزية Letters1
Majusculesبالفرنسية ؛ بالإنجليزية Uppercase2
Minusculesبالفرنسية ؛ بالإنجليزية Lowercase3

Appellation4

𝟰𝟬𝟯
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.
اليونانية الحروف ج.2.

اليونانية الحروف ج.2
Majuscule Minuscule Appellation Correspondance latine

A 𝛼 alpha a

B 𝛽 , ϐ bêta b

Γ 𝛾 gamma g

Δ 𝛿 delta d

E 𝜖 , 𝜀 epsilon e (bref)

Z 𝜁 dzêta dz

H 𝜂 êta e (long)

Θ 𝜃 , 𝜗 thêta t (aspiré)

I 𝜄 iota i

K 𝜅 , 𝜘 kappa k

Λ 𝜆 lambda l

M 𝜇 mu m

N 𝜈 nu n

Ξ 𝜉 ksi ks

O o omicron o (bref, fermé)

Π 𝜋 , 𝜛 pi p

P 𝜌 , 𝜚 rhô r

Σ 𝜎 , 𝜍 sigma s

T 𝜏 tau t

Υ 𝜐 upsilon u

Φ 𝜙 , 𝜑 phi p (aspiré)

X 𝜒 khi (ou chi) k (aspiré)

Ψ 𝜓 psi ps

Ω 𝜔 omega o (long, ouvert)

𝟰𝟬𝟰
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.
اللاتنية و اليونانية الحروف ج.

اللاتنية الحروف ج.3
a, A a, A a, A a, A a, A 𝒶, 𝒜 𝕒, 𝔸 𝔞, 𝔄
b, B b, B b, B b, B b, B 𝒷, ℬ 𝕓, 𝔹 𝔟, 𝔅
c, C c, C c, C c, C c, C 𝒸, 𝒞 𝕔, ℂ 𝔠, ℭ
d, D d, D d, D d, D d, D 𝒹, 𝒟 𝕕, 𝔻 𝔡, 𝔇
e, E e, E e, E e, E e, E ℯ, ℰ 𝕖, 𝔼 𝔢, 𝔈
f , F f, F f, F f, F f, F 𝒻, ℱ 𝕗, 𝔽 𝔣, 𝔉
g, G g, G g, G g, G g, G ℊ, 𝒢 𝕘, 𝔾 𝔤, 𝔊

h, H h, H h, H h, H h, H 𝒽, ℋ 𝕙, ℍ 𝔥, ℌ
i, I i, I i, I i, I i, I 𝒾, ℐ 𝕚, 𝕀 𝔦, ℑ
j, J j, J j, J j, J j, J 𝒿, 𝒥 𝕛, 𝕁 𝔧, 𝔍

k, K k , K k , K k , K k, K 𝓀, 𝒦 𝕜, 𝕂 𝔨, 𝔎
l, L l, L l, L l, L l, L 𝓁, ℒ 𝕝, 𝕃 𝔩, 𝔏

m, M m, M m, M m, M m, M 𝓂, ℳ 𝕞, 𝕄 𝔪, 𝔐
n, N n, N n, N n, N n, N 𝓃, 𝒩 𝕟, ℕ 𝔫, 𝔑
o, O o, O o, O o, O o, O ℴ, 𝒪 𝕠, 𝕆 𝔬, 𝔒
p, P p, P p, P p, P p, P 𝓅, 𝒫 𝕡, ℙ 𝔭, 𝔓
q, Q q, Q q, Q q, Q q, Q 𝓆, 𝒬 𝕢, ℚ 𝔮, 𝔔

r, R r, R r, R r, R r, R 𝓇, ℛ 𝕣, ℝ 𝔯, ℜ
s, S s, S s, S s, S s, S 𝓈, 𝒮 𝕤, 𝕊 𝔰, 𝔖
t, T t, T t, T t, T t, T 𝓉, 𝒯 𝕥, 𝕋 𝔱, 𝔗
u, U u, U u, U u, U u, U 𝓊, 𝒰 𝕦, 𝕌 𝔲, 𝔘
v, V v, V v, V v, V v, V 𝓋, 𝒱 𝕧, 𝕍 𝔳, 𝔙
w, W w, W w, W w, W w, W 𝓌, 𝒲 𝕨, 𝕎 𝔴, 𝔚
x, X x, X x, X x, X x, X 𝓍, 𝒳 𝕩, 𝕏 𝔵, 𝔛
y, Y y, Y y, Y y, Y y, Y 𝓎, 𝒴 𝕪, 𝕐 𝔶, 𝔜

z, Z z, Z z, Z z, Z z, Z 𝓏, 𝒵 𝕫, ℤ 𝔷, ℨ

𝟰𝟬𝟱
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الدرس ملخص u
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لح
م

المركبة للأعداد الجبري الشكل د.1

حقيقي z ⟺ z = z
تخيليصرِف z ⟺ z = −z

z كان إذا بمعنى العمليات، كلّ مع (يتماشى) يتلاءم المرافق
: فإنّ صحيحًا عدداً n كان و مركبين عددين zດ و

z + zດ = z + zດ ; z × zດ = z × zດ ;

ڄ
1
zڅ = 1

z ; zѫ = zѫ ; ڂ
z
zດڃ = z

zດ

: فإنّ z ∈ ℂ و x ∈ ℝ كان إذا : مثال

ڄ
−1 + ı + zр
(1 − 2ıxz) + eѸѵ (1 + ıx)−о

2√ڂ + 2ıڅڃ

= −1 − ı + zр
(1 + 2ıxz) + e−Ѹѵ (1 − ıx)−о

2√ڂ − 2ıڃ

طويلته فإنّ a,b ∈ ℝ مع مركبا عدداً z = a + ıb كان إذا
. |z| = ʵaл + bлالموجب الحقيقي العدد هي

. 1z = z
|z|л

و zz = |z|л = aл + bл : لدينا

: لدينا nصحيح عدد لكل و zດ و zمركبين عددين لكل

||z × zດ|| = |z| × ||zດ|| ;
|
|
||
1
z

|
|
||
= 1

|z|

||zѫ|| = |z|ѫ ; |
||
z
zດ

|
|| = |z|

||zດ||
: المثلثية) (المتباينة فقط لدينا للجمع بالنسبة لكن
∀z, zດ ∈ ℂ : ||z + zດ|| ≤ |z| + ||zດ||

a + ıb مركبهو لعدد الجبرية) الكتابة (أو الجبري الشكل
حقيقيان. عددان b و aحيث

الجزء هو a فإنّ ، a,b ∈ ℝحيث z = a + ıb كان إذا
: نكتب و التخيلي جزؤه هو b و z للعدد الحقيقي

. b = Im (z) و a = Re (z)
عددان هما مركب لعدد التخيلي الجزء و الحقيقي الجزء

حقيقيان.
حقيقي. أنه نقول مركبمعدومًا، التخيليلعدد الجزء كان إذا
تخيلي أنه نقول معدومًا، مركب لعدد الحقيقي الجزء كان إذا

صرِف.
و الحقيقيان جزءاهما تساوى إذا مركبان عددان يتساوى
: فإنّ ∀a,b,aດ,bດ ∈ ℝأي التخيليان جزءاهما تساوى
a + ıb = aດ + ıbດ ⟺ a = aດ و b = bດ

: بالتالي و
∀a,b ∈ ℝ : a + ıb = 0 ⟺ a = b = 0

جدا! مهم a,b,aດ,bດ ∈ ℝالشرط u
: فإنّ حقيقية أعداداً bດ و b ، aດ ، aكانت إذا

(a + ıb) + aດڀ + ıbດځ= aڀ + aດځ + ı bڀ + bດځ
(a + ıb) × aດڀ + ıbດځ= aaດڀ − bbດځ + ı abດڀ + baດځ

: فإنّ ((a,b) ≠ (0, (أي(0 aл + bл ≠ 0 كان إذا و
1

a + ıb = a
aл + bл − b

aл + bл ı

: بالتالي و
aດ + ıbດ

a + ıb =
چ
aaດ + bbດ

aл + bл ڇ
+ ı

چ
abດ − baດ

aл + bл ڇ
z = a+ ıb العدد بمرافق z = a− ıbالمركب العدد يُسمى

: لدينا . a,b ∈ ℝحيث

𝟰𝟬𝟳
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المركبة للأعداد الهندسي التفسير د.2.

: مركبين حلّين تقبل (E) المعادلة
zк = −b − 𝛿

2a و zл = −b + 𝛿
2a

: لدينا
zк + zл = −b

a و zкzл = c
a

Δ = bл − 4ac نضع . a ≠ بحيث0 a,b, c ∈ ℝ ليكن
. 𝛿л = Δبحيث مركبا عدداً 𝛿 ليكن و

. zالمركب المجهول ذات azл + bz + c المعادلة (E) لتكن

المركبة للأعداد الهندسي التفسير د.2
الشعاعية الصورة النقطية، —الصورة شعاع لاحقة نقطة، لاحقة

M (z)

O x

y

x

y
−→u

. zѐ = x + ıyالمركب العدد Mهي لاحقة فإنّ (x,y)ذاتالإحداثيين كانتMالنقطة إذا
. zu⃗ = x + ıyالمركب العدد هي u⃗ لاحقة فإنّ ڂ

x
yالمركبتينڃ ذا الشعاع u⃗ كان إذا

: فإنّ x,y ∈ ℝ مع مركبا عدداً z = x + ıy كان إذا

؛ النقطية) (الصورة z M(x,y)هيصورة •

. الشعاعية) (الصورة z صورة هو u⃗ڂ
x
yڃ •

مركب عدد مرافق معاكس،

M1 (z)M4 (−z)

M3 (−z) M2 (z)

. (Ox) المستقيم إلى Mкبالنسبة (z) النقطة نظيرة هي z اللاحقة Mлذات النقطة
.O المبدأ إلى Mкبالنسبة (z) النقطة نظيرة z−هي اللاحقة Mмذات النقطة

. (Oy) المستقيم إلى Mкبالنسبة (z) النقطة نظيرة z−هي اللاحقة Mнذات النقطة

ℂالعملياتفي

𝟰𝟬𝟴
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الدرس ملخص د.

الطرح

A (zA)

B (zB)

O

−−→

AB

zB − zA

هو مركبين عددين فرق
شعاع. لاحقة

zф්х = zх − zф

الجمع

O

z

z′

z + z′

−→u

−→ u
′

−→u
+

−→
u
′

عددين مجموع
لاحقة هو مركبين

شعاعين. مجموع

zѲ⃗+Ѳඁ′ = zѲ⃗ + zѲඁ′

معدوم مركبغير عدد الضربفي

O

M (z)

M ′
(

z · reıθ
)

θ

O
M

′

=

r
O
M

reѸഈ بالعدد z ضرب
يكافئ 1 طويلته الذي
𝜃 زاويته دوران إجراء
حول M(z) للنقطة
تحاكٍ بعده و O المبدأ

. r نسبته

1 مركبطويلته عدد الضربفي

O

M (z)

M ′
(

zeıθ
)

θ

eѸഈ بالعدد z ضرب
يكافئ 1 طويلته الذي
𝜃 زاويته دوران إجراء
حول M(z) للنقطة

.O المبدأ

مستقيمة منتصفقطعة
. zь = zф + zх

2 : فإنّ [AB] القطعة منتصف Iكانت و المستوي من نقطتين B كانتAو إذا
المتناسبة المسافات مركز

نقطًا Aѫ (zѫ) ، ⋯ ، Aл (zл) ، Aк (zк) كانت إذا
أعداداً aѫ ، ⋯ ، aл ، aк كانت و المستوي من
aк + aл + ⋯ + aѫ ≠ 0 بحيث حقيقية
للجملة المتناسبة المسافات مركز ،G(zъ) لاحقة فإنّ

: هي {Aк (aк) ,Aл (aл) , ⋯ ,Aѫ (aѫ)}
zъ = aкzк + aлzл + ⋯ + aѫzѫ

aк + aл + ⋯ + aѫ

حقيقي عدد الضربفي

z

λz

−→u

λ
−→u

حقيقيا كان𝜆عدداً إذا
: فإنّ

zഋѲ⃗ = 𝜆zѲ⃗

مركب عدد طويلة

M (z)

O x

y

AB
=

|zB
−

zA
|

A

B

OM
=

|z|

: فإنّ z = zѐ = x + ıy كان و (x,y)ذاتالإحداثيين كانتMالنقطة إذا •

|z| = OM = ‖‖෿OM‖‖ = ʶxл + yл

: فإنّ zх = xх + ıyх و zф = xф + ıyф ، Bڀxх,yхځ ،Aڀxф,yфځ كان إذا •

AB = ‖‖A්B‖‖ = ||zх − zф|| = ʶ(xх − xф)л + yхڀ − yфځ
л

: فإنّ الترتيب على d و c ، b ، a لواحقها نقط Dأربع Cو ، B ،Aكانت إذا •

|
||
d − c
b − a

|
|| = CD

AB

. حقيقيا zх − zф
zц − zф

العدد كان إذا فقط و إذا واحدة استقامة Cعلى و B ،Aالنقط تكون : الإستقامية

صرِفا. تخيليا zх − zф
zц − zф

العدد كان إذا فقط و إذا متعامدان A්C و A්B الشعاعان : التعامد

𝟰𝟬𝟵
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.

المركبة للأعداد (الأسي) المثلثي الشكل د.3.

. zц − zф = eѸഏ/м (zх − zф) كان إذا فقط و مباشرإذا و المثلثABCمتقايسالأضلاع : المتقايسالأضلاع المثلث
.zц−zф = ±ı (zх − zф)كان وفقطإذا المثلثABCقائمفيAومتساويالساقينإذا المتساويالساقين: المثلثالقائمو

المركبة للأعداد (الأسي) المثلثي الشكل د.3
معدوم مركبغير عدد عمدة

O

−→v

−→u

M (z)

arg (z)

. ,Oڀ u⃗, ⃗vمباشرځ متجانسو متعامد، معلم منسوبإلى المستوي •

. z ≠ 0 Oلاحقتها تختلفعن المستوي من Mنقطة

: نكتب و ,u⃗ڂ ෿OMڃ الموجهة للزاوية قيس(بالراديان) كلّ zالمركب للعدد عمدةً نُسمي

arg (z) = ๔
,u⃗ڂ ෿OMڃ (mod 2𝜋)

. z للعدد عمدة أيضاً هو ، k ∈ ℤحيث ، 𝜃й + 2k𝜋 الشكل من عدد كلّ فإنّ z للعدد عمدةً 𝜃йكانت إذا •

D ≠ C و B ≠ Aالترتيببحيث على d و c ، b ، a لواحقها نقط Dأربع Cو ، B ،Aكانت إذا •

: فإنّ (d ≠ c و b ≠ aأي)
argڄ

d − c
b − aڅ = ๔

,A්Bڂ C්Dڃ (mod 2𝜋)

العدد طويلة . z
|z| للعدد عمدة أيضاً هو z للعدد عمدة كلّ فإنّ معدوم غير مركبا عدداً z كان إذا مركب: لعدد عمدة تحديد

. zالمركب للعدد عمدة 𝜃الحقيقي فالعدد بالتالي و ؛ z
|z| = cos 𝜃 + ı sin 𝜃 : بحيث 𝜃 ∈ ℝ يوجد بالتالي و تساوي1 z|z|

arg3√−ڂ + ıڃ = arg
چ

−√3
2 + 1

2ıڇ
= argڄcos 5𝜋

6 + ı sin 5𝜋
6 څ = 5𝜋

6 (mod 2𝜋) : مثال

: لدينا . eѸഈ = cos 𝜃 + ı sin 𝜃 : نضع 𝜃حقيقي عدد لكل : eѸഈ الكتابة

: فإنّ nصحيح عدد لكل و zດ و zمركبين عددين لكل : فإنّ nصحيح عدد لكل و 𝜃ດ و 𝜃حقيقيين عددين لكل

. arg ځzzດڀ = arg (z) + arg ځzດڀ (mod 2𝜋) •

. arg ځкѷڀ = arg (z) = − arg (z) (mod 2𝜋) •

. arg ڀ ѷ
ѷ′ ځ = arg (z) − arg (z) (mod 2𝜋) •

. arg (zѫ) = n ⋅ arg (z) (mod 2𝜋) •

. ||eѸഈ|| = 1 •
. Im ځeѸഈڀ = sin 𝜃 و Re ځeѸഈڀ = cos 𝜃 •

. eѸഈ × eѸഈ′ = eѸپഈ+ഈ′ٿ •
. к
Ѣئಋ = e−Ѹഈ = eѸഈ •

. Ѣئಋ

Ѣئಋ′ = eѸپഈ−ഈ′ٿ •

. ځeѸഈڀ
ѫ = eѸѫഈ •

المركبة الأسيللأعداد الشكل
حقيقي. عدد 𝜃 و موجبتماماً حقيقي عدد 𝜌حيث z = 𝜌eѸഈ الشكل يُكتبعلى z معدوم مركبغير عدد كل

: لكن ليسوحيداً 𝜃 العدد . z الأسيللعدد الشكل تُسمى الكتابة هذه
: فإنّ 𝜃 و 𝜃حقيقيين عددين لكل و 𝜌ດ و 𝜌 تماماً موجبين حقيقيين عددين لكل

𝜌eѸഈ = 𝜌ດeѸഈ′ ⟺ 𝜌ດ = 𝜌 و 𝜃ດ = 𝜃 + 2k𝜋 , k ∈ ℤ

𝟰𝟭𝟬
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.
الدرس ملخص د.

الخاصة بعضالقيم

.√2eѸഏ/н = 1 + ı ، eлѸഏ/м = j = −1
2 + √3

2 ı ، e−Ѹഏ/л = −ı ، eѸഏ = −1 ، eѸഏ/л = ı ، eй = 1
أولر صيغ

. eѸѵ + e−Ѹѵ = 2 cos xأي ∀x ∈ ℝ , cos x = 1
2 (eѸѵ + e−Ѹѵ)

. eѸѵ − e−Ѹѵ = 2ı sin xأي ∀x ∈ ℝ , sin x = 1
2ı (e

Ѹѵ − e−Ѹѵ)
موافر صيغة

. (cos x + ı sin x)ѫ = cosnx + ı sinnxأي ∀x ∈ ℝ , ∀n ∈ ℤ , (eѸѵ)ѫ = eѸѫѵ

نتيجة
: فإنّ x ∈ ℝ مع z = eѸѵ كان إذا

. sinnx = 1
2ı zڄ

ѫ − 1
zѫڅ ، cosnx = 1

2 zڄ
ѫ + 1

zѫڅ ، sin x = 1
2ı zڄ − 1

zڅ ، cos x = 1
2 zڄ + 1

zڅ

: لدينا . r ≠ 0 و حقيقيان، عددان t و r مع z = reѸѱالمركب العدد ليكن u

. reѸѱ هو z الأسيللعدد الشكل و arg (z) = t (mod 2𝜋) و |z| = r فإنّ r > 0 كان إذا •

.−reѸپѱ+ഏٿ هو z الأسيللعدد الشكل و arg (z) = t + 𝜋 (mod 2𝜋) و |z| = −r فإنّ r < 0 كان إذا •

O −→u

−→v

M
(

reıθ
)

θ =

(

−→u ,
−−→
OM

)

z

|z|
=

z

r
= eıθ

r =
OM

. z ≠ 0 Oلاحقتها تختلفعن المستوي من Mنقطة •

: متكافئة التالية الجمُل

حقيقي. عدد 𝜃 و تمامًا موجب حقيقي عدد rحيث z = reѸഈ •1
. 𝜃 = arg (z) (mod 2𝜋) و r = |z| •2
.M للنقطة قطبية إحداثيات زوج [r, 𝜃] •3

. 𝜃 = ,u⃗ڂ ෿OMڃ (mod 2𝜋) و r = OM •4

النونية الجذور
: فإنّ معدوم غير مركبا عدداً a كان إذا

zѫ = a ⟺ z = zѨ = ؙʵ|a|ڄcosڄ
arg (a) + 2k𝜋

n څ + ı sinڄ
arg (a) + 2k𝜋

n څڅ , k ∈ {0, 1, 2, ⋯n − 1}

: الأعداد هي و zѫ = 1 المعادلة حلول هي للوحدة النونية الجذور : خاصة حالة
ѫ−к
௝
Ѩ=й

𝜔Ѩ = 0 ⟵ . k ∈ {0, 1, 2, ⋯n − 1} مع 𝜔Ѩ = cos 2k𝜋
n + ı sin 2k𝜋

n = eлѸѨഏ/ѫ

بحيث 𝛽 و 𝛼حقيقيين عددين نبحثعن ، z = a + ıb للعدد التربيعيين الجذرين لإيجاد : التربيعية الجذور حالة
. 𝛼л + 𝛽л = ʵaл + bл و 2𝛼𝛽 = b ، 𝛼л − 𝛽л = a : بحيث أي (𝛼 + ı𝛽)л = a + ıb

المركب المستوي تحويلات د.4
الإنسحاب

𝟰𝟭𝟭
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.
المركب المسـتوي تحویلات د.4.

.Mດ = tѲ⃗ (M) ⟺ ำMMດ = u⃗ : المستوي Mດمن نقطتينMو لكل . u⃗ شعاعه الذي الإنسحاب tѲ⃗ ليكن
. zດ = z + a : هي u⃗ شعاعه الذي للإنسحاب المركبة العبارة فإنّ u⃗ الشعاع لاحقة aكانت إذا

(D)الذييوازي هيالمستقيم tѲ⃗بالإنسحاب
. tѲ⃗ (A) بالنقطة يمر و

tѲ⃗بالإنسحاب [AB] المستقيمة القطعة صورة ➛
. ʱtѲ⃗ (A) tѲ⃗ (B)ٳ المستقيمة القطعة هي

قطرها نصف و I مركزها التي الدائرة صورة ➛
مركزها التي الدائرة هي tѲ⃗ بالإنسحاب R

القطر. نفسنصف لها و tѲ⃗ (I)

المسافات. يحفظ قياسبمعنى تَساوي tѲ⃗ •
الموجهة. الزوايا يحفظ tѲ⃗ •

الإستقامية. يحفظ tѲ⃗ •
التعامد. و التوازي يحفظ tѲ⃗ •

المساحات. يحفظ tѲ⃗ •
: بعضالأشكال صُور •

(D) صورة .A بنقطة يمر مستقيماً (D)ليكن ➛

التحاكي

.Mດ = h (M) ⟺ ෿ΩMດ = k෿ΩM : المستوي Mດمن نقطتينMو لكل . k نسبته Ωو الذيمركزه ليكنhالتحاكي

. zດ = 𝜔 + k (z − 𝜔) : هي k نسبته Ωو مركزه الذي للتحاكي المركبة العبارة فإنّ حقيقيا عدداً k Ωو لاحقة 𝜔كانت إذا

و (D) يوازي الذي المستقيم هي h بالتحاكي
. h (A) بالنقطة يمر

بالتحاكيhهي [AB] المستقيمة القطعة صورة ➛
. [h (A)h (B)] المستقيمة القطعة

قطرها نصف و I مركزها التي الدائرة صورة ➛
h (I) مركزها التي الدائرة هي h بالتحاكي R

.||k||R نصفقطرها و

. الوحيدة) الصامدة النقطة (Ωهي h (Ω) = Ω •

.kлويضربالمساحاتفي ||k||يضربالمسافاتفيh •
الموجهة. الزوايا يحفظ h •

الإستقامية. يحفظ h •
التعامد. و التوازي يحفظ h •

: بعضالأشكال صُور •

(D) صورة .A بنقطة يمر مستقيماً (D)ليكن ➛

الدوران
: المستوي Mດمن نقطتينMو لكل . 𝜃 زاويته Ωو مركزه الذي الدوران r ليكن

Mດ = r (M) ⟺ ΩMດ = ΩM و ๔
,෿ΩMڂ ෿ΩMດ

ڃ = 𝜃 (mod 2𝜋)
.zດ = 𝜔 + eѸഈ (z − 𝜔) : هي 𝜃 زاويته Ωو الذيمركزه للدوران المركبة العبارة فإنّ حقيقيا عدداً 𝜃 Ωو كانت𝜔لاحقة إذا

المستقيم هي r بالدوران (AB) المستقيم
. (r (A) r (B))

هي r بالدوران [AB] المستقيمة القطعة صورة ➛
. [r (A) r (B)] المستقيمة القطعة

قطرها نصف و I مركزها التي الدائرة صورة ➛
و r (I) مركزها التي الدائرة هي r بالدوران R

. نصفقطرها

. الوحيدة) الصامدة النقطة (Ωهي r (Ω) = Ω •

المسافات. يحفظ قياسبمعنى تَساوي r •
الموجهة. الزوايا يحفظ r •

. المساحات و الإستقامية يحفظ r •
التعامد. و التوازي يحفظ h •

: بعضالأشكال صُور •
صورة المستوي. من نقطتين B و A لتكن ➛

المباشر المستوي التشابه
حيثaوbعددانمركبان zດ = az + b الشكل: من المستويالمباشرهوكلتحويلنقطيللمستويالمركبعبارته التشابه

. |a|هي التشابه هذا نسبة . a ≠ 0 و
. kkດ نسبته تشابه هو kດ نسبته تشابه مع k نسبته تشابه تركيب تركيبتشابهين:

. 1k نسبته تشابه العكسيهو تطبيقه و نفسه في للمستوي تقابلي تطبيق هو k > 0 نسبته تشابه كل

f مباشروحيد تشابه يوجد Bفإنه ≠ Bດ Aو ≠ Aດ بحيث المستوي من نقط Bດأربع Bو ،Aດ ،Aكانت إذا : تشابه تحديد

. ๔
,A්Bڂ ෿AດBດ

هيڃ زاويته و
AດBດ

AB هي التشابه هذا نسبة . f (B) = Bດ و f (A) = Aດ بحيث

. kл المساحاتفي يضرب و المتناسبة المسافات مركز يحفظ k > 0 نسبته تشابه كل : بتشابه الهندسية بعضالأشكال صُور

𝟰𝟭𝟮
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.
الدرس ملخص د.

له مثلثمشابه مثلثهو صورة مستقيمة، قطعة هي مستقيمة قطعة صورة مستقيم، هو k > 0 نسبته بتشابه مستقيم صورة
. kR نصفقطرها دائرة هي R نصفقطرها دائرة صورة و

. a ≠ حيث0 مركبان عددان b و a
. zດ = az + bهي المركبة عبارته الذي النقطي التحويل f

: المباشرالذي المستوي التشابه هو f فإنّ a ≠ 1 كان إذا •

، (z = az + b المعادلة حل هي 𝜔) 𝜔 = b
1 − a اللاحقة Ωذات النقطة مركزه ➛

، k = |a| نسبته ➛
. 𝜃 = arg (a) (mod 2𝜋) زاويته و ➛

. bهي شعاعه الذيلاحقة الإنسحاب هو f فإنّ a = 1 كان إذا •

: الذي التحاكي هو f فإنّ a ≠ 1 مع حقيقيا عدداً a كان إذا •

، (z = az + b المعادلة حل 𝜔) 𝜔 = b
1 − a اللاحقة Ωذات النقطة مركزه ➛

. a نسبته و ➛
: الذي الدوران هو f فإنّ a ≠ 1 مع |a| = 1 كان إذا •

، (z = az + b المعادلة حل 𝜔) 𝜔 = b
1 − a اللاحقة Ωذات النقطة مركزه ➛
. 𝜃 = arg (a) (mod 2𝜋) زاويته و ➛

𝟰𝟭𝟯
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.
المركب المسـتوي تحویلات د.4.

المركب المستوي في الهندسة
. ,Oڀ u⃗, ⃗vمتجانسځ و متعامد معلم منسوبإلى المستوي

المركب المستوي في المسافة

: فإنّ المركب المستوي من نقطاً B (zх) A(zф)و ،M(z)كانت إذا

.AB = ||zх − zф|| OMو = |z|
. ||z − zф|| = r : هي r > 0 نصفقطرها Aو مركزها التي الدائرة معادلة

. ||z − zф|| = ||z − zх|| : هي [AB] المستقيمة القطعة محور معادلة

المركب المستوي في الزوايا

D و C ، B ،Aالنقط و z ≠ بحيث0 المركب المستوي من D(zч)نقطاً و C (zц) ، B (zх) ،A(zф) ،M(z) لتكن
: لدينا .O تختلفعن و مثنى مثنى مختلفة

๔
,u⃗ڂ A්Bڃ = arg (zх − zф) (mod 2𝜋) ๔

,u⃗ڂ ෿OMڃ = arg (z) (mod 2𝜋)
๔

,A්Bڂ A්Cڃ = argڂ
ѷ״−ѷײ
ѷ׳−ѷڃײ (mod 2𝜋) ๔

,O්Aڂ O්Bڃ = argڂ
ѷ׳
ѷڃײ (mod 2𝜋)

๔
,A්Bڂ C්Dڃ = argڂ

ѷ׵−ѷ״
ѷ׳−ѷײ ڃ (mod 2𝜋)

النقطية لبعضالتحويلات المركبة الكتابة

. zດ = z + b : Mດبحيث ځzດڀ النقطة هي U⃗ (b) شعاعه M(z)بالإنسحابالذي النقطة صورة

. zດ − zф = − (z − zф) : Mດبحيث A(zф)هيځzດڀ النقطة المركزيحول M(z)بالتناظر صورة

. zດ − zф = k (z − zф) : Mດبحيث هيځzດڀ k ∈ ℝ∗ نسبته A(zф)و مركزه الذي M(z)بالتحاكي صورة

. zດ − zф = eѸഈ (z − zф) : Mດبحيث هيځzດڀ 𝜃 ∈ ℝ زاويته A(zф)و مركزه الذي M(z)بالدوران صورة

المركبة كتابته من نقطي تحويل معرفة

: Mبـِ صورة Mດهي فإنّ : ځzດڀMبحيث Mດصورة كانتځzດڀ إذا

. U⃗ (b) شعاعه الإنسحابالذي b ∈ ℂ مع zດ = z + b

.Aڀџл ځ النقطة المركزيحول التناظر b ∈ ℂ مع zດ = −z + b

. a نسبته ڀAو џ
к−ўځ مركزه الذي التحاكي b ∈ ℂ و a ∈ ℝ∗ ⧵ {1} مع zດ = az + b

. arg (a) زاويته ڀAو џ
к−ўځ مركزه الذي الدوران b ∈ ℂ و |a| = 1 ، a ∈ ℂ∗ ⧵ {1} مع zດ = az + b

𝟰𝟭𝟰

0http ://tinyurl.com/Malki1718



.

otttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttp
s
s
s

المثلثات حساب u
u
u
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..

قه�
لح
م

الظل دالة و التمام جيب الجيب، تعريفدالة

O 1

1

M (x)
sin (x)

cos (x)

tan (x)

. ڂ ⃗i, ෿OMڃ للزاوية بالراديان قيس x و المثلثية الدائرة من Mنقطة •

.M النقطة ترتيبة هو sin (x) Mو النقطة فاصلة هو cos (x)
: فإنّ k ∈ ℤ مع 𝜋

2 + k𝜋 الشكل من x يكن لم إذا •

tan (x) = sin (x)
cos (x)

. cosл (x) + sinл (x) = 1 : لدينا xحقيقي عدد لكل •

. 1
cosл x = 1 + tanл (x) : فإنّ k ∈ ℤ مع 𝜋

2 + k𝜋 الشكل من x يكن لم إذا و

خواصمباشرة

x

−x 1

1

cos (−x) = cos (x)
sin (−x) = − sin (x)
tan (−x) = − tan (x)

x

1

1

cos (x + 2𝜋) = cos (x)
sin (x + 2𝜋) = sin (x)
tan (x + 2𝜋) = tan (x)

x

π − x

1

1

cos (𝜋 − x) = − cos (x)
sin (𝜋 − x) = sin (x)
tan (𝜋 − x) = − tan (x)

x

x
+
π

1

1

cos (x + 𝜋) = − cos (x)
sin (x + 𝜋) = − sin (x)
tan (x + 𝜋) = tan (x)

x

π

2

−

x

1

1

cosڂ
𝜋
2 − xڃ = sin (x)

sinڂ
𝜋
2 − xڃ = cos (x) x

π

2 +
x

1

1

cosڂ
𝜋
2 + xڃ = − sin (x)

sinڂ
𝜋
2 + xڃ = cos (x)

𝟰𝟭𝟱
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.
لها. دور 2𝜋حيث دورية و زوجية ،ℝعلى معرفة x ↦ cos x الدالة •
لها. دور 2𝜋حيث دورية و فردية ،ℝعلى معرفة x ↦ sin x الدالة •

لها. دور 𝜋حيث دورية و فردية ،ℝ ⧵ ʫ
𝜋
2 + k𝜋 |

|| k ∈ ℤʬعلى معرفة x ↦ tan x الدالة •

المثلثية المتطابقات

cos 2a = cosл a − sinл a
= 2 cosл a − 1
= 1 − 2 sinл a

sin 2a = 2 cosa sina

tan 2a = 2 tana
1 − tanл a

cosл a = 1 + cos 2a
2

sinл a = 1 − cos 2a
2

sina cosa = 1
2 sin 2a

1 + cosa = 2 cosл ڂ
a
ڃ2

1 − cosa = 2 sinл ڂ
a
ڃ2

tana = sin 2a
1 + cos 2a = 1 − cos 2a

sin 2a

cos (a + b) = cosa cosb − sina sinb
cos (a − b) = cosa cosb + sina sinb
sin (a + b) = sina cosb + cosa sinb
sin (a − b) = sina cosb − cosa sinb

tan (a + b) = tana + tanb
1 − tana tanb

tan (a − b) = tana − tanb
1 + tana tanb

sina cosb = к
л [sin (a + b) + sin (a − b)]

cosa sinb = к
л [sin (a + b) − sin (a − b)]

cosa cosb = к
л [cos (a + b) + cos (a − b)]

sina sinb = к
л [cos (a + b) − cos (a − b)]

sina + sinb = 2 sin a + b
2 cos a − b

2
sina − sinb = 2 cos a + b

2 sin a − b
2

cosa + cosb = 2 cos a + b
2 cos a − b

2
cosa − cosb = −2 sin a + b

2 sin a − b
2

المثلثية المعادلات

. k ∈ ℤ مع b = ±a + 2k𝜋 كان إذا فقط و إذا cosa = cosb •

. kດ ∈ ℤ مع b = 𝜋 − a + 2kດ𝜋 أو k ∈ ℤ مع b = a + 2k𝜋 كان إذا فقط و إذا sina = cosb •

. k ∈ ℤ مع b = a + k𝜋 كان إذا فقط و إذا tana = tanb •

المثلث في المترية العلاقات

𝟰𝟭𝟲
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المثلثات حساب ه�.

: المثلثABCفإنّ 𝒜مساحة كانت إذا

𝒜 = к
лab sin ൷C = к

лac sin ൷B = к
лbc sin ൷A

= aл sin ൷B sin ൷C
2 sin ൷A

= bл sin ൷A sin ൷C
2 sin ൷B

= cл sin ൷A sin ൷B
2 sin ൷C

= ʵs (s − a) (s − b) (s − c)

. s = к
л (a + b + c)حيث

.(H) هيرون صيغة تُدعى الأخيرة الصيغة

A B

C

c

ab

A B

C

c

a

b

sin ൷A
a = sin ൷B

b = sin ൷C
c

aл = bл + cл − 2bc cos ൷A
bл = aл + cл − 2ac cos ൷B
cл = aл + bл − 2ab cos ൷C

𝟰𝟭𝟳
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.
المثلثات حساب ه�.

الشهيرة) (غير الزوايا بعض تمام جيوب و جيوب قيم
المرجع sin 𝜽 cos 𝜽 𝜽

336 صفحة 244 تمرين ؛ 305 صفحة 214 تمرين ʵ10 − 2√5
4

1 + √5
4

𝜋
5

تمرين213صفحة ؛ 336 تمرين244صفحة ؛ 305 تمرين214صفحة
303

ʵ10 + 2√5
4

−1 + √5
4

2𝜋
5

تمرين213صفحة ؛ 336 تمرين244صفحة ؛ 305 تمرين214صفحة
303

ʵ10 − 2√5
4 −1 + √5

4
4𝜋
5

صفحة 152 تمرين ؛ 116 صفحة 46 تمرين ؛ 136 صفحة 69 تمرين
194 صفحة 126 تمرين ؛ 223

ʵ2 − √2
2

ʵ2 + √2
2

𝜋
8

223 صفحة 153 تمرين −ʵ2 + √2
2

ʵ2 − √2
2

13𝜋
8

195 صفحة 127 تمرين ʵ10 + 2√5
4

𝜋
10

138 تمرين71صفحة ؛ 137 تمرين70صفحة ؛ 146 تمرين86صفحة √3 − 1
2

√3 + 1
2

𝜋
12

صفحة 70 تمرين ؛ 218 صفحة 148 تمرين ؛ 146 صفحة 86 تمرين
137

√3 + 1
2

√3 − 1
2

5𝜋
12

146 صفحة 86 تمرين √3 + 1
2 −√3 − 1

2
7𝜋
12

218 صفحة 148 تمرين ؛ 146 صفحة 86 تمرين √3 − 1
2 −√3 + 1

2
11𝜋
12

138 صفحة 72 تمرين −√2 + √3
4

√2 − √3
4

17𝜋
12

336 صفحة 244 تمرين أدناه أنظر 𝜋
17

342 صفحة 245 تمرين أدناه أنظر 2𝜋
17

342 صفحة 56 ملاحظة أدناه أنظر 13𝜋
17

cos 𝜋
17 = 1

16 چ
1 − √17 + ʶ34 − 2√17 + ʷ68 + 12√17 + 16ʶ34 + 2√17 + 2 1ڂ − ʶ34ڃ17√ − 2√17

ڇ

cos 2𝜋
17 = 1

16 چ
−1 + √17 + ʶ34 − 2√17 + ʷ68 + 12√17 − 16ʶ34 + 2√17 + 2 1−ڂ + ʶ34ڃ17√ − 2√17

ڇ

cos 13𝜋
17 = 1

16 چ
1 − √17 + ʶ34 − 2√17 − ʷ68 + 12√17 + 16ʶ34 + 2√17 + 2 1ڂ − ʶ34ڃ17√ − 2√17

ڇ

𝟰𝟭𝟵
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المثلثات حساب ه�.

الوقتللأسبوع تنظيم
السبت الجمعة الخميس الأربعاء الثلاثاء الإثنين الأحد

06:00
06:30
07:00
07:30
08:00
08:30
09:00
09:30
10:00
10:30
11:00
11:30
12:00
12:30
13:00
13:30
14:00
14:30
15:00
15:30
16:00
16:30
17:00
17:30
18:00
18:30
19:00
19:30
20:00
20:30
21:00
21:30
22:00
22:30
23:00
23:30
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للشهر الوقت تنظيم

السبت الجمعة الخميس الأربعاء الثلاثاء الإثنين الأحد

𝟰𝟮𝟮
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..
الأولى بالدرجة يا) (بكالور النهائية الأقسام لطلبة موُجه الكتاب هذا
على المقبلين و الجامعيتين الأوليين السنتين لطلبة ً سندا سيكون لـكنه
للمعلمين ً مرجعا و الثانوي و المتوسط التعليم أساتذة توظيف مسابقات

: التالية الأقسام إلى مُجزأّ هو و
•

•

•

•

استيعابه. لتسهيل تطبيقات و بأمثلة مرفق قسم كل
: ً مفصّلا ًّ حلا محلولة لتمارين مُخصص الكتاب من الأكبر الجزء

للتعمق. أخرى و يا بكالور تمارين ، للدرس مباشرة تطبيقات
الأساسية بالخواص يذُكرّ ً ملحقا الأخير الجزء في ندرج أن إرتأينا

لـ وافية دراسة فيه آخر و لـ

.
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