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الȂʙاضʻات 3 : Ȏʦʯʴʸال

ساعات 03: الʗʸة الȂʙاضʻات : مادة في إخʮʯار

(Ȍنق 5) الأول: ʥȂʙــʸـʯال
u0 = 7

un+1 =
vn + 2un

3

و


v0 = 1

vn+1 =
2vn + un

3

كʺایلي: ʧʽʱفʛمع ʧʽʱدیʙع ʧʽʱʽالʱʱم (un)n∈N و (vn)n∈N ʧؔʱل

Ln = un − vn : ʘʽʴǼ (Ln) العʙدǽة الʺʱʱالʽة نعʛف ، n ʽʰʡعي عʙد كل أجل ʧم .1

. الأول حʙها و أساسها ʧّ̔ع و هʙʻسʽة (Ln) الʺʱʱالʽة أن ʗʰأث أ)
؟ مʱقارȃة (Ln) الʺʱʱالʽة .هل n بʙلالة Ln العام ʙʴال عʰارة ʙأوج ب)

. (un) و (vn) ʧʽʱʽالʱʱʺال ʛʽتغ إتʳاه أدرس .2

ℓ بـ: لها ʜمʛن الʱى الʻهاǽة ʝنف لهʺا و مʳʱاورتان (un) و (vn) ʧʽʱʽالʱʱʺال أنّ ʧّ̔ب .3

أن: علʺا S′′
n = S′

n + Sn بـ: الʺعʛف Sn الʺʨʺʳع عʰارة n بʙلالة إسʱʻʱج .4
S′′

n = u0
2 − u0v0 + u1

2 − u1v1 + · · ·+ un
2 − unvn و S′

n = v0u0 − v0
2 + v1u1 − v1

2 + · · ·+ vnun − vn
2

wn = un + vn : ʘʽʴǼ (wn) العʙدǽة الʺʱʱالʽة نعʛف . n ʽʰʡعي عʙد كل أجل ʧم .5
ℓ قʽʺة إسʱʻʱج ʦث ثابʱة، (wn) أن ʗʰأث

(Ȍنق 5) الʰاني: ʥȂʙــʸـʯال
ȑʨʱʶʺال في الʽʰاني تʺʽʲلها (C f

) و . f (x) = −x +
√

x2 + 8 بـ: R على الʺعʛفة x الʴقʽقي ʛʽغʱʺال ذات f العʙدǽة الʙالة ʛʰʱنع(
O;

−→
i ,

−→
j
)

ʝانʳʱʺال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب
ʅȄʛعʱال مʨʺʳعة أʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶأح .1

R ʧم x حقʽقي عʙد كل أجل ʧم x −
√

x2 + 8 < 0 أن ʧʽب .2

f تغʛʽات جʙول شȞل ʦث ، إشارتها إسʱʻʱج و f للʙالة الʺʱʷقة الʙالة ʖʶأح .3(
C f

) للʺʻʴʻى مقارب y = −2x الʺعادلة ȑذ (∆) ʦʽقʱʶʺال أنّ ʧّ̔ب .4

(∆) إلى Ǽالʰʶʻة (C f
) للʺʻʴʻى الʰʶʻي الʨضع أدرس .5(

C f
) و (∆) أنʷئ ʦث ، f (0) ʖʶأح .6

. Șابʶال ʦالʺعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶم في الʽʰاني تʺʽʲلها (Cg
) ʧȞʽول g(x) = −x −

√
x2 + 8 بـ: R على معʛفة دالة g .7(

Cg
) أنʷئ ʦث ، للʺʙʰأ Ǽالʰʶʻة مʻʱاʛʣان (

C f
) و (

Cg
) أن ʧّ̔ب

جيدا 2ركز ʧم 1 بالتوفيقصفʴة



(Ȍنق 10) :ʖالʰال ʥȂʙــʸـʯال
fm(x) = x − 1 + xemx بـ: R على الʺعʛفة fm الʙالة ʛʰʱنع تʺاما، ʖجʨم حقʽقي عʙد m(

O;
−→
i ,

−→
j
)

ʝانʳʱʺالʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في fm للʙالة الʺʺʲل للʺʻʴʻى (C fm

) بـ ʜمʛن
gm(x) = 1 + (1 + mx)emx بـ: R على الʺعʛفة gm الʙالة ʛʰʱنع (I

إشارتها أدرس ʦث ، gm للʙالة g′m الʺʱʷقة الʙالة ʖʶأح .1

gm(x) > 0 :x حقʽقي عʙد كل أجل ʧم أنه إسʱʻʱج ʦث ، gm الʙالة الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل .2

(II. إحʙاثʽʱʽها ʧʽّ̔تع ʖلʢǽ I ثابʱة بʻقʢة ʛʺت (C fm

) الʺʽʻʴʻات جʺʽع أنّ ʧّ̔ب أ) .1
lim

x→+∞
fm(x) و lim

x→−∞
fm(x) : ʖʶأح ب)

−∞ ʨʳǼار (C fm

) للʺʻʴʻى مائل مقارب ʦʽقʱʶم y = x − 1 معادلʱه ȑʚال (D) ʦʽقʱʶʺال أن ʧّ̔ب )ج)
C fm

) و (D) لـ الʰʶʻي الʨضع أدرس د)

. تغʛʽاتها جʙول شȞل ʦث، fm الʙالة ʛʽتغ إتʳاه أدرس .2

−1 تʛتʱʰʽها الʱي الʻقʢة ʙʻع (
C fm

) للʺʻʴʻى (∆) الʺʺاس معادلة ʧّ̔ع أ) .3
.(C fm

) للʺʻʴʻى إنعʢاف نقʢة . Am

(
− 2

m
;− 2

m
(1 + e−2)− 1

)
الʻقʢة أنّ ʧّ̔ب ب)

0 < αm < 1 ʘʽح αm وحʙʽا حلا تقʰل fm(x) = 0 الʺعادلة أن ʧّ̔ب .4(
C f−m

) و (
C fm

) لـ Ǽالʰʶʻة تʱʻʱʶج ماذا . fm(x) + f−m(−x) = −2 : x حقʽقي عʙد كل أجل ʧم أنه ʧّ̔ب أ) .5
f−m(−x) بـ: الʺعʛفة للʙالة مʺʲل مʻʴʻى (

C f−m

) ʘʽح
( f1(2) ≈ 16 ، α1 ≈ 0, 4 أن (نقʰل (

C f1

) ʧم إنʢلاقا (C f−1

) أنʷئ ʦث. (
C f1

) و (D)، (∆) ʧم كلا أنʷئ ب)
.F(x) = f1(x2) بـ R على الʺعʛفة F الʙالة ʛʰʱنع (III

Șابʶال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الʽʰاني تʺʽʲلها (CF)

(F للʙالة الʺʱʷقة الʙالة حʶاب (دون F الʙالة ʛʽتغ إتʳاه إسʱʻʱج .1

R على (CF) أنʷئ ʦث x ∈ [0;+∞[ أجل ʧم (CF) و (
C f1

) لـ الʰʶʻي الʨضع أدرس .2

eF(x) = m : الʺعادلة حلʨل عʙد m تʺاما ʖجʨʺال الʴقʽقي العʙد ʦʽق ʖʶح ʞناق .3

ʧمʜال

′(أنا)

أنا

2019 ʛʰʺʱʰس 2020 جʨان

+

BACBAC

الʳʻاحالʳʻاح

هʻاك أن تʙʸق أن للʚʰرة ʧȞʺǽ كʽف
؟ داخلها مʰʵأة ضʵʺة شʛʳة
ʥاخلʙب مʨجʨد عʻه ʘʴʰت ما
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التنقيط النموذجية الإجابة

الأول التمرʈن

ɸندسية (Ln) المتتالية أن إثبات ¶

Ln+1 = un+1 − vn+1 =
vn + 2un

3
− 2vn − un

3
=

un − vn

3
=

1
3

Ln ومنھ Ln = un − vn لدينا:

L0 = u0 − v0 = 6 الأول حدɸا و q =
1
3
أساسɺا ɸندسية متتالية (Ln) إذن

Ln العام اݍݰد عبارة

متقارȋة (Ln) ʏبالتاڲ و lim
n→+∞

Ln = 0 : فإن q ∈ ]−1;1[ بماأن: و Ln = 6
(

1
3

)n
ومنھ Ln = L0 × qn : لدينا

(vn) و (un) المتتاليت؈ن Ȗغ؈ف إتجاه دراسة ·

vn+1 − vn =
2vn + un

3
− vn =

un − vn

3
=

1
3

Ln و un+1 − un =
vn + 2un

3
− un =

vn − un

3
= −1

3
Ln

تماما. متناقصة (un) المتتالية إذن ، un+1 − un < 0 فإن Ln > 0 أن -بما
تماما. م؅قايدة (vn) المتتالية إذن ، vn+1 − vn < 0 فإن Ln > 0 أن -بما

متجاورتان (un) و (vn) المتتاليت؈ن أنّ إثبات ¸

lim
n→+∞

(un − vn) = lim
n→+∞

Ln = 0 و تماما م؅قايدة متتالية (vn) و تماما متناقصة متتالية (un)

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

vn و متجاورتان (un) و (vn) المتتاليت؈ن ومنھ
Sn اݝݨموع n بدلالة حساب ¹

ȃاࢭɢت S′′
n = S′

n + Sn لدينا:
Sn = S′′

n − S′
n =

(
u0

2 − u0v0 + · · ·+ un
2 − unvn

)
−
(
v0u0 − v0

2 + · · ·+ vnun − vn
2)

Sn = (u0 − v0)
2 + · · ·+ (un − vn)2 ȃاࢭɢت Sn = u2

0 + v2
0 − 2u0v0 + · · ·+ u2

n + v2
n − 2unvn :ȃاࢭɢت

Sn = L2
0 + · · ·+ L2

n = L0
2

(
1 −

(
q2)n

1 − q2

)
= 36


1 −

(
1
9

)n

1 − 1
9

 =
81
2
(1 − 1

9n ) :ȃاࢭɢت

ثابتة (wn) أن إثبات º

ثابتة (wn) wn+1ومنھ = un+1 + vn+1 =
vn + 2un

3
+

2vn + un

3
=

3vn + 3un

3
= vn + un = wn لدينا:

ℓ = 4 ومنھ 8 = 2ℓ ȃاࢭɢت 8 = lim
n→+∞

un + lim
n→+∞

vn إذن un + vn = 8 wnومنھ = w0 = 8

الثاɲي التمرʈن

الٔڈايات حساب ¶

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(−x +
√

x2 + 8) + ∞

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(−x +
√

x2 + 8) = lim
x→+∞

8√
x2 + 8 + x

= 0

Rمن x حقيقي عدد ɠل أجل من x −
√

x2 + 8 < 0 أن إثبات ·
√

x2 + 8 > 0 و x < 0 لأن x ∈ ]−∞;0[ أجل من ܵݰيحة x <
√

x2 + 8 ȃاࢭɢت x −
√

x2 + 8 < 0

x −
√

x2 + 8 < 0 ومنھ (تناقض) 0 > 8 ȃاࢭɢت x2 > x2 + 8 ȃاࢭɢت x −
√

x2 + 8 > 0 نفرضأن : x ∈ [0;+∞[ أجل من
x −

√
x2 + 8 < 0 :Rمن x حقيقي عدد ɠل أجل من ومنھ

f الدالة Ȗغ؈فات دراسة ¸

f ′(x) = −1 +
x√

x2 + 8
=

x −
√

x2 + 8√
x2 + 8

: حيث f ′ المشتقة دالْڈا Rو ʄعڴ للإشتقاق ثابلة f الدالة

f ′(x) < 0 :Rمن x حقيقي عدد ɠل أجل من إذن x −
√

x2 + 8 نفسإشارة من f ′(x) إشارة
R ʄعڴ تماما متناقصة f الدالة ومن

1



f الدالة Ȗغ؈فات جدول

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

−
+∞+∞

00

0

√
8

(
C f
)
للمنحۚܢ ئل ما مقارب y = −2x المعادلة ذي (∆) المستقيم أنّ إثبات ¹

lim
x→−∞

[ f (x)− (−2x)] = lim
x→−∞

(
√

x2 + 8 + x) = lim
x→−∞

8√
x2 + 8 − x

= 0

−∞ بجوار
(
C f
)
للمنحۚܢ مايل مقارب y = −2x المعادلة ذي المستقيم إذن
(∆) ʄإڲ بالɴسبة

(
C f
)
للمنحۚܢ الɴسۗܣ الوضع دراسة º

[ f (x)− (−2x)] =
√

x2 + 8 + x √لدينا:
x2 + 8 + x > 0 : x ∈ [0;+∞[ أجل من

x ∈]− ∞;0[ أجل √من
x2 + 8 + x > 0 ومنھ (تناقض) 8 < 0 ȃاࢭɢت x2 + 8 < x2 ȃاࢭɢت

√
x2 + 8 < −x ȃاࢭɢت x +

√
x2 + 8 < نفرض0

(∆) فوق يقع
(
C f
)
:Rمن x حقيقي عدد ɠل أجل من )إذن

Cg
)
و
(
C f
)
، (∆) إɲشاء »

−8 −6 −4 −2 2 4 6 8 10 12

−8

−6

−4

−2

2

4

6

8

(
C f
)

(
Cg
)

(∆)

O

A1

المبدأ ʄإڲ بالɴسبو متناظران
(
Cg
)
و
(
C f
)
أن إثبات ¼

−x ∈ R فإن x ∈ R أجل من لدينا:
f (−x) = −(−x) +

√
(−x)2 + 8 = x +

√
x2 + 8 = −(−x −

√
x2 + 8) = −g(x) : إذن

المبدأ ʄإڲ بالɴسبو متناظران
(
Cg
)
و
(
C f
)
ومنھ

2



الثالث التمرʈن
(I

حيث g′m المشتقة Rودالْڈا ʄعڴ للإشتقاق قابلة gm ¶الدالة
g′m(x) = memx + memx(1 + mx) = memx(2 + mx)

memx > 0 لأن (2 + mx) نفسإشارة من g′m(x) إشارة

x

g′m(x)

−∞ − 2
m +∞

− 0 +

الٔڈايات حساب ·

lim
x→−∞

emx = 0 و lim
x→−∞

mxemx = lim
X→−∞

XeX = 0 لأن lim
x→−∞

gm(x) = 1

gm الدالة Ȗغ؈فات جدول

x

g′m(x)

gm(x)

−∞ − 2
m +∞

− 0 +

11

1 − e−21 − e−2

+∞+∞

gm(x) > 0 أن x حقيقي عدد ɠل أجل من الإستɴتاج
gm(x) > 1 − e−2 > 0 : x حقيقي عدد ɠل أجل من أي gm للدالة صغرى حدية قيمة 1 − e−2 > 0 لدينا

(II
I ثابتة بنقطة تمر

(
C fm

)
المنحنيات جميع أنّ إثبات ¶

m عن مستقلة ثابتة نقطة I حيث
(
C fm

)
∩
(

C f ′m

)
= I mلدينا: , m′بحيثm,m′ ∈ R ɠل أجل من

fm(x0)− f ′m(x0) = 0 المعادلة نحل I (x0;y0) النقطة إحداثيات لإيجاد إذن
x0(emx0 − em′x0) = أي0 x0emx0 − x0em′x0 = 0 ومنھ x0 − 1 + x0emx0 − (x0 − 1 + x0em′x0) = أي0

m , m′ لأن x0 = 0 أن ʇعۚܣ ɸذا و x0(m − m′) = mx0أي0 − m′x0 = 0 ʇعۚܣ emx0 − em′x0 = 0 أو x0 = 0 ʇعۚܣ
I(0,−1) ومنھ y0 = fm(x0) = fm(0) = −1 و

الٔڈايات حساب
lim

x→−∞
fm(x) = lim

x→−∞
(x − 1 + xemx) = −∞ ، lim

x→+∞
fm(x) = lim

x→+∞
(x − 1 + xemx) = +∞

lim
x→−∞

xemx = lim
x→−∞

1
m

× mxemx =
1
m

× 0 = 0 و lim
x→−∞

(x − 1) = −∞ : لأن

−∞ بجوار
(
C fm

)
للمنحۚܢ مائل مقارب مستقيم y = x − 1 معادلتھ الذي (D) المستقيم أن )إثبات

C f
)
للمنحۚܢ مائل مقارب y = x − 1 المعادلة ذي المستقيم ومنھ lim

x→−∞
[ f (x)− y] = lim

x→−∞
xemx = 0

−∞ )بجوار
C fm

)
و (D) لـ الɴسۗܣ الوضع دراسة

x

f (x)− y

الوضعية

−∞ 0 +∞

− 0 +

(D)تحت (C fm) (D) فوق (C fm)
يقطع (C fm)

النقطة ʏࢭ (D)

Ω(0;−1)

3



fm الدالة Ȗغ؈ف إتجاه دراسة ·

f ′m(x) = 1+ mxemx + emx = 1+ (1+ mx)emx = gm(x) : حيث f ′m المشتقة Rودالْڈا ʄعڴ للإشتقاق قابلة fm الدالة
R ʄعڴ تماما م؅قايدة fm الدالة ومنھ gm(x) > 0 :Rمنx حقيقي عدد ɠل أجل من لدينا

fm الدالة Ȗغ؈فات جدول

x

f ′m(x)

fm(x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

0

−1

−1 ترتʋبْڈا الۘܣ النقطة عند
(
C fm

)
للمنحۚܢ المماس(∆) معادلة Ȗع؈ّن ¸

x = 0 ȃاࢭɢت x(1 + emx = 0 ȃاࢭɢت x − 1 + xemx = −1 ȃاࢭɢت fm(x) = −1

y = f ′m(0)(x − 0) + f (0) = 2x − 1

.
(
C fm

)
للمنحۚܢ إɲعطاف نقطة . Am

(
− 2

m
;− 2

m
(1 + e−2)− 1

)
النقطة أنّ تȎيان

النقطة منھ و الموجب ʄإڲ السالب من إشارٮڈا Ȗغ؈ف و x = − 2
m
أجل من تنعدم f ′′m(x) = g′m(x) لدينا

Am

(
− 2

m
;− 2

m
(1 + e−2)− 1

)
أي
(
C f
)
للمنحۚܢ إɲعطاف نقطة ʏۂ Am

(
− 2

m
; fm

(
− 2

m

))
0 < αm < حيث1 αm وحيدا حلا تقبل fm(x) = 0 المعادلة أن إثبات ¹

[0;1] اݝݨال ʄعڴ تماما رتيȎية و مستمرة Rفࢼܣ ʄعڴ تماما رتʋبة و مستمرة fm لدينا
المعادلة أن ɲستɴتج الرتابة شرط و المتوسطة القيم م؄فɸنة إذنحسب fm(0)× fm(1) = (−1)× em < 0 لدينا و

0 < αn < 1 اݝݨال ʏࢭ αn وحيدا حلا تقبل fm(x) = 0

fm(x) + f−m(−x) = −2 : x حقيقي عدد ɠل أجل من أنھ إثبات º

المنحني؈ن أن ɲستɴتج إذن ، fm(x) + f−m(−x) = x − 1 + xemx +
(
−x − 1 − xe−m(−x)

)
= −2

y = −1 المعادلة ذي المستقيم ʄإڲ بالɴسبة متناظران
(
C f−m

)
و
(
C fm

)(
C f1

)
للمنحۚܢ إɲعطاف نقطة A1

(
−2;−3 − 2e−2)

)
النقطة :

(
C f−1

)
أɲآۜܡ و

(
C f1

)
، (D)، (∆) من كلا إɲشاء
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y = −1

O
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(III
F الدالة Ȗغ؈ف إتجاه إستɴتاج ¶

نفس من ɸو F الدالة Ȗغ؈ف إتجاه Rومنھ ʄعڴ تماما م؅قايدة f1 الدالة لدينا و x 7→ x2 و x 7→ f1(x) الدالت؈ن مركب ʏۂ F الدالة
x ∈ [0;+∞[ أجل من تماما وم؅قايدة x ∈]− ∞;0] أجل من تماما متناقصة F الدالة إذن ، x 7→ x2 الدالة Ȗغ؈ف إتجاه

x ∈ [0;+∞[ أجل من (CF) و
(
C f1

)
لـ الɴسۗܣ أدرسالوضع ·

النقطت؈ن ʏࢭ (CF) يقطع
(
C f1

)
إذن f1(x2) = f1(x) منھ و x2 = x فإن x = 1 أو x = 0 أجل من لدينا

B (1,1) و A (0,−1)

x ∈]0;1[ أجل من
(
C f1

)
المنحۚܢ تحت يقع (CF) ومنھ f1(x2) < f1(x) ومنھ x2 < x : x ∈]0;1[ أجل من لدينا

x ∈]1;+∞[ أجل من
(
C f1

)
المنحۚܢ فوق يقع (CF) ومنھ f1(x) < f1(x2) ومنھ x < x2 : x ∈]1;+∞[ أجل من لدينا

(CF) إɲشاء ¸

ال؅فاتʋب محور حامل ʄإڲ بالɴسبة متناظر البياɲي منحناɸا منھ و زوجية دالة F الدالة لدينا
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)
(CF)

O

eF(x) = m : المعادلة حلول mعدد تماما الموجب اݍݰقيقي العدد قيم حسب مناقشة
(CF) ʄالمنڍ تقاطع نقط فواصل ʏۂ F(x) = ln(m) المعادلة حلول إذن F(x) = ln(m) ȃاࢭɢت eF(x) = m

Dm : y = ln(m)المستقيمات عائلة مع
حل يوجد mلا ∈]0; e−1[ أي ln(m) ∈]− ∞;−1[ أجل من

x0 = 0 حل mيوجد = e−1 أي ln(m) = −1 أجل من
الإشارة ʏࢭ مختلف؈ن متمايزʈن حل؈ن mيوجد ∈]e−1;+∞[ أي ln(m) ∈]− 1;+∞[
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