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 الدرس

III...    
 :مصطلحات   ...111

 n  نرمز بالرمز . عدد طبيعي غير معدومn!  1للجداء 2 …. n    أقْرعاملي " و يn   "  
   1 = !0: اصطلاحا نكتب

  (!n)( n + 1) = !( n +1 )؛   nمن أجل كل عدد طبيعي   :خاصیة
  لتكنE   مجموعة منتهية ذاتn   عنصر )n  عدد طبيعي(  

 E   و نرمز له بالرمزcard(E)  . نكتبcard(E)= n    
  card() = 0 :مثال 

  :المبادئ الأساسیة للعد   ...222

  
 ما هو عدد المربعات المرسومة في الشكل المقابل ؟: مثال 

  .مجموعة كل المربعات الممكنة  Eلتكن :الحل
  .مربعات صغيرة 1  ،2 ،3  ،4موعات المربعات ذات  A4؛ A3؛  A2؛ A1: بـنرمز 

  .Eهذه الأجزاء تشكل تجزئة للمجموعة 
   card(E)= card(A1)+ card(A2)+card(A3)+card(A4)=16+9+4+1=30:حسب مبدأ الجمع نجد

  Eجزءان من اموعة المنتهية   Bو   A:  نتائج 
111   Card(AB)= card(A)+ card(B)- card(AB)   
   Card(AB)= card(A)+ card(B)فإن  AB=  إذا كانت    222
   card(E) =(ܣ̅)Card(A)+ card: فإن Eفي  Aمتتمة  ܣ̅إذا كانت    333

  
 :مثال 

ما هو  
 ؟ Cإلى  Aالطرق المختلفة المؤدية من عدد 

ما هو  
 ؟ A-C-A" رجوع  -ذهاب" عدد الطرق المختلفة 

   :الحل
  A – C   :   43=12الذهاب فقط 

   A – C – A     :4323=72رجوع + ذهاب 

        
        
        
        

    n1 n2 … np  :الإمكانيات هو

                 Card(A1)+card(A2)+…+card(AP)=card(E) 



 .مجموعات منتهية EP؛ ....؛  E2؛  E1:  نتیجة 
Card(E1 E2 E3….Ep)= card(E1) card(E2)…. card(Ep) .  

  :قوائم عناصر مجموعة منتھیة   ...333
  : فھوم القوائم

  . عدد طبيعي غير معدوم  pو  )عدد طبيعي غير معدوم  n( عنصر   nمجموعة منتهية و غير خالية ذات    Eلتكن 

  
  

  
 البرھان :  

   في الحالة الأولى، نحصل على(e1;e2;….;ep)      ܧمن௣ = ܧ × ܧ × … .× ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥܧ
௣	مرة

   

 . Eعنصر من  pحالة ممكنة لكل من   nأي توجد  card(EP)= n pهو    E عنصر من pعدد القوائم ذات  وبالتالي
  ،هناك )حالة التمايز( في الحالة الثانية ،n  حالة ممكنة لاختيار العنصر الأول و n-1   حالة ممكنة لاختيار العنصر

عنصر  pذات وبالتالي عدد القوائم  pحالة ممكنة لاختيار العنصر ذو الرتبة   n-(p-1)=n-p+1و أخيراً ... الثاني  وهكذا
 .       n(n-1)(n-2)…21متمايزة مثنى مثنى هو   E من

 .}9؛6؛5؛3؛1؛0{:نريد تشكيل عدد طبيعي مكون من ثلاثة أرقام مأخوذة من اموعة :  01مثال 
 كم عددا زوجيا يمكن تشكيله ؟) كم عددا فرديا يمكن تشكيله ؟     جـ) كم عددا يمكن تشكيله ؟    ب) أ
  يمكن تشكيله ؟"  1" كم عددا يشمل على الرقم ) يمكن تشكيله ؟          هـ 5كم مضاعفا للعدد ) د

  :الحل
  
    كم عددا يمكن تشكيله ؟ )أ

لا  0لأن (حالات لاختيار رقم المئات  5حالات ممكنة وكذلك بالنسبة لرقم العشرات، بينما هناك  6نختار رقم للآحاد هناك 
   665=180:هو }9;6;5;3;1;0{:مأخوذة من اموعةو بالتالي عدد الأعداد ذات ثلاثة أرقام ). يمكن أن يكون في اليسار

حالات ممكنة  4هناك  9أو  1;3;5نختار رقم للآحاد الذي يكون من الأرقام الفردية أي   كم عددا فرديا يمكن تشكيله ؟) ب
و بالتالي عدد ). لا يمكن أن يكون في اليسار 0لأن (حالات لاختيار رقم المئات  5حالات بالنسبة لرقم العشرات، بينما هناك  6و

     . 465=120:هو  }9;6;5;3;1;0{ :مأخوذة من اموعةالأعداد الفردية ذات ثلاثة أرقام 

  رقم المئات  رقم العشرات  رقم الآحاد

      

  :مبرھنة 
o  من أجل كل عدد طبيعي غير معدومp   ، عدد القوائم ذاتp عنصر من E   هو n p  
o  من أجل كل عدد طبيعيp   1: حيث ≤ ݌ ≤   E عنصر من pعدد القوائم ذات ،  ݊

 n(n-1)(n-2)…(n-p+1): متمايزة مثنى مثنى هو

 .Eعنصراً من عناصر  p، كل متتالية مرتبة من  Eعنصر من  pنسمي قائمة ذات  :تعریف 
إذا أردنا أن تكون هذه العناصر المرتبة متمايزة مثنى مثنى عندئذ لا يمكن للقائمة أن تحتوي أكثر من 

n 1 :عنصر، و هذا يقتضي أن يكون ≤ ݌ ≤ ݊ 



 6هناك حالتان ممكنة و 6أو  0نختار رقم للآحاد الذي يكون من الأرقام الزوجية أي  ؟ كم عددا زوجيا يمكن تشكيله) جـ
و بالتالي عدد ). لا يمكن أن يكون في اليسار 0لأن (حالات لاختيار رقم المئات  5حالات بالنسبة لرقم العشرات، بينما هناك 

    . 265=60:هو  }9;6;5;3;1;0{ :مأخوذة من اموعةالأعداد الزوجية ذات ثلاثة أرقام 
)Card(P= card(E) )- card :يمكن تعيين هذا العدد كما يلي :ملاحظة തܲ)=180-120=60      

      يمكن تشكيله ؟ 5كم مضاعفا للعدد ) د
حالات بالنسبة لرقم العشرات، بينما هناك  6هناك حالتان ممكنة و 5أو  0نختار رقم للآحاد الذي يكون من الأرقام الزوجية أي 

مأخوذة من و بالتالي عدد الأعداد الزوجية ذات ثلاثة أرقام ). لا يمكن أن يكون في اليسار 0لأن (حالات لاختيار رقم المئات  5
     . 265=60:هو }9;6;5;3;1;0{ :اموعة

 5أي نختار رقم للآحاد هناك  1نعين عدد الأعداد التي لا تشمل الرقم  ؟يمكن تشكيله "  1" كم عددا يشمل على الرقم ) هـ
و ). لا يمكن أن يكون في اليسار 0لأن (حالات لاختيار رقم المئات  4حالات ممكنة وكذلك بالنسبة لرقم العشرات، بينما هناك 

   . 554=120:هو 1و التي لا تشمل الرقم  }9;6;5;3;1;0{ :مأخوذة من اموعةبالتالي عدد الأعداد ذات ثلاثة أرقام 
    . 60 = 120- 180:هو 1و التي تشمل الرقم  }9;6;5;3;1;0{ :مأخوذة من اموعةو بالتالي عدد الأعداد ذات ثلاثة أرقام 

 .}9;6;5;3;1;0{ :نريد تشكيل عدد طبيعي مكون من ثلاثة أرقام متمايزة مأخوذة من اموعة : 20 مثال 
 كم عددا زوجيا يمكن تشكيله ؟) يمكن تشكيله ؟  جـكم عددا فرديا ) كم عددا يمكن تشكيله ؟    ب) أ
  يمكن تشكيله ؟"  1" كم عددا يشمل على الرقم ) يمكن تشكيله ؟          هـ 5كم مضاعفا للعدد ) د

   :الحل
  

ثم نختار رقم ) لا يمكن أن يكون في اليسار 0لأن (حالات ممكنة  5نختار أولا رقم المئات هناك   ؟كم عددا يمكن تشكيله  )أ
و بالتالي . أرقام نختار من بينهم رقم الآحاد 4حالات ممكنة، يبقى  5العشرات من بين الخمسة أرقام الباقية فهناك 

     . 554=100:هو }9;6;5;3;1;0{ :متمايزة مأخوذة من اموعةعدد الأعداد ذات ثلاثة أرقام 
حالات ممكنة ثم  4هناك  9أو  1;3;5نختار أولا رقم الآحاد من بين الأرقام الفردية أي   ؟كم عددا فرديا يمكن تشكيله  )ب

حالات ممكنة ثم  4هناك ) لا يمكن أن يكون في اليسار 0لأن ( 0   نختار رقم المئات من بين الأرقام المتبقية ما عدا
و بالتالي عدد الأعداد الفردية ذات ثلاثة . حالات ممكنة 4 نختار رقم العشرات من بين الأربعة أرقام الباقية فهناك 

     444=64 :هو  }9;6;5;3;1;0{ :متمايزة مأخوذة من اموعةأرقام 
)Card(P= card(E) )- card   كم عددا زوجيا يمكن تشكيله ؟ )جـ തܲ)=100- 64=36      

أي نختار أولا رقم الآحاد من  5نعين عدد الأعداد التي هي ليست مضاعفا للعدد    ؟ يمكن تشكيله 5كم مضاعفا للعدد  )د
لا يمكن  0لأن ( 0حالات ممكنة ثم نختار رقم المئات من بين الأرقام المتبقية ما عدا   4هناك 9أو  6؛3؛1بين الأرقام  

. حالات ممكنة 4حالات ممكنة ثم نختار رقم العشرات من بين الأربعة أرقام الباقية فهناك  4هناك ) أن يكون في اليسار
: متمايزة مأخوذة من اموعةذات ثلاثة أرقام  5و بالتالي عدد الأعداد التي هي ليست مضاعفا للعدد 

       . 444=64:هو  }9;6;5;3;1;0{
  . 36 = 64 - 100:هو  }9;6;5;3;1;0{ :مأخوذة من اموعةذات ثلاثة أرقام  5عدد الأعداد مضاعفات و بالتالي 

  رقم المئات  رقم العشرات  رقم الآحاد
      



n p nCr = 

MATH ( 
 

(PRB) (nCr) 3 ENTRER p ENTRER n 

OPTN ( 
 

(PROB)  (nCr
 

F p EXn FF

          أي نختار أولا رقم 1نعين عدد الأعداد التي لا تشمل الرقم   ؟ يمكن تشكيله"  1" كم عددا يشمل على الرقم  )هـ
ثم نختار رقم العشرات من بين الأربعة أرقام الباقية ) لا يمكن أن يكون في اليسار 0لأن (حالات ممكنة  4المئات هناك 

متمايزة و بالتالي عدد الأعداد ذات ثلاثة أرقام . أرقام نختار من بينهم رقم الآحاد 3حالات ممكنة، يبقى  4فهناك 
و بالتالي عدد الأعداد    . 443= 48:هو  1و التي لا تشمل الرقم   }9;6;5;3;1;0{ :مأخوذة من اموعة

  . 52 = 48 - 100:هو 1و التي تشمل الرقم  }9;6;5;3;1;0{ :مأخوذة من اموعةذات ثلاثة أرقام متمايزة 
  :الترتیبات   ...444

1	:عدد طبيعي حيث  pو  )عدد طبيعي غير معدوم  n( عنصر   nمجموعة منتهية و غير خالية ذات    Eلتكن  ≤ ݌ ≤ ݊   

  
0	:عدد طبيعي حيث  pو  )عدد طبيعي n( عنصر   nمجموعة منتهية و غير خالية ذات    Eلتكن :االتوفیقات   ...555 ≤ ݌ ≤ ݊  

  

  
 موعة : البرھاننعلم أنه توجد مجموعة وحيدة من اE  موعة الخالية  0عدد عناصرهاأيو هي ا   و

௡଴ܥ:  بالتالي = عدد التبديلات الممكنة . Eعنصر من   pله   Eجزء من   Fو لنختار   p> 0نفرض الآن . 1
  .Eعنصر من   pهي ترتيبة   Fو كل تبديلة للمجموعة    !pهو    F للمجموعة

  :عنصر فنحصل على  pذات   Eنعيد نفس الشيء مع كل أجزاء 
௡ܣ: أي  !E ( pعنصر من  pذات  Eعدد أجزاء ( = Eعنصر من  pعدد ترتيبات 

௣ = !݌ × ௡ܥ
௣    و منه 

௡ܥ	
௣ =

஺೛
೛

௣!
= ௡!

௣!(௡ି௣)!
    

ଷଶହܥ   :مثال  = ଷଶ!
ହ!ଶ଻!

= 201376  
௡		ܥ	بالآلة الحاسبة العلمية يمكن حساب  :ملاحظة 

	௣. 
o  بالنسبة

 : للآلة الحاسبة البسيطة
o  بالنسبة

TI  : 

  :مبرھنة 
1: حيث  pو nمن أجل كل عددين طبيعيين  ≤ ݌ ≤ ௡ܥ،  ݊

௣ = ௡!
௣!(௡ି௣)!

   

 .عنصر pيشمل على   E، كل جزء من  Eعنصر من  pنسمي توفيقة  :تعریف   ---أأأ   

௡ܥ: نرمز لعدد هذه التوفيقات بالرمز
௣  أو ቀ	

݊
 "  nمن بين   p" و يقْرأ   ቁ	݌

  :ریفاتع 
 .Eعنصراً  متمايزة مثنى مثنى من  p، كل قائمة ذات   Eعنصر من  pنسمي ترتيبة   

௡ܣ: نرمز لعدد هذه الترتيبات بالرمز
௣ ܣ: حيث௡

௣ = ݊(݊ − 1)(݊ − 2) …(݊ − ݌ + 1) = ௡!
(௡ି௣)!

   
 .Eعنصر من   n، كل ترتيبة  Eعنصر من   nنسمي تبديلة ذات  

௡௡ܣ: نرمز لعدد هذه الترتيبات بالرمز = ݊!. 



o  بالنسبة
CASIO  : 

 :خواص   ---أأأ   

  
 البرھان :  
 ܥ௡

௡ି௣ = ௡!
(௡ି௣)!(௡ି(௡ି௣))!

= ௡!
(௡ି௣)!௡!

= ௡ܥ
௣ 

 ܥ௡ିଵ
௣ + ௡ିଵܥ

௣ିଵ = (௡ିଵ)!
௣!(௡ି௣ାଵ)!

+ (௡ିଵ)!
(௣ିଵ)!(௡ି௣)!

= (௡ିଵ)![(௡ି௣)ା௣]
௣!(௡ି௣)!

= ௡(௡ିଵ)!
௣!(௡ି௣)!

= ௡!
௣!(௡ି௣)!

= ௡ܥ
௣ 
௡ܥالجدول التالي يسمح بحساب  :مثلث باسكال  

௣ ܥبمعرفة العددين௡ିଵ
௣    ܥو௡ିଵ

௣ିଵ . 
  
  
  
  
  
  

 :دستور ثنائي الحد  

  
 نستعمل البرهان بالتراجع: البرھان  
  المساواة

ܽ)لأن     n=1صحيحة من أجل  + ܾ)ଵ = ܽ + ܾ = ଵ଴ܽܥ +   ଵଵܾܥ
  نفرض

݊أا صحيحة من أجل  ≥    n+1(a+b)ولنحسب   1
ܽ)         :  لدينا + ܾ)௡ାଵ = (ܽ + ܾ)௡(ܽ + ܾ) = (ܽ + ܾ)௡ܽ + (ܽ + ܾ)௡ܾ 

6 5 4 3 2 1 0 n      
p  

 
ܥ +ܥ             1  0 

          1 1 1  =         
        1 2 1 2    

     1 3 3 1 3    

    1 4  6 4  1 4      

  1  5  10 10 5 1 5      

      

 ؛ nو من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم    bو aمن أجل كل عددين مركبين   :مبرھنة 

(ܽ + ܾ)௡ 	= 	 ௡଴ܽ௡ܥ + ௡ଵܽ௡ିଵܾܥ + ௡ଶܽ௡ିଶܾଶܥ + ⋯+ ௡௡ܾ௡ܥ 		=
݊
∑ 	

݌ = 0
௡ܥ
௣ܽ௡ି௣ܾ௣   

(ܽ − ܾ)௡ 	= ௡଴ܽ௡ܥ − ௡ଵܽ௡ିଵܾܥ + ௡ଶܽ௡ିଶܾଶܥ −⋯+ (−1)௡ܥ௡௡ܾ௡ =
݊
∑ 	

݌ = 0
(−1)௡ܥ௡

௣ܽ௡ି௣ܾ௣   

  :مبرھنة 
o 

0: حيث   pو nن أجل كل عددين طبيعيين  ≤ ݌ ≤ ௡ܥ،  ݊
௣ = ௡ܥ

௡ି௣    

1 ≤ ݌ ≤ ݊ − ܥ1 = ܥ + ܥ



   6       الاحتمالات                                                                                                                        

C 
50 

F 
80 
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F
60 

T  
4

E 
100  

42 
27 18 

13 
  
 

 
 

1: حيث   pو  nبما أنه من أجل كل عددين طبيعيين  ≤ ݌ ≤ ݊ − ௡ܥ؛     1
௣ = ௡ିଵܥ

௣ + ௡ିଵܥ
௣ିଵ   

௡௡	ܥو   = ௡ାଵ௡ାଵܥ = ௡଴ܥو    1 = ௡ାଵ଴ܥ =   :فإن  1
 (ܽ + ܾ)௡ାଵ 	= 	 ௡ାଵ଴ܥ ܽ௡ାଵ + ௡ାଵଵܥ ܽ௡ܾ + ௡ାଵଶܥ ܽ௡ିଵܾଶ+. … + ௡ାଵ௡ܥ ܾܽ௡ +   			௡ାଵ௡ାଵܾ௡ାଵܥ
  .n+1فهي صحيحة من أجل  nبالتالي إذا كانت المساواة صحيحة من أجل  و

  .  nإذن المساواة صحيحة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
 2nو استنتج قيمة  n( 1 +1 )باستعمال دستور ثنائي الحد، أنشر عدد طبيعي،    n :مثال 

    :الحل 
 2௡ = (1 + 1)௡ 	= 	 ௡଴ܥ + ௡ଵܥ + .+௡ଶܥ … + ௡௡ିଵܥ + ௡௡ܥ 		= ∑ ௡ܥ

௣௣ୀ௡
௣ୀ଴  

  
  :المخططات –الشجرة  - استعمال الجداول   ...666

 . كرة المضرب مكرة القد: رياضتان مقترحتان. طفل 100يستقبل مركز ترقية  :01مثال 
o  الأيديرفعوا طفل  60هل تحب كرة القدم ؟ :عن السؤال. 
o الأيديرفعوا طفل  45هل تحب كرة المضرب ؟  : عن السؤال. 
o الأيديرفعوا طفل  18هل تحب كرة القدم و كرة المضرب؟ : عن السؤال. 

  (diagramme )نمثل هذه المعطيات على مخطط 
  
 

  يحبون كرة القدم فقط:                 
  يحبون كرة المضرب فقط:                 
   يحبون كرة القدم و كرة المضرب:                 
  كرة القدم و لا يحبون كرة المضرب       نلا يحبو:                 

  
  :كما يمكن تلخيص ذلك في جدول

E       ܨത ∩ തܶ  ܶ ∩        FT   T       Fܨ  തܨ
100 13 27 42 18 45  60 

  :شخص، أعطى النتائج التالية 100سبر أراء يشمل  :02مثال 
o  شخص أجابوا بنعم 50هل تستهلك القهوة بانتظام؟  :عن السؤال. 
o شخص أجابوا نعم 80هل تدخنون بانتظام ؟  : عن السؤال. 
o شخص أجابوا نعم  35هل تستهلك القهوة بانتظام و تدخنون بانتظام ؟ : عن السؤال. 

  (diagramme )نمثل هذه المعطيات على مخطط 
 

  فقط يستهلكون القهوة:                 
  فقطيدخنون :                 
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  يستهلكون القهوة و يدخنون:                 
  لا يستهلكون القهوة و لا يدخنون  :                 

  :كما يمكن تلخيص ذلك في جدول
E       ܥܨ ∩ ܨ   തܨ ∩        F C  F      C     ̅ܥ

150 55 15 45 35 80  50 
 يجيبالمترشح . و التي يجب عليها بصحيح أو خطأ في امتحان يطرح على كل مترشح مجموعة من أربعة أسئلة :30مثال 

 .باستعمال مخطط على شكل شجرة، عين كل الأجوبة الممكنة. على الأسئلة عشوائيا

 
43   2 1 

ܧيمكن كتابة كل التبديلات باستعمال شجرة :40مثال  = {ܽ	; ܾ	; ܿ} 

 
;	ܪ;ܣ}تشفير خرطوشة حبر مركبة من حرف من  :50مثال  ;	1}و رقم من  {ܶ;	ܵ 3	; 5} . 

 أكتب كل التشافير الممكنة ؟ باستعمال شجرة

a 

a 

a 

b 

b 

b 

b 

b 
c 

c 

c 

c 

c 

a  

a 

V 

V V 
V 

V 

V 

V 
V V 

V 

V 
V 

V 

V 
V 
V 

F 

F 

F 

F 
F 

F 

F 

F 

F 

F 

F F 

F 
F 
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 
 
 
 
 
 
 
 
 

III III...    
نسحب عشوائيا كرة . واحدة بيضاء، واحدة حمراء و واحدة خضراء: يحتوي كيس على ثلاث كرات :تمھیدي مثال 

 .من الكيس ونكتب لوا
  موعةمجموعة النتائج الممكنة هي ا   حيث :=B;R;V 
   سحب كرة حمراء يمثلR 
  كرة ليست بيضاء يمثلسحبR;V   
 سحب كرة صفراء يمثل   
  سحب كرة ليست سوداء يمثل       

 :مصطلحات   ...111
 كل عملية مبنية ، أي تجربة عشوائية :الحصول على عدة نتائج؛ هذه العملية التي نتائجها غير معروفة مسبقاً تسمى يمكن

  .على الحظ و نتائجها ليست معروفة مسبقاً
  تسمى مجموعة الإمكانيات. 
  كل عنصر من  و كل جزء من  إمكانيةيسمى يسمى حادثة.  
   تسمى كذلك الحادثة الأكيدة و تسمى الحادثة المستحيلة. 
 كل حادثة تشمل على عنصر واحد تسمى الحادثة الأولية. 
  إتحاد الحادثتانA  وB  هي الحادثةAB   تسمى كذلك الحادثة ، "A  أوB " 
 ع الحادثتان تقاطA  وB  هي الحادثةAB   تسمى كذلك الحادثة ، "A  وB " 
  عندما تكون الحادثةA B=  نقول أن لحادثتان ،A  وB غير متلائمتين. 
  للحادثة حادثة عكسيةنسميA  موعة المتممة للحادثة؛ اA  فيΩ .:نرمز لها بالرمز 	ܣ	തതത. 

A 

H 

S  

5 
1 
3  

T

5 
1 
3  

5 
1 
3  

5 
1 
3  
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 :قانون الاحتمال   ...222

  
 :ملاحظة 

 A  حادثة منΩ حيث :A=a1; a2; … ; ak      .p(A)= p(a1)+p(a2)+…+p(ak)     
 p()=1    وp()=0   

نمذجة    ---ببب   
 :تجربة عشوائیة

   موعةلما تشمل تجربة عشوائية عدد منته من المخارج، نعرف على ا=e1;e2;…;en  قانون احتمال ،
0)؛   iمن أجل كل : تحقق   (p1;p2;…;pn)و ذلك بإعطاء  متتالية أعداد  ≤ ݅ ≤ و    pi 0؛  (݊

p1+p2+….+pn =1 
 مجموعة الإمكانيات : عند القيام بتحقيق تجربة عشوائية، نقوم باختيار    احتمالقانون و p  معرف على .

 .التي تسمى فضاء احتمالي منته  ( ; p)نائيةنمذجة تجربة عشوائية هو اختيار الث
  loi -faible  des grands nombres –هناك مبرهنة مهمة في الرياضيات، تسمى قانون الأعداد الكبيرة :ملاحظة 

-  
  على مجموعة منتهية، تواتر عناصر هذه  pفي العالم الأكاديمي المعرف بقانون احتمال : يمكن أن نعبر عنها كما يلي

 .يتزايد بكثرة  nتجربة متماثلة و مستقلة تؤول غلى احتمالات لما   nاموعات في متتالية لـ 
 :حالة خاصة   ---ججج   
  )أو تساوي الاحتمالات( عندما يكون لكل الحوادث الأولية نفس الاحتمال، نقول أن قانون الاحتمال متساوي التوزيع  

     =e1;e2;…;enمجموعة منتهية من الإمكانيات وp  على  احتمال معرف .A  حادثة  

(ଵ݁)݌ = (ଶ݁)݌ = ⋯ = (௡݁)݌ = ଵ
௡

(ܣ)݌و       =
஺	عناصر	عدد	
	عناصر	عدد

= ௖௔௥ௗ(஺)
௖௔௥ௗ()

  
 :خواص   ---ددد   

 A  10. حادثة ≤ (ܣ)݌ ≤ 1  
 A   وB  أي( حادثتان غير متلائمتان  AB=      (p(AB)=p(A)+p(B)   
 A   وB      حادثتان كيفيتانp(AB)=p(A)+p(B)-p(AB)   
 p()=1        وp()=0 
 	ܣ	തതത  الحادثة المعاكسة للحادثةA   .݌(	ܣ	തതത) + (ܣ)݌ = 1 

 :المتغیر العشوائي   ...333
  :مثال تمھیدي 

  DA 10و نخسر " ظهر " كلما كانت النتيجة   DA 20نربح . قطعة نقدية متجانسة متتابعاتنرمي ثلاث مرات 
  ).ربح أو خسارة( الربح الجبري المحصل عليه بعد ثلاث رميات Xليكن . "وجه " كلما كانت النتيجة 

  .مجموعة منتهية من الإمكانيات=e1;e2;…;en    :تعریف   ---أأأ   
عدد حقيقي من اال  ωلتجربة عشوائية، كل دالة ترفق بكل حادثة من  pنسمي قانون احتمال  

[	;  p(e1)+p(e2)+…+p(en)=1  : ، تحقق[1
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   =PPP ; PPF; PFP; FPP; PFF;FPF; FFP; FFF: هي مجموعة الإمكانيات

  X()=-30 ; 0 ; 30 ; 60: القيم الممكنة هي
  تسمى المتغير العشوائي المعرف على   X.نحصل على دالة ترفق بكل مخرج عدد حقيقي

  
 
 

  : ملاحظات 
 {ܺ = ݇} = {߱ ∈ (߱)ܺ:ߗ = ܺ} و {݇ > ݇} = {߱ ∈ (߱)ܺ:ߗ > ݇}  

    : مثال 
{ܺ = 30} =     {ܲܲܨ;	ܲܨܲ;	ܨܲܲ}

 :قانون الاحتمال   ---أأأ   

   
  .عمليا، نمثل قانون الاحتمال على شكل جدول  :ةملاحظ 

 :مثال 
 xi 30- 0 30 60  اموع

1 
    

pi 

  :الأمل الریاضي، التباین و الانحراف المعیاري   ---ببب   

  :تعریف 
   nمجموعة منتهية أصلها  X()حيث   متغير عشوائي معرف على   Xو  احتمال معرف على   pليكن  

xi  (1عندما نرفق بكل قيمة  ≤ ݅ ≤ ، نقول أنه نعرف قانون احتمال   "X=xi"، احتمالات الحوادث Xمن  (݊
PX   للمتغير العشوائيX. 

 . متغير عشوائي، كل دالة عددية معرفة على نسمي  تعریف   ---أأأ   

P 

P 
P 

P 

P 

P 
P 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

X 
60  
30  
30  
0  

30  
0  
0  

-30 
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  :الأمل الریاضي خواص 

  

   
ملاح 

  .لحساب التباين ، من الأحسن إتباع هذه الطريقة :ظة
 البرھان :  

                    
          

                                              
 .ثلاثة مراتلنرجع إلى المثال الخاص برمي قطعة نقدية : مثال 

 xi 30- 0 30 60  اموع

1  
      pi 

   
0  

  xi pi 

 :الطريقة العملية لحساب التباين : Koenig-Huyghens دستور  :مبرھنة 
                    ܸ(ܺ) = (ଶܺ)ܧ −  ଶ[(ܺ)ܧ]

 . احتمال معرف على   pو  nالتي أصلها  معرفتان على نفس مجموعة الإمكانيات   Yو  Xلتكن   :مبرھنة 
 

(X+Y)=E(X)+E(Y) 
 

 ، ن أجل كل عدد حقيقي 

مجموعة   X()حيث   متغير عشوائي معرف على   Xو  احتمال معرف على   pليكن  :تعاریف 
(ߗ)ܺ . nمنتهية أصلها = ;ଵݔ} ;	ଶݔ	 … . . ;   {௡ݔ

 :، و المعرف بـ E(X)هو العدد الحقيقي، الذي نرمز له بالرمز   Xشوائي عللمتغير ال الأمل الرياضي 

(ܺ)ܧ                  =
݊
∑ 	
݅ = 1

௜ݔ௜݌ = ଵݔଵ݌ + ଶݔଶ݌ + ⋯ .   ௡ݔ௡݌+

 :، و المعرف بـ V(X)هو العدد الحقيقي، الذي نرمز له بالرمز   Xللمتغير العشوائي  التباين 

                      ܸ(ܺ) = ܧ ቀ൫ܺ − ൯ଶቁ(ܺ)ܧ =
݊
∑ 	
݅ = 1

௜ݔ)௜݌ −   ଶ((ܺ)ܧ

 :  ، و المعرف بـ (X)هو العدد الحقيقي، الذي نرمز له بالرمز   Xللمتغير العشوائي  الانحراف المعياري 
(ܺ)ߪ = ඥܸ(ܺ)  
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0  

  xi 
2 pi 

 :  الأمل الرياضي
   

  :  التباين
  :  الانحراف المعياري

 :و الانحراف المعیاري خواص التباین 

  
III III III...   الاحتمالات الشرطیة: 
 :أمثلة ـ الشجرة المثقلة ـ تعاریف   ...111

 من التلاميذ بنات  % 65في ثانوية،  :مثال(F) . هن خارجيات   % 85من بين البنات(E) ؛ من بين الذكورG ،
خارجي أو ( الصفةو ) ذكور أو إناث( الجنس: نسأل عشوائيا تلميذ من الثانوية وتم بمعيارين  % 90هذه النسبة هي

    .الشجرة المثقلة :هذه الوضعية يمكن تمثيلها بواسطة الشكل التالي و يسمى. )لا 
 رسم الفروع: 

o في البداية، هناك إمكانيتان: F أوG  الممثلان بفرعين ،. 
o  من العقدةFتوجد حالتين ،:E   حسب صفة البنت خارجية أو لاأو،. 
o  نفس الشيء بالنسبة للعقدةG.  

 
 الكتابة على الفروع: 

o  على الفرع — F نضع ، p(F)  ).في هذا المثال p(F)=0,65 .( 
o  على الفرعF — E  نرمز  0,85 ، نضع احتمال أن تكون البنت المختارة خارجية، هذا الاحتمال يساوي ،

 .أن محققة F علما Eاحتمال : ؛ و يقْرأ  لها بالرمز
  ).1لأن  (  ليست خارجيات أي  % 15 نعلم أن من بين البنات هناك

o نكمل الشجرة بنفس الطريقة انطلاقا من العقدة G. 
  ثة على الشجرةدتمثيل حا: 

F 

G 

E 

E 

0,65 

0,35 

0,85 

0,90 

0,10 

0,15 

  .عددان حقيقيان  bو   aليكن .  متغير عشوائي معرف على   Xلتكن  :مبرھنة 
 

V(aX)=a2 V(X)           ߪو(ܽܺ) =     (ܺ)ߪ|ܽ|
 

(X+b)=V(X)             و(X+b)= (X)   
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  ."التلميذ المختار هو من بنت خارجية  ": يمثل الحادثة  " le chemin "  المسار

  .لنحسب احتمالها .  F Eهذه الحادثة هي 
و عدد عناصر البنات الخارجيات  0,65N، عدد البنات هو )عدد تلاميذ الثانوية ( لتكرار الثانوية  Nنرمز بـ 

   :بما أننا في حالة تساوي الاحتمالات ،فإن.  N 0,65×0,85هو 
      

  . ومنه    ـ Fـ   Eهو جداء الاحتمالين المكتوبين على   و بالتالي 
   :عريف التاليتبصفة عامة نضع ال

  
 قواعد استعمال شجرة: 
  اية طرف الشجرة، يمثل تقاطعات كل الحوادث الموجودة في مساره فرع يبدأ من البداية حتى "son chemin " 
  1مجموع الاحتمالات المكتوبة في على الفروع المرسومة من نفس العقدة يساوي  :قانون العقدة :01القاعدة 
  ساراحتمال الحادثة الممثلة بطرق تساوي جداء الاحتمالات المكتوبة في فروع هذا الم :02القاعدة.   
 فهم الشجرة المثقلة: 
 الموالية الممكنةيجب معرفة احتمالات كل المراحل . كل عقدة من الشجرة تمثل مرحلة من التجربة.  
 سارعلى الم   :C   ـB   ـA   ـ   مثلا ، نكتب الاحتمالاتp(A)   ،pA(B)  ،pAB(C)  ، 

 . A  B  Cيمثل الحادثة سار هذا الم
  :إليك الشجرة التالية :مثال

  
 .عين الاحتمالات الناقصة   111
 .،  ،  ،   p(AB)أحسب    222

 :و حساب الاحتمالات المطلوبة تعيين الاحتمالات الناقصة :الحل 

A  
B 

B 

0,4 

0,6 

0,7 

  . p(A)  0حادثتان من نفس تجربة عشوائية مع   Bو   A : تعریف 
                          :المعرف بـو  pA(B)محققة، هو العدد الحقيقي الذي نرمز له بالرمز  Aعلما أن   Bاحتمال الحادثة 

(ܤ)஺݌ = ௣(஺∩஻)
௣(஺) 
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 :Ap(B)تفسیر     ...222

  مجموعة الإمكانيات  Aمحققة، تصبح   Aبما أن . " Bو  A  "  هو B، المسلك الوحيد الذي سيحقق Aعندما تتحقق الحادثة 
  مع الاحتمال الغير   ABبالاحتمال الغير الشرطي للحادثة   بالمقارنة pA(B)و بالتالي نحصل على   ABبالنسبة للحادثة  
  :  Aالشرطي للحادثة  

    
 :Ap(B)فائدة     ...333

  .تسمح لنا بحسابه  pB(A)أو   pA(B)صعب ومعرفة  p(AB)غالبا ما يكون الاحتمال 
p(AB)= p(A) pA(B)      وp(AB)= p(B) pB(A)   .  

  :، لقد قررنا المراقبة التالية - défectueuses -من القطع المصنوعة معيبة   % 2في ورشة عمل، : مثال
 0,96إذا كانت القطعة جيدة، فإن احتمال قبولها هو  . 
  0,98إذا كانت القطعة معيبة، فإن احتمال رفضها هو. 

القطعة المختارة جيدة  ":للحادثة    Eنرمز بـ. نختار عشوائيا قطعة و نفرض أن كل الاختيارات متساوية الاحتمال
  ؟ Eما هو احتمال الحادثة  "و مرفوضة 

  "القطعة مقبولة"للحادثة  Bو  "القطعة جيدة  ": للحادثة Bنرمز بـ : الحل

  

A  
B 

B 

0,4 

0,6 

0,7 0,6 

0,4 

0,3 

p 
  p(AB)= 0,24 

࡭)࢖ ∩   ഥ)=0,16࡮

ഥ࡭)࢖ ∩   0,42 = (࡮

ഥ࡭)࢖ ∩  ഥ)=0,18࡮

 



   15       الاحتمالات                                                                                                                        

  
IIIVVV...   لاحتمالات الكلیةا: 

غير متلائمة مثنى مثنى،   A1  ،A2  ،..... ،Anإتحاد الحوادث   Eالحادثة  إذا كانت   :اتحاد حوادث غیر متلائمة   ...111
         p(E)=p(A1)+p(A2)+…+p(An) :فإن 

  :دستور الاحتمالات الكلیة   ...222
 :مثال   ---أأأ   

 .من إنتاج مؤسسة   % 40،   % 35،   % 25تحقق  M1 ،M2 ،M3ثلاث ماكينات  
نختار عشوائيا قطعة من . على التوالي للقطع المنتجة من هذه الماكينات هي معطبة   % 3،  % 2،  % 1نقدر بـ  

 .≫القطعة جيدة≪	:   Bالهدف هو حساب الحادثة. الإنتاج علما أن كل الاختيارات متساوية الاحتمال
  .على التوالي i=1 ،i=2  ،i=3مع  ≫	Miالقطعة منتجة من الماكينة ≪	:الحادثة M1 ،M2 ،M3نرمز بـ 

  .لنوضح ذلك بشجرة مثقلة

    
  

  :ـ و التي تمثل الحوادث M3ـ Bـ ،  M2ـ Bـ ،  M1ـ B  : Bثلاثة فروع تؤدي إلى الحادثة 
 M1B   ،M21B   ،M3B   وبالتاليB   هي اتحاد الحوادثM1B   وM21B   وM3B   
  .p(B)=p(M1B)+p(M2 B) +p(M3B) :    حوادث غير متلائمة مثنى مثنى، و منه 

  فإن  : و بما أن 

ܤ

ܤ

B 

B 
M1 

M2 

M3 

ܤ

B 
0,25 

0,35 

0,40 

0,99 

0,01 
0,98 

0,02 

0,97 

0,03 

p  

0,2475  

0,0025  

0,3430  

0,0700  

0,3880  

0,0120  

A  

ܤ

B 0,98 

0,96 

0,02 

ܣ

0,02 

0,04 

0,98 

p 
  p(BA)= 0,9408 

P(B࡭ഥ)=0,0392  

࢖

 0,0196=(ഥ࡭ഥ࡮)࢖

 
ܣ

A  
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p(B)= + + =0,2475+0,343+0,388=0,9785  

  :الحالة العامة   ---ببب   
  .، غير متلائمة مثنى مثنى A1  ،A2  ،..... ،Anالحوادث مجموعة إمكانيات تجربة عشوائية، إتحاد  ليكن 

 p(B)=p(A1B)+p(A2 B) +…+p(AnB) = + +...+  
  :هذا القانون يترجم، على شجرة مثقلة، بالقاعدة التالية :استعمال شجرة مثقلة:نتيجة   ---ججج   

  .Eالمؤدية للحادثة  ساراتهو مجموع احتمالات الم Eاحتمال الحادثة  :03القاعدة 
  فھم الدرس: ملاحظات 

  :توضيح الاحتمالات الكلية 
  :يمكن تمثيلها على الشكل التالي Bفي المثال السابق ،الحادثة 

قطعة مصنوعة بماكينة لا يمكن أن تصنع بماكينة (غير متلائمة مثنى   M3Bو   M21Bو   M1Bالحوادث 
  )Bنقول أن هذه الحوادث تشكل تجزئة للحادثة . ( Bو إتحادها هي ) أخرى

  .p(B)=p(M1B)+p(M2 B) +p(M3B): و بالتالي

  
 

  :اختيار الطريق الصحيح 
  .المؤدي إلى الحادثة التي نبحث عنها سارليس من الضروري دائما إنشاء شجرة مثقلة، غالبا ما نعرف الم

  ـ  M3ـ Bـ ،  M2ـ Bـ ،  M1ـ B  ساراتهي إتحاد الحوادث الممثلة بالم  Bفمثلا في المثال السابق، الحادثة 
  .03و بالتالي يمكن حساب احتمالها مباشرة باستعمال القاعدة 

عند  Aمن الأولاد لديهم مرض   % 1من البنات و   % 2نعلم أن . 0,45في مدينة ما، احتمال ولادة طفل هي :01مثال
  .نختار عشوائيا مولود جديد. الولادة
 ما احتمال أن يكون المولود الجديد من الذين يعانون من المرض ؟ .1
 ما احتمال أن يكون المولود الجديد المريض ، بنت ؟ .2
  ."	 Aالمولود الجديد لديه المرض  " Mو   "ولادة بنت " F،  "ولادة طفل  " Gنعتبر الحوادث   :الحل

  .من المعطيات، الاختيارات متساوية الاحتمالات
  : إنشاء الشجرة

B 

M1 M2 M3 

M1  ܤത M2  ܤത 

M1 B   
M3  ܤത 

M2 B   M3 B   
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  =0,056p(M)=0,045 +0,011 :من الذين يعانون من المرض احتمال أن يكون المولود الجديد    111
    : المريض ، بنت احتمال أن يكون المولود الجديد    222

نقوم بسحبتين متتابعتين . يحتوي كيس على ثلاث كرات حمراء و خمس كرات بيضاء غير معروفة عند اللمس:02مثال
 ما احتمال الحصول على كرة بيضاء في السحب الثاني ؟. بدون إرجاع عشوائيا

  ."الكرة المسحوبة بيضاء" B،  "الكرة المسحوبة سوداء  " Nنعتبر الحادثتين :  الحل
  .من المعطيات، السحبات متساوية الاحتمالات

  : إنشاء الشجرة

  
   :احتمال الحصول على كرة بيضاء في السحب الثاني

VVV...    الاستقلالیة: 
  :استقلالیة حادثتین   ...111
A    وB   حادثتان من نفس التجربة العشوائية حيثp(A) 0   وp(B)  0.  

  ، وهذا معناه أن   Bتتحقق بدون تغيير في احتمال الحصول على الحادثة  Aفي بعض الحالات ،معرفة أن الحادثة 
PA(B) =p(B )  .نقول أن الحادثة B   مستقلة عن الحادثةA .  

 : لدينا
   .Bمستقلة عن  Aويستنتج من ذلك أن   Aبـ Bو   Bبـ  Aبما أن هذه المساواة لا تتغير إذا استبدلنا 

  
 
 : استقلالیة متغریین عشوائیین   ...222

مستقلتان  p(B)  0و   p(A) 0من نفس التجربة العشوائية حيث    Bو    Aالقول أن حادثتين  : تعریف 
ܣ)݌:  معناه أن ∩ (ܤ = (ܤ)݌ ×     (ܣ)݌

B 

R 

p  

R 

R 

B 

B 

G 

F 

M 

M 

ܯ

ܯ

0,45 

0,55 

0,01 

0,99 
0,02 

0,98 

0,0450 

0,4455 

0,0110 

0,5390 

p  
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غالبا لا تعتمد تجربة جزئية . في بعض الأحيان، تجربة عشوائية تؤدي إلى إجراء عدة تجارب جزئية :تجارب مستقلة   ...333

  .نقول حينئذ أن هذه التجارب مستقلة. على كل التجارب التي سبقتها
 تحتوي ثلاث صناديق  :تمهيدي مثالU1  ،U2  ،U3  نسحب .  2009،  1962،   1954على التوالي على أرقام الأعداد

  ."999 الحصول على	": نريد حساب احتمال الحادثة .  U3ثم رقم    U2ثم رقم   U1رقم من 
  :الحل

  
 : هو "999 الحصول على	": احتمال الحادثة  
 الحالة العامة :  

E   تجربة عشوائية مكونة منn  تجربة جزئيةE1   ،E2 ،.... ،En.   
  .Eiنتائج من  (e1 ; e2 ; …; en )هو كل متتالية مرتبة   Eمخرج من 
  .Eiلقوانين الاحتمالات على   p1 ; p2 ; ….; pnنرمز بـ 
    p( e1 ; e2 ; …; en)= p1(e1); p2(e 2) …. pn(e n): نتقبل أن

  
  .مزورتان Cو  Bمتجانسة و القطعتان  Aالقطعة . A  ،B  ،Cنتوفر على ثلاث قطع نقدية  :مثال

احتمال  Cو بالنسبة للقطعة " الوجه" هو ربع احتمال الحصول على " الظهر" احتمال الحصول على   Bبالنسبة للقطعة 
  ".الوجه" هو ثلاث مرات احتمال الحصول على " الظهر" الحصول على 

  "وجه" ما احتمال الحصول على مرة واحدة فقط على 
  :الحل

  :     Aبالنسبة للقطعة 
  و    :     Bبالنسبة للقطعة 
  و    :   Cبالنسبة للقطعة 

  :إنشاء الشجرة

 

4 
4 

9 

1
 

9 
5 

1 
9 
5 

2 
0 

1
4 1

4

1
4

 : تعریف 
 X   وY  متغيران عشوائيان معرفان على  تأخذ على التوالي القيمxi (1 ≤ i ≤ n )   وyj (1 ≤ j ≤ q )  

 .مستقلتان" Y=yj" و "  X=xi" ، الحادثتان  jو كل  iمستقلتان معناه  أنه، من أجل كل  Yو   Xالقول أن 
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  " وجه" الحصول على مرة واحدة فقط على "  :للحادثة Aنرمز بـ 

        

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
    :TD1إنشاء و استعمال شجرة مثقلة: 

III...   ستة حمراء و أربعة خضراء : يحتوي صندوق على عشر كرات غير معروفة عند اللمس :نماذج مرجعية 

  
  :سحب بالإعادة   111

  .نعيد إذن التجربة مرتين. نكتب لون الكرة المسحوبة .نسحب بالتتابع كرتان مع إعادة الكرة قبل سحب الموالية
  .من المعطيات، السحبات متساوية الاحتمال 

 

P 

P 
P 

P 

P 

P 

P 

F 

F 

F 

F 

F 

F 
F 

1
2

1
2

1
5
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1
5

4
5

3
4

3
4

3
4

3
4

1
4

1
4

1
4

1
4
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 .أتمم الشجرة المرفقة بالتجربة   ---أأأ   

 
  : نرمز للحوادث بـ

V1 ":؛     "الحصول على كرة خضراء في السحب الأولR1 ":الحصول على كرة حمراء في السحب الأول"  
V2 ":؛      "الحصول على كرة خضراء في السحب الثانيR2 ":الحصول على كرة حمراء في السحب الثاني"  

  :الحوادث التاليةاستنتج احتمالات    ---ببب   
A ":الحصول على كرتين من نفس اللون"  
B ":الحصول على كرتين مختلفتين في اللون" 
  :سحب بدون إعادة   222

  .نكتب لون الكرة المسحوبة .نسحب بالتتابع كرتان بدون إعادة الكرة قبل سحب الموالية
  .من المعطيات، السحبات متساوية الاحتمال   .السحب الثاني إذن مشروط بنتائج السحب الأول

 .أتمم الشجرة المرفقة بالتجربة   ---أأأ   
  

 
  : نرمز للحوادث بـ

V1 ":؛      "الحصول على كرة خضراء في السحب الأولR1 ":الحصول على كرة حمراء في السحب الأول"  
V2 ":؛       "الحصول على كرة خضراء في السحب الثانيR2 ":الحصول على كرة حمراء في السحب الثاني"  

  :الحوادث التاليةاستنتج احتمالات    ---ببب   
A ":الحصول على كرتين من نفس اللون"  
B ":الحصول على كرتين مختلفتين في اللون"  

 :  الحل
III...   نماذج مرجعية: 

  ستة حمراء و أربعة خضراء : يحتوي صندوق على عشر كرات غير معروفة عند اللمس

R2 

.... 

.... 

.... 

.... 

.... 

.... R2 

R1 

V2 

V2 

V1 

R2 

.... 

.... 

.... 

.... 

.... 

.... R2 

R1 

V2 

V2 

V1 
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  .نسحب بالتتابع كرتان مع إعادة الكرة قبل سحب الموالية : سحب بالإعادة   111

 :إتمام الشجرة المرفقة بالتجربة   ---أأأ   

  
 :ج احتمالات الحوادث التاليةااستنت   ---ببب   

A ":الحصول على كرتين من نفس اللون"                
B ":الحصول على كرتين مختلفتين في اللون"              
  :ملاحظة 

  
  
  
  
  
  
  
  
 .كرتان بدون إعادة الكرة قبل سحب الموالية نسحب بالتتابع :سحب بدون إعادة   222

 :إتمام الشجرة المرفقة بالتجربة    ---أأأ   

 

R2 

R2 

R1 

V2 

V2 

V1 

36
100

24
100

24
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16
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 :ج احتمالات الحوادث التاليةااستنت   ---ببب   

A ":الحصول على كرتين من نفس اللون"         
B ":الحصول على كرتين مختلفتين في اللون"      

     :ملاحظة 
III III...   تتابع التجارب: 

  
  .  S1 ،S2 ،.... ،Snكيس قريصات  n لدينا 

S1 يحتوي على قريصتان سوداوان و واحدة بيضاء و كل كيس من الباقي يحتوي على قريصة سوداء و قريصة بيضاء.  
  :نقترح دراسة تطور السحبات المتتالية لقريصة حسب البروتوكول التالي

  نسحب قريصة منS1: 
  نضعها فيS2  ثم نسحب قريصة منS2 : 
  نضعها فيS3 و هكذا.... 

حادثته  و " بيضاء Skالقريصة المسحوبة من " الحادثة   Ek، نرمز بـ   k ≤ n ≥1: حيث kمن أجل كل عدد طبيعي 
  . pkهو   Ekاحتمال الحادثة . المعاكسة

 :بدء العملية   111
 .S2، ثم في  S1مثل بشجرة السحب في    ---أأأ   
 . p2ثم أحسب   p1أذكر    ---ببب   

 :pk+1و  pkعلاقة بين    222
 .  Sk+1   ،( 1≤ k ≤ n )و  Skفي الكيسين   أتمم الشجرة المقابلة و التي تمثل السحبات   ---أأأ   

   S1 S2 S3    

 

R2 

R2 

R1 

V2 

V2 

V1 

30
90

24
90

24
90

12
90
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  . و   عين أولا    :مساعدة

 . :  استنتج أن   ---ببب   
 : (pn)دراسة متتالية    333

 . ،  nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم    ---أأأ   
 ما هو التفسير العملي لهذه النتيجة ؟. ∞+يؤول إلى  nلما    pnاستنتج النهاية لـ    ---ببب   
  :  الحل

  
  .  S1 ،S2 ،.... ،Snكيس قريصات  n لدينا  :تتابع التجارب

 :بدء العملية   111
 :S2، ثم في  S1ل بشجرة السحب في يثتم   ---أأأ   

  
 : p2ثم أحسب   p1أذكر    ---ببب   

   ؛       
  
  
  
  

B 
B 

B 
N 

N 

N 

૚

૛

૛

૚

૚

૛

P 
 

 

 

 

 S2من   S1من 

   S1 S2 S3    

.... 

.... 

.... 

.... 

.... 

.... 

Ek  

Ek+1 

Ek+1 

തܧ

തܧ



   24       الاحتمالات                                                                                                                        
 :pk+1و  pkعلاقة بين    222

 إتمام الشجرة المقابلة   ---أأأ   

  
  : :  ج أنااستنت   ---ببب   

  و   : لدينا
Pk+1 =pk  +(1-pk ) =   

  ومنه  
 : (pn)متتالية  دراسة   333

 . ،  nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ن   ---أأأ   
o  نتحقق من صحتها من أجلn=1   

  )صحيحة(    و      ;  : لدينا
o  ا صحيحة من أجلنفرض أn  ا صحيحة من أجلو لنبرهن أn+1  أي لنبرهن أن  

  : pn+1لنحسب 

    
  )  n+1صحيحة من أجل (  
o من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  :الخلاصةn  ، .  

        :∞+يؤول إلى  nلما    pnج النهاية لـ ااستنت   ---ببب   
   التفسير العملي لهذه النتيجة ؟ 

  .هو احتمال سحب كرة بيضاء من كيس يحتوي على كرتين إحداهما بيضاء و الأخرى سوداء   
 :TD2 و احتمالات شرطيةمتغير عشوائي: 

لا يتعدى    Xنفرض أن عدد الزبائن . Xعدد الزبائن اللذين يأتون في خمس دقائق لمضخة في محطة خدمة هو متغير عشوائي 
  :معطى في الجدول التالي   Xقانون احتمال . اثنان

  iعدد الزبائن 0 1 2

0,4 0,5  0,1 P(X=i)  

  .0,6و احتمال أن يشتري المازوت هو  0,4احتمال أن يشتري زبون البنزين هو . كل زبون يشتري البنزين أو المازوت

Ek+1 

തܧ

 Sk+1  من Sk  من

pk  

1 - pk 
Ek+1 

തܧ

Ek  
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  زبون iيأتي " ، أي الحادثة  (X=i)الحادثة  Ciنرمز بالرمز . اختيار زبون مستقل عن اختيارات الآخرين و عدد الزبائن 
  . 2إلى  0من  iمن أجل " إلى المضخة  

  .الحالات الممكنة ملخصة في الشجرة التاليةمختلف 
  "زبون واحد فقط يشتري البنزين " للحادثة  Eنرمز بـ 

 .أتمم الشجرة) أ   ...111

 
  . p(C1  E )أحسب ) ب

  . p(C2  E )أحسب .  برر أن ) جـ
  " )في خمس دقائق، زبون واحد يشتري البنزين " احتمال الحادثة (    p(E)استنتج من الأسئلة السابقة قيمة ) د
222...   Y  هو المتغير العشوائي المساوي لعدد الزبائن الذين يشترون البنزين في خمس دقائق. 
 ؟ Yما هي قيم   -أ 
 .Yعين قانون احتمال   - ب 
 .(X ; Y)ضع جدول يعطي قانون الثنائية   -ج 
  مستقلان ؟ Yو  Xهل المتغيران العشوائيان   -د 

  :معطى في الجدول التالي   Xقانون احتمال   : الحل
 

 :إتمام الشجرة) أ

 
 

   1p(C :   0,2 E )= 1P(C ( Eحساب ) ب

  iعدد الزبائن 0 1 2
0,4 0,5  0,1 P(X=i) 

0,064 

0,096 

0,096  

0,144 

p  
0,1 

0,2  

0,3 

0,4 

0,1 

0,5 
0,4 

0,4 
0,4 

0,4 

0,6 

0,6 

0,6 

0,6 

C0 

C1 

C2 

ess 

ess 

gas 

gas 

gas 

gas 

ess 

ess 

C0 

C1 

C2 

ess 

ess 
ga
 

ga
 

ga
 

ga
 

ess 

ess 
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       : ر أن يالتبر) جـ

    : p(C2  E )ب احس 
  " )في خمس دقائق، زبون واحد يشتري البنزين " احتمال الحادثة (   p(E)ج من الأسئلة السابقة قيمة ااستنت) د

0,3922 = E)=0 + 0,2 +0,192E)+p(C1E)+p(C0))=p(C2C1C0(Cp(E)=p(E 
333...   Y  هو المتغير العشوائي المساوي لعدد الزبائن الذين يشترون البنزين في خمس دقائق. 
 :   Yقيم   - أ 
 :Yين قانون احتمال يعت  - ب 

 yi 0 1 2  اموع

1 0,064 0,392 0,544 p(Y= yi) 

 :(X ; Y)جدول يعطي قانون الثنائية   - ج 
  2 1 0 

X  
 
Y  

0,544 0,144 0,3 0,1 0 

0,392 0,192 0,2 0 1 

0,064 0,064 0 0 2 

1 0,4 0,5 0,1   
  مستقلان ؟ Yو  Xهل المتغيران العشوائيان   - د 

  :لأن مستقلانغير  Yو  Xالمتغيران العشوائيان 
 p(X=0).p(Y= 0)= 0,5440,1=0,0544       وp((X=0)(Y= 0))=0,1   

   p((X=0)(Y= 0)) p(X=0).p(Y= 0)أي   
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VVVIII...   قوانین الاحتمالات  

  
  :رميات متتابعة لزهرة نرد :   النشاط الأول

  .5نرمي زهرة نرد متجانس أربع مرات متتابعة وتم بعدد مرات ظهور الرقم 
  " .فشل" تسمى  ، حادثته المعاكسة " نجاح " ، يسمى " 5ظهور الرقم : " الحادثة Sنسمي 

  .نفرض أن الرميات مستقلة و يمكن تمثيل التجربة بواسطة شجرة مثقلة
 موعة : نتيجة تجربةنسمي نتيجة تجربة كل قائمة لأربعة حروف مأخوذة من ا }S سارممثلة بموهي }   ؛  " chemin " 
 نرمز بـ : متغير عشوائيX    للمتغير العشوائي المساوي لعدد تحقيقاتS   أثناء الأربع الرميات.   

  
  .  Xالهدف من التجربة هو تعيين قانون احتمال المتغير العشوائي 

 ؟  Xما هي قيم    111
 .أتمم الشجرة بوضع الاحتمالات على كل فرع   222
 :باستعمال الشجرة، أجب على الأسئلة التالية   333

 .p( X = 4)ثم  p(X = 0 )أحسب    ---أأأ   
 . p( X = 3)ثم  p(X = 1 )أحسب    ---ببب   
 . p(X =2 )في الأخير أحسب      ---ججج   
 . Xشكل جدول قانون احتمال    ---ددد   

 . نقترح إيجاد هذه النتائج باستعمال تقنيات العد   444
  الخانات    أو   Sنحصل على كل مخرج بتعمير بـ 

        

S 

S 
S S 

S 

S 
S 

S 

S 

S 

S 

S 

S 
S 

S 	തܵത

	ܵ	തതത 
    

	ܵ	തതത 
    

	ܵ	തതത 
    

	ܵ	തതത 
    

	ܵ	തതത 
    

	ܵ	തതത 
    

	ܵ	തതത 
    

	ܵ	തതത 
    

	ܵ	തതത 
    
	ܵ	തതത 

    
	ܵ	തതത 

    
	ܵ	തതത 

    
	ܵ	തതത 

    
	ܵ	തതത 
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 .S، أربعة   Sمرتان، ثلاثة  Sواحد،   S، ثم  Sعد باستعمال التوفيقات، القائمات التي لا تحتوي على     ---أأأ   
 .Xأوجد إذن قانون احتمال . له نفس الاحتمال ( k ≤ 4 ≥ 0 )مع "   X = k" برر أن كل مخرج للحادثة    ---ببب   

   : تحقق باستعمال قانون ثنائي الحد أن   ---ججج   

  :الحل
   :  Xقيم    111
 :م الشجرة بوضع الاحتمالات على كل فرعاتمإ   222

 
 :باستعمال الشجرة، أجب على الأسئلة التالية   333

 ؛              : p( X = 4)ثم  p(X = 0 )ب احس   ---أأأ   
 ؛             :p( X = 3)ثم  p(X = 1 )ب احس   ---ببب   
                             : p(X =2 )ب  احس    ---ججج   
 : Xقانون احتمال    ---ددد   

 xi 0 1 2 3  4  اموع

1  1/1296 5/324 25/216 125/324 625/1296 pi 

  الخانات    أو   Sنحصل على كل مخرج بتعمير بـ . نقترح إيجاد هذه النتائج باستعمال تقنيات العد   444
 .S، أربعة   Sمرتان، ثلاثة  Sواحد،   S، ثم  Sعد باستعمال التوفيقات، القائمات التي لا تحتوي على     ---أأأ   

1/6 

1/6 
1/6 

1/6 

1/6 

1/6 
1/6 

1/6 

1/6 
1/6 

1/6 

1/6 

1/6 
1/6 

1/6 

5/6 

5/6 

5/6 

5/6 

5/6 

5/6 

5/6 

5/6 

5/6 

5/6 

5/6 

5/6 

5/6 
5/6 

5/6 

1/1296 
5/1296 
5/1296 

5/1296 

5/1296 
25/1296 

25/1296 
25/1296 

25/1296 
25/1296 

25/1296 

125/1296 

125/1296 

125/1296 
125/1296 
625/1296 

pi X 

0 

1 
1 

1 

1 

2 

2 
2 

2 
2 

2 

3 
3 

3 

3 

4 

S 

S 
S S 

S 

S 
S 

S 

S 

S 

S 

S 

S 
S 

S 

S ─ 

S ─ 

S ─ 

S ─ 

S ─ 
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S ─ 
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        أي     :هو Sعدد القائمات التي لا تحتوي على 
 :  واحد هو  Sعدد القائمات التي  تحتوي على 
  :  مرتان هو Sعدد القائمات التي  تحتوي على 
  :  ثلاث مرات هو  Sعدد القائمات التي  تحتوي على 
 :  واحد فقط هو  Sعدد القائمات التي  تحتوي على 

 :له نفس الاحتمال ( k ≤ 4 ≥ 0 )مع "   X = k" ر أن كل مخرج للحادثة يبرت   ---ببب   
 .لها نفس الاحتمال لأن الضرب تبديلي " X = k"  كل مخارج الحادثة  الرميات مستقلة فإن بما أن كل

  :Xد قانون احتمال ايجأ
  ؛        

    ؛       
     

 xi 0 1 2 3 4  اموع

1               pi 

  :تحقق باستعمال قانون ثنائي الحد أنال   ---ججج   

   

  :من المنفصل إلى المستمر   :النشاط الثاني
  :دراسة ظاهرة إحصائية أعطت النتائج التالية

  الفئة     
  التواتر 0,15 0,25 0,45 0,10 0,05
  الحد الأعلى  2 4 6 8 10
  التواتر امع الصاعد 0,15 0,40 0,85 0,95 1

  .  4من اتمع له ميزة أقل من   % 40: نقرأ الخانات الملونة كما يلي
  :و المضلع مرسومة في الشكل التالي  المدرج التكراري للتواترات

  
  
  

  
  
  
  

0,85 
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  ].10 . 0] تنتمي إلى اال  Xالقيم الممكنة لـ . لقيمة ميزته Xنرمز بـ .لنختار عشوائيا فرد من اتمع 

  .التواترات الإحصائية تفسر بمفردات الاحتمالات
  .  p(X< 4)=0,4: نترجمها بـ "   4من اتمع له ميزة أقل من   % 40 " فمثلا  

 ؟6أصقر تماما من  Xما احتمال أن يكون أن تكون قيمة    )))111
، و هو كذلك مساحة .0,85المنحنى يعطي . 6هذا الاحتمال يمثل تواترات الأفراد الذي قيمة ميزم أصغر تماما من 

  ) .u.a 1المساحة الكلية هي . (x= 6الجزء من الدرج التكراري على يسار المستقيم ذو معادلة 
 ؟ 5و  3محصور بين  Xما هو الاحتمال حتى يكون    )))222

  :نجدبنفس الطريقة السابقة 
 p(3≤ X ≤ 5)=p(3 ≤ X ≤ 4) +p( 4 ≤ X ≤ 5)= 0,5[p(2≤	X	<	4)+p(4	≤	X	<	6)]=0,35 

 ؟ 7أكبر أو يساوي من  Xما احتمال أن تكون قيمة    )))333
p(X ≥ 7) =0,10 

وهي مساحة الجزء من  p(X < x)، يمكن حساب الاحتمال ] 10 ; 0[ عدد حقيقي من اال  xإذا كان : بصفة عامة
  ) .u.a 1المساحة الكلية هي ( xالمدرج التكراري الذي يقع قبل 

و من تعريف  f  ( fonction en escalier )إذا اقتصرنا على الجزء العلوي من المدرج ، نحصل على تمثيل بياني لدالة درجية 
  .] :  10 ; 0[ على اال   fالتكامل لـ 

  .pتسمى كثافة الاحتمال   fالدالة 
  

  قوانین الاحتمالات
 

  :قانون ثنائي الحد   111
 :تجربة برنولي - اختبار برنولي   ---أأأ   

.           إذا كان اهتمامنا ، خلال تجربة عشوائية ، فقط بتحقيق حادثة معينة، نقول أن هذه التجربة هي تجربة برنولي
 "épreuve de Bernoulli "  
o تم بظهور الرقم  :مثال5نرمي زهرة نرد و . 

  
o أمثلة:  

 و )  احتمال يساوي " ( الحصول على ظهر: " رمي قطعة نقدية متجانسة، مع مخرجين متعاكسين "
 ). احتمال يساوي " (الحصول على وجه

  مع الخرجين بيضاء و أربع كرات خضراءسحب كرة كرة من كيس يحتوي على ست كرات: 

 :تعریف 
  برنولي ، كل تجربة عشوائية ذات مخرجين متعاكسين  اختبارنسميS   و	ܧ =  qو   pباحتمالين  ̅ܵ

 ). q = 1 - p. ( على الترتيب  p+ q = 1 :حيث
  ذات رتبة  برنولي تجربةنسميn  تكرار ،n اختبار برنولي متطابقة و مستقلة.  
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S " : 6, 0احتمال يساوي "  سحب كرة بيضاء .  

  . 4, 0احتمال يساوي "  سحب كرة خضراء : " 
 و التي نرمز لها) خسارة  –نجاح ( من الملائم تعيين تناوب النتائج لتجربة برنولي بـ  :ملاحظة 

  .Eو  Sبـ  
o أمثلة:  

  :قانون برنولي   ---ببب   
و  p+ q = 1: على الترتيب حيث  qو   pباحتمالين  و    Sلتكن تجربة برنولي ذات مخرجين متعاكسين

  : و المعرف كما يلي  1و  0المتغير العشوائي ذو القيمتين Xليكن 

  و      أي        

   
  

  
 البرھان:  

 xi 0 1  المجموع

1 p 1-p pi 
p p 0 xipi 
p p 0 xi

2pi 
E(X)= p      وV(X)=E(X2)- ( E(X))2 =  p - p2 =p(1 – p ) =  pq  

 :مخطط برنولي   ---ججج   

  
  :متغير عشوائي يتبع قانون ثنائي الحد   ---ددد   

مرة بطرقة   E ،nإذا كررنا التجربة .عدد طبيعي غير معدوم nو  Sاحتمال النجاح  pتجربة برنولي و  Eليكن 
  . Sللمتغير العشوائي المساوي لعدد النجاحات  Xو نرمز بـ  Eمستقلة التجربة 

 X  موعةيأخذ قيمه من ا  
  في هذه الحالة نقول أنX  يتبع قانون ثنائي الحد ذات الوسيطينn  وp . 
  قانون ثنائي الحد ذو الوسيطينn  وp  يرمز له بالرمزB( n , p).  

  :ملاحظات 
  تكرارn  رمي ( تجربة لبرنولي يمكن تكون في وقت واحدn قطعة نقدية متطابقة(. 
  المخارج الأولية لمخطط برنولي هي قوائم منn   حرف ، كل حرف هو إماS  أوE. 

ܧ	و    Sتجربة لبرنولي متطابقة و مستقلة ذات مخرجين متعاكسين  nمخطط برنولي هو تكرار : تعریف  = ܵ̅ 
 . p+ q = 1: على الترتيب حيث  qو   pباحتمالين 

 V(X)= pq = p (p-1)و      E(X)= p: هما على التوالي Xالأمل الرياضي و التباين للمتغير العشوائي   :خاصیة 

 . pيسمى قانون برنولي ذو الوسيط  Xقانون احتمال : تعریف 
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 البرھان:  
      يظهر  Eمرة  و   kيظهر   Sحيث   Eو  Sحرف مكتوبة بالحرفين  nهي مجموعة القوائم ذات   (X=k)الحادثة  

(n – k ) اختيار ( قائمة من هذا النوع  توجد   .مرةk  موضع للحرفS   من بينn  ممكن.(  
          :هو   (X=k)و بالتالي احتمال الحادثة     التجارب مستقلة فإن احتمال كل نتيجة هوبما أن 

     
  :ملاحظات 
   

 .لهذا السبب سميت قانون ثنائي الحد
  احتمال الحصول علىn   نجاح هوp(X=n)= pn . 
  احتمال الحصول علىn   فشل هوp(X=0)= (1 – p )n . 
 و بالتالي احتمال الحصول على نجاح على الأقل هو:  p(X ≥ 1 ) =1 – p(X=0) =1 –(1-p)n= 1 - qn     

  
 البرھان:                

  

                                     

   :  لدينا

                                  :وبالتالي

                  

  :   i=k-1: نضع

  آخر أحسنبرھان:  
، يتبع قانون برنولي Ωمعرف على  Y، يوجد متغير عشوائي  B( n , p)متغير عشوائي يتبع قانون ثنائي الحد  Xبما أن 

  .X = n Yو بالتالي   pذو الوسيط 
    E(X)=E(nY)=nE(Y)=np:لدينا

V (X)=V(nY)=nV(Y)=np(1-p)     

  .   B( n , p)متغير عشوائي يتبع قانون ثنائي الحد   X  :مبرھنة 
    V(X)=np(1-p) = npq :التباين            .E(X)= n p: الأمل الرياضي

  .   B( n , p)متغير عشوائي يتبع قانون ثنائي الحد  Xليكن   :مبرھنة 
;	0}من   kمن أجل كل   1	; … ܺ)݌،  {݊; = ݇) = ௞(1݌௡௞	ܥ	 −  .௡ି௞(݌
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  "الحصول على الأقل على الظهر مرتين:" Aلتكن الحادثة . نرمي خمس قطع نقدية متجانسة في آن واحد :01مثال

  .Aأحسب احتمال الحصول على الحادثة 
  .و  n=5المساوي لعدد ظهور الظهر يتبع قانون ثنائي الحد ذات الوسيطين  Xالمتغير العشوائي :الحل

  
  .نجيب عشوائيا على الأسئلة. أسئلة و كل سؤل له ثلاثة أجوبة ممكنة 6على  QCMيحتوي تمرين متعدد الخيارات  :02مثال 

  :ما احتمال الحصول على
 A  ": بالضبط إجابتان صحيحتان"  

B  " :أجوبة صحيحة  3أي على الأقل " ( المعدل(  
  .و  n=6المساوي لعدد الأجوبة الصحيحة يتبع قانون ثنائي الحد ذات الوسيطين  Xالمتغير العشوائي  :الحل

       : Aاحتمال الحادثة 
  : Bاحتمال الحادثة 

  
  :قوانين الاحتمالات المستمرة   222

نقول إذن أن المتغير . xn؛ ....؛  x2؛  x1يأخذ عدد منته من القيم Xفي كل الحالات المدروسة لحد الآن ، المتغير العشوائي 
X   مفتوح أو مغلق .(  بينما توجد متغيرات عشوائية أخرى غير منفصلة ، تأخذ كل قيم مجال من . منفصل .(  

  :أمثلة تمهيدية   ---أأأ   
المتغير العشوائي الذي يعطي المسافة بين . متر، علما أننا نصيب دائما الهدف 1نرمي على هدف نصف قطره  :01المثال 

  . نقطة الرمية و المركز تأخذ كل قيم اال 
  .هي متغيرات عشوائية غير منفصلة...مدة صلاحية ترانزستور، مدة الانتظار أمام شباك  :02المثال

  . ، لأن هذه الحوادث عددها منته ( X=xi)بعد احتمالات الحوادث  Xقانون احتمال المتغير العشوائي لا يمكن تعريف 
  :لا بد من إتباع ج آخر ، ج يسمح لنا  بالإجابة على أسئلة خاصة بحوادث من الشكل

  "X  مجال   تأخذ قيم منJ   " الحوادث التي نرمز لها( X  J ) ). الكتابة( X  J )  هي كتابة مبالغ فيه وغير
  .المستعملة للمتغير العشوائي المنفصل ( X=xi)امتداد للكتابة  ليس عددا  و هي   Xصحيحة لأن 

ثانية ليس  20ساعات و   3يوم و   731يأخذ القيمة   Xيقيس مدة صلاحية ترانزستور، فمثلا   Xإذا كان  :03 مثالال
  .يوم قد يكون لها أهمية 400و  300قيم بين  Xله أهمية، بينما إذا أخذ 

  :متغير معرف بدالة كثافة   ---ببب   
   الكثافة: 

  
  :ملاحظات 

  .Rمجال من  Iليكن : تعریف 
ݐ݀(ݐ)݂	ூ∫: تحقق Iمستمرة و موجبة على اال   f، كل دالة Iنسمي كثافة احتمال على اال  = 1 



   34       الاحتمالات                                                                                                                        
  فإن  إذا كان. 
  فإن  إذا كان. 
  فإن  إذا كان. 
  فإن  إذا كان. 
   قانون احتمال:  

  
  :ملاحظات  
   هو مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى الممثل للدالةf و محور الفواصل و المستقيمان ذات 

 .x = bو   x = a :معادلتان 
   
    ) شبه مستحيلةنقول أن الحادثة  ).  لأن. 
  
     و. 
   متغير عشوائي مستمر: 

  
  :ملاحظات 
  
    و. 
   .  شبه مستحيلة نقول أن الحادثة. 
المتغير العشوائي الذي يعطي المسافة بين أثر  X. متر، علما أننا نصيب دائما الهدف 1نرمي على هدف نصف قطره  :تمرين

  : كما يلي Rالمعرفة على   fله كثافة ، الدالة  Xنقبل . الرمية و المركز

 
 .؛    ؛    : أحسب الاحتمالات التالية   111
) couronne(يساوي نسبة الطوق  p(a ≤ X ≤ b )فإن  a < b < 1 ≥ 0تحقق أنه إذا كان    222

  .و مساحة الهدف bو  aالمعرفة بـ 

 : ریفاتع 
 .Iنسمي متغير عشوائي مستمر كل متغير يأخذ قيم من مجال  
 .   fذو كثافة  Iقانون احتمال على اال  pليكن  
;	ܽ]عندما يكون من أجل كل مجال  p، يتبع قانون احتمال  I، ذو قيم في  Xنقول أن المتغير العشوائي   ܾ] 
ܺ)݌: ، لدينا  Iمن ∈ [ܽ	; ܾ]) = ܽ)݌ ≤ ܺ ≤ ܾ) = ∫ ௕ݐ݀(ݐ)݂

௔  

  .Iكثافة احتمال على   fو  Rمجال من  Iليكن : تعریف 
;	]التي ترفق بكل مجال  pالدالة  ;	ܽ])݌، العدد Iمن اال  [ܾ ܾ]) = ∫ ௕ݐ݀(ݐ)݂

௔  تسمى قانون احتمال علىI.  
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  :الحل

 :حساب الاحتمالات   111

  
  

  
ـ ) couronne(يساوي نسبة الطوق  p(a ≤ X ≤ b )فإن  a < b < 1 ≥ 0التحقق من أنه إذا كان    222 ب  aالمعرفة 

 :و مساحة الهدف bو 

 و       :  لدينا

 :القانون المنتظم   ---ججج   

  
       :ملاحظة 

  
 البرھان:     

                                                                                                                             
    البرھان:  

  

;	ܽ]من اال   xمن أجل كل   :خاصیة  ܺ)݌، [ܾ ≤ (ݔ = ௫ି௔
௕ି௔

 
   

ܬ  :مبرھنة  = ;	ߙ] [ߚ	 ⊂ [ܽ	; ܾ] 

ߙ)݌ ≤ ܺ ≤ (ߚ = ;	ߙ])݌ ([ߚ	 = ఉିఈ
௕ି௔

=
௃	طول
ூ	طول

   

 : تعریف 
ܫعلى اال ) أو قانون التوزيع المنتظم (نسمي قانون منتظم   = [ܽ	; ܾ] ( a < b) قانون الاحتمال ،p  ذو

  .Iهي دالة ثابتة على اال  fالكثافة 
ܫالذي يتبع هذا القانون التوزيع المنتظم على اال  Xفي هذه الحالة، نقول أن المتغير العشوائي    = [ܽ	; ܾ]  

a 
b  

1 
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 البرھان:  

 

  

 

  
وضعيات تتبع قانون ...اختيار عشوائيا عدد من مجال، نقطة من مستقيم، نقطة من دائرة، لحظة بين الواحة و الثالثة ،إلخ :تنبيه

  .توزيع منتظم
بين الساعة  Aيأتي شخص إلى المحطة . كل ربع ساعة  Aابتدءا من الساعة السابعة صباحا، تمر حافلات عند محطة  :01تمرين

  .السابعة صباحا و السابعة و النصف
  .هي متغير عشوائي موزع بانتظام على اال  Aنفرض أن المدة من السابعة إلى الى وقت وصوله إلى المحطة 

  :ل أن ينتظر الحافلة القادمةما هو احتما
 أقل من خمس دقائق ؟   ...111
 أكثر من عشر دقائق ؟   ...222

  :الحل
 احتمال أن ينتظر الحافلة القادمة أقل من خمس دقائق   ...111

  "الشخص ينتظر أقل من خمس دقائق : " الحادثة Eللمدة ، بالدقائق، بين السابعة وقت وصول الشخص و  Xنرمز بـ 
  7h15ثم على  7hدقيقة أي على  15بما أن الشخص ينتظر أقل من خمس دقائق و أن الحافلات تمر بالمحطة كل 

  دقائق قبل وصول الحافلة  5فإن هذا الشخص يكون في المحطة على الأكثر 7h30ثم على  
 :أي   7h30و 7h25أو   7h15و  7h10أي بين 
  :و بالتالي

 احتمال أن ينتظر الحافلة القادمة أكثر من عشر دقائق   ...222
  "الشخص ينتظر أكثر  من عشر دقائق : " الحادثة Fنرمز بـ 

ثم على  7h15ثم على  7hدقيقة أي على  15بما أن الشخص ينتظر أكثر من عشر دقائق وأن الحافلات تمر بالمحطة كل   
7h30 7دقائق قبل وصول الحافلة أي بين  10فإن هذا الشخص يكون في المحطة على الأقلh  7وh5   7أوh15 7وh20   أي

: 
  :و بالتالي

  .1و نصف قطره  O، مركزه التي قطرها  Гمأخوذة عشوائيا من نصف الدائرة   Mنقطة  :02تمرين

   :مبرھنة 
(ܺ)ܧ:  الأمل الرياضي للمتغير العشوائي  = ௔ା௕

ଶ
  

(ܺ)ܸ: التباين  = (௕ି௔)
ଵଶ
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  ؟ 0,25أصغر أو تساوي AOMحتى تكون مساحة المثلث  pما هو الاحتمال 

  
  
  
  
  

  :الحل

  
تتبع قانون توزيع منتظم على اال  معناه أن الزاوية  Гمن على نصف دائرة  Mنتقبل أنه اختيار عشوائيات نقطة 

وبالتالي  : نعلم أن طول قوسمن دائرة متناسب مع الزاوية المركزية التي تحصره وبالتالي احتمال قوس هو.(  

θ  تتبع قانون احتمال ذو توزيع منتظم(  
  .AOMلمساحة المثلث   Sنرمز بـ 

S ≤ 0,25         أو   أي       أي          معناه    

  
  :القانون الأسي   ---ددد   
   دراسة تمهيدية :  

  .: بـ دالة معرفة على    fعدد حقيقي موجب تماما و  λليكن 
  .موجبة تماما و مستمرة  و متناقصة تماما و   fالدالة 
  و         : لدينا

  .ذو كثافة، مفهوم قانون احتمال كل العناصر موجودة للتعميم على اال 
   : نضع

  ،  نستنتج على الخصوص ، من أجل
  و 

  :يمكن وضع التعريف التالي

θ 
H 
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  ؛    من أجل  :نتائج 
   
   
  

  
 البرھان:  

    
  نستعمل المكاملة بالتجزئة لحساب 

     جنستنت  :   نضع

  

  
أمام  وصل أحمد.  λ= 0,1هي متغير عشوائي يتبع القانون الأسي ذو وسيط  المدة الزمنية ، بالدقائق، لمكالمة هاتفية :تمرين

  :ما احتمال أن ينتظر أحمد. هاتف عمومي، لكن في نفس الوقت سبقه أمين
 أكثر عشر دقائق ؟   )))أأأ   
 بين عشر و عشرين دقيقة ؟   )))ببب   
    :الحل
 :احتمال أن ينتظر أحمد أكثر من عشر دقائق   )))أأأ   

     
 بين عشر و عشرين دقيقة ؟ احتمال أن ينتظر أحمد   )))ببب   

  
  :بدون ذاكرةمتغيرات    ---ههه   

 تمهيد:  
  تأخذ قيم من اال   Xالمتغير العشوائي الذي يعطي مدة حياة بالسنين لمكون الكتروني، من البديهي أن   Xنسمي 

(ܺ)ܧ:  الأمل الرياضي للمتغير العشوائي  :مبرھنة  = ଵ
ఒ

  
  

  .عدد حقيقي موجب تماما λليكن : تعریف 
;	૙]المعرفة على    fالدالة   (࢞)ࢌ: بـ ]∞+	 = قانون أسي ، يسمى  pهي كثافة لقانون احتمال  ࢞ࣅ	ିࢋࣅ

  .λذو الوسيط 
: المعرفة كما يلي   f، عندما تكون كثافته الدالة ) λ   )λ > 0يتبع قانون أسي ذي الوسيط  Xمتغير عشوائي  

൜ (࢞)ࢌ = ࢞								࢏࢙						࢞ࣅ	ିࢋࣅ ≥ ૙
(࢞)ࢌ = ૙																			࢏࢙								࢞ < 0
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  .سنة  tمعناه أن مدة حياة المكون الالكتروني تفوق  ( X ≥ t): الحادثة

سنة إضافية علما أنه يشتغل  hنقول أن مدة حياة هي بدون ذاكرة أو بدون شيخوخة عندما يكون احتمال أن يشتغل المكون 
  .tمستقل عن   tعند اللحظة

 t .....(H)مستقل عن   لنترجم الخاصية 

  ، t=0على الخصوص من أجل 
   أكيدة  و  نعلم أن الحادثة 

   و    أي  
 .  h ≥ 0و    t ≥ 0من أجل كل : تترجم بـ (H)وبالتالي 

  :يمكن وضع التعريف التالي
  

  
سنين علما أن المكون قد عمل 10بدون ذاكرة ، فإن إن احتمال أن مدة حياة المكون تفوق  Xفي المثال السابق، إذا كان  :مثال

  .: سنوات هو 7
  سيةالأقوانين المميزات:  

  
 نفرض أن  :البرھانX  متغير عشوائي يتبع قانون أسي ذو وسيطλ.  

  
  .يتبع قانون بدون ذاكرة Xو بالتالي 
 نصف العمر: X متغير عشوائي يتبع قانون أسي أي بدون ذاكرة.  

  . p(X < T ) = 0,5التي تحقق  Tعمر المدة ال فنسمي نص
 نتيجة:  

    .يكافئ    e – λt =0,5 – 1يكافئ      p(X < T ) = 0,5 : فإن Xو سيط   λإذا كان 

   :مبرھنة 
  .بدون ذاكرة يتبع قانون أسي Xيتبع قانون أسي هو بدون ذاكرة و كل متغير عشوائي  Xكل متغير عشوائي 

  : تعریف 
  :عندما)أو بدون تقدم في السن ( بدون ذاكرة  Xنقول أن المتغير العشوائي الموجب  
ܺ)݌؛  h ≥ 0و    t ≥ 0من أجل كل   ≥ ݐ + ℎ/ܺ ≥ (ݐ = ܺ)݌ ≥ ℎ)  

 


