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x
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x
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x
xe
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إليك التمثيلان البيانيان  f
C  و 'f

C  لدالةf  و دالتها المشتقة

'f  في معلـمين مختلفين. 

 
 . f'و  fعين مجموعة تعريف كل من الدالتين  -0

أحسب كل من  -4 0f  و ' 0f . 

 .ثم اتجاه تغير كل منها  f'و  fأدرس إشارة كل من  -3

 . f'و  fعين جدول تغيرات كل من الدالتين   -2

 .  f'و  fما هو تخمينك حول الدالتين  -2

f'نفرض أن  -6 f  احسب'''
f . 

 : الحل 
  معرفتان على  f'و  fالدالتان  -(0

4)-  0 1f     ، '
0 1f  

  : f'و  fدراسة إشارة كل من  -(3

إن البيانين  f
C  و 'f

C  يقعان فوق محور الفواصل و عليه

 : فإن  xفمن أجل كل عدد حقيقي 

 ' 0f x   و  0f x   و عليهf  و'f  متزايدتان على
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 : تعيين جدول التغيرات  -(2

             x          x 
+ 

 f x      + 
 f x

 

  f x    f x 

  : f'و  fالمخمنة حول  -(2

: نلاحظ أن    0 0 1f f   . 

                     0
x x
lim f x lim f x
 

  

                  
x x
lim f x lim f x
 

   

: فإن  xو نقول أنه من أجل كل عدد حقيقي      f x f x  

fإذا فرضنا أن  -(6 f   فإن:  

     =  = f f f     ومنه =  = f f f   إذن : = f f 
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 : الدالة الأسية 

 ( : مقبولة : )  1مبرهنة  -1

yالمعادلة التفاضلية  y   يحقق  تقبل حلا وحيدا على 0 1f  

 expتسمى الدالة الأسية و يرمز لها بالرمز  fوهذه الدالة 

 :تعريف الدالة الأسية  – 2
exp هي الدالة المعرفة بما يلي  : 

 *exp  و دالتها المشتقة هي  قابلة للاشتقاق على :exp . 

 * 0 1exp  

  : 2مبرهنة  -3
 . الدالة الأسية موجبة تماما على 

 : البرهان 

: كما يلي  على  gنعرف الدالة      .g x exp x exp x  

g  حيث  تقبل الاشتقاق على : 

          = e  .  -  . 0g x xp x exp x exp x exp x    

 : دالة ثابتة و عليه  gو منه 

بما أن  0 1exp      فإن   :  1g x   

:   و عليه    . 1exp x exp x  

 .لا تنعدم أبدا  exp: و منه 

 :موجبة تماما بالخلف  expلنبرهن أن الدالة 

نفرض وجود عدد 
0

x  بحيث 0
0exp x   في المجال

0
0 ; x    

أو المجال 
0
 ; 0x    . الدالةexp قابلة للاشتقاق فهي إذن مستمرة .  

: و لدينا   0
0exp x     و 0 0exp  

يم المتوسطة المعادلة ومنه حسب مبرهنة الق  0exp x   تقبل حلا في هذا المجال و هذا يناقض الفرض لأنexp 

 . لا تنعدم على 

و منه لا يوجد أي عدد 
0

x  بحيث  من 0
0exp x  

و عليه   0exp x   من أجل كل عدد طبيعيx . 

  : 3مبرهنة -0
a  عدد حقيقي ثابت. 

yحلول المعادلة التفاضلية  ay   هي الدوال
k

f بالعبارة    المعرفة على :   .
k

f x k exp ax  حيثk 

 .هو عدد حقيقي ثابت 
 : البرهان 

الدالة 
k

f  حيث دالتها المشتقة  تقبل الاشتقاق على
k

f  رفة مع 

كما يلي     .e  
k

f x ka xp a x  
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لأن 
k

f  هي جداء عدد في مركب دالتين و عليه :   k k
f x af x  

و عليه 
k

f  للمعادلة التفاضلية  حل علىy ay  

:  على  gد حل آخر نفرض وجو   .  g x a g x  

: المعرفة بالعبارة  على  uلنعتبر الدالة  
 
 

g x
u x

exp ax
 

: حيث  شتقاق على تقبل الا uالدالة  
       

 
2

. .g x exp ax a exp ax g x
u x

exp ax

 
 

  

 

: و منه  
   

 
   

 

g x ag x g x g x
u x

exp ax exp ax

   
   

: إذن   0u x  

:  من  xو عليه من أجل كل عدد . دالة ثابتة  uو منه  u x k   و بالتالي   :
 
 

g x
k

exp ax
    

:     أي أن    .g x k exp ax 

  : 0مبرهنة  -5

b  :و  aمن أجل كل عددان حقيقيان      exp a b exp a exp b   

 : البرهان 
 : بالعبارة  المعرفة على  gتبر الدالة نع

   g x exp x b   حيثb  عدد حقيقي. 

 : عرفة بالعبارة م gو دالتها المشتقة  الدالة تقبل الاشتقاق على 

   g x exp x b      و عليه   g x g x   و منهg  حل للمعادلة التفاضليةy y  

:  3و من المبرهنة    .g x k exp x 

:  و عليه    .exp x b k exp x  

0xلكن من أجل    :   . 0exp b k exp 

: لكن  0 1exp   و منه : k exp b 

x: و بوضع  a  نجد :     exp a b exp a exp b  

 
 :نتائج  –6
a  وb  عددان حقيقيان.x  عدد طبيعي. 

1   ) 
 

1
exp a

exp a
  

 :البرهان 

لدينا   0 1exp   و لدينا    0exp exp a a   

: و منه    1exp a a    ( :  0)و عليه حسب المبرهنة 

                    1exp a exp a  



 

5 

 

:   و بالتالي  
 

1
exp a

exp a
  

2    ) 
 
 

exp a
exp a b

exp b
  

:  البرهان        exp a b exp a b exp a exp b      

                         
 

1
exp a

exp b
  

:    إذن  
 
 

exp a
exp a b

exp b
  

3     )    
n

exp nx exp x 

0n من أجل فمثلا   :    
0

0. 0exp x exp 

: و منه محققة لأن  0 1exp  

1n: و من أجل    :   
1

1.exp x exp x     و هي محققة. 

2n: و من أجل    :   
2

2.exp x exp x     2و هي صحيحة حسب المبرهنة . 

: فإن  nو عليه نقبل أنه من أجل كل عدد طبيعي    .
n

exp n x exp x    

  : 5المبرهنة  -7

: أي  eبالرمز  expبالدالة  0نرمز إلى صورة  العدد  1exp e   و يسمىe  العدد النيبيري. 

e :2,718281828...eحيث تعطى الآلة الحاسبة قيمة         

x    :و لدينا من أجل كل عدد حقيقي    x
exp x e 

 : البرهان 

: لدينا مما سبق  nكل عدد طبيعي من أجل    
n

exp nx exp x    

1xو من أجل   -   لدينا :   1
n

exp n exp     

: و عليه      n
exp n e 

  xمن أجل كل عدد  صحيح سالب  -

:  لدينا    
  -

1 1
  = 

e
x

exp x
exp x




 

xنضع :  xمن أجل كل عدد ناطق  - pa  حيث  :
1

a
q

  

 .هو عدد طبيعي موجب تماما  qمع    

    
q

exp qa exp a    

1qaلكن     و منه :   1
q

exp a exp e     

: و عليه  
1

qexp a e 
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: و عليه      
1

p

p
qexp x exp pa exp a e

 
        

 

 

:   ومنه  
p

xqexp x e e      إذن  :  x
exp x e 

 اصطلاحا xنقبل أن المبرهنة صحيحة من أجل كل عدد حقيقي  -

:  أي أن  -  x
exp x e 

-  

xإعادة  المبرهنات و النتائج السابقة باستعمال الرمز  -8
e  : 

xالدالة ( 1
x e  تسمى الدالة الأسية و هي معرفة على  

x: و دالتها المشتقة هي     
x e   . 0:   حيث

1e  . 

x  :0من أجل كل عدد حقيقي ( 4
x

e  . 
 :لدينا  bو aمن أجل كل عددان حقيقيان ( 3

 a b a b
e e e

                   
1a

a
e

e

  

 
a

a b

b

e
e

e

                       
n

na a
e e  ؛  n  

  :نهايات الدالة الأسية  -9

(a            x

x
lim e


  

 : البرهان 

:   حيث  fنعتبر الدالة   x
f x e x  . 

  الدالة هي الفرق بين دالتين تقبلان الاشتقاق على 

: حيث  شتقاق على و عليه فهي تقبل الا '
1

x
f x e  

xو بما أن الدالة 
x e  فان  لأن دالتها المشتقة موجبة تماما على  متزايدة تماما على: ' 0f x   

1افئ تك
x

e     0أيx
e e   0: و منهx    إذنf  متزايدة تماما على 0,   و متناقصة تماما على

 ,0  

 
 

 
  على  fهو قيمة حدية صغرى للدالة  0العدد 

x  :من أجل كل عدد حقيقي  و عليه  1f x   

: و بالتالي   0f x    0و منه
x

e x    إذن :x
e x  

:  و بما أن 
x
lim x


       0:    فإن
x

x
lim e


  

                   4                  x 
+  - f x  

 
 

1 
 f x 
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 .و ذلك حسب مبرهنة الحد من الأدنى 
 

(b                  0
x

x
lim e


 

 : البرهان 
1 1x

x z
x x z
lim e lim lim

e e


  
   و هذا بوضع :x z  

(c               
x

x

e
lim

x
  

 
 : البرهان 

x  :xينا من أجل كل عدد حقيقي لد
e x  مما سبق 

x  :2و عليه من أجل كل عدد حقيقي 

2

x
x

e   

0xمن أجل    :

2 2

2

2

x
x

e
   

   
  

 

:     إذن 
2

4

x x
e         و عليه      :

4

x
e x

x
   

و بما أن 
4x

x
lim


    فإن حسب مبرهنة الحصر :
x

x

e
lim

x
   

(d                       0
x

x
lim xe


  

 : البرهان 
1 1

0
x

x zx
x x x z

x
lim xe lim lim lim

e ee

x z


   

 
   



 

z و ذلك بوضع x   

(e                   
0

1
x

x

e
lim

x


 

 :البرهان 

f  :xالدالة  
x e  حيث   1و عليه فهي  تقبل الاشتقاق عند  تقبل الاشتقاق على  :

   
0

0 0

- -1
1 0

-0

x x

x x

e e e
... f lim lim

x x 

   

fهي الدالة  fو من جهة أخرى الدالة المشتقة للدالة   المعرفة بالعبارة :  x
f x e     وعليه   :

    0
2 ... 0 1f e   

من  1 و 2  :
0

1
1

x

x

e
lim

x


  

::  جدول التغيرات للدالة الأسية
x

f x e 
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معادلة المماس عند النقطة  0;1A  هي : 

     0 . 0 0y f x f       1:   و منهy x  

معادلة المماس عند النقطة  0;1B  هي :     1 . 1 1y f x f      و منه   : 1y e x e    

y: وعليه  ex  

 : التمثيل البياني للدالة الأسية 

 
 : نتائج 

xلدينا الدالة 
x e  عددان حقيقيان  و عليه من أجل كل متزايدة تماما علىa  وb  لدينا : 

a b  تكافئ :a b
e e           ؛a b   تكافئ :a b

e e 

a b  تكافئ :a b
e e           0؛x    1:  تكافئ

x
e  

0x   1:  تكافئ
x

e  
 

الدالة المشتقة للدالة  -14
 g x

x e : 

 :  مبرهنة

فإن الدالة  Iو قابلة للاشتقاق على  Iدالة معرفة على المجال  gإذا كانت 
 g x

x e  تقبل الاشتقاق علىI  و

دالتها المشتقة هي الدالة     g x
x g x e . 

 : البرهان 

دالة ال
 g x

x e  هي مركب الدالتينg  التي تقبل الاشتقاق علىI  و الدالةx
x e  التي تقبل الاشتقاق على

و عليه الدالة 
 g x

x e الاشتقاق على  تقبلI  و دالتها المشتقة هي الدالة   g x
x g x e 

 : مثال 

الدالة 
2

4
:

x x
x e f

  2لأنها مركب للدالة تقبل الاشتقاق على
4x x x  و  التي تقبل الاشتقاق على

xالدالة 
x e  التي 
 : و دالتها المشتقة معرفة بالعبارة تقبل الاشتقاق 

                  
2

4
2 4

x x
f x x e

   

 
:الدالة الأصلية للدالة  -11 f  

                                  x 

+  f x 

   
0 

 f x 

 

1-0,5-1-1,5

1
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2
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3
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0,5

x
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:  لدينا    g x
x g x e  حيثg  دالة مستمرة و قابلة للاشتقاق على المجالI 

هي الدالة 
 

:
g x

x e h  لأنه من أجل كل عدد حقيقيx  منI    : 

                g x
f x g x e f x   

 :  مثال
 :  fعين مجموعة الدوال الأصلية للدالة 

                   
2

4x
x xe

  
 : الحل 
 . hو عليه تقبل دوال أصلية   لأنها مركب و جداء دوال مستمرة على  مستمرة على  fالدالة 

:   لدينا    
2

4x
f x xe

     ومنه  : 
2

41
.2 .

2

x
h x x e

  

:  و عليه    
2

41
.

2

x
f x e c

    حيثc عدد حقيقي ثابت

y y (0) 1y EulerExcel

 2;20,005h 

( ).y f x x  ( ) ( ) ( ).f x h f x f x h  ( ) ( ) ( ).f x h f x f x h   

0h

y y ( ) ( )f x f x( ) ( )(1 )f x h f x h  

( ) ( )(1 )f x h f x h  

( ) ( )(1 )f x h f x h  0x 

( ) ( )(1 )f x h f x h  0x (0) 1f 

h 

Excel  

hA3

 2;0

A41

A5x h x1

2 4 $3A AA

2
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B401(0) 1f 

B5( )y f x h ( ) ( ).(1 )f x h f x h  

4 * (1 $3)B A BA

 0;2

C41

C5x h x1

2 4 $3C AC

2

D401(0) 1f 

D5( )y f x h ( ) ( ).(1 )f x h f x h  

4* (1 $3)D A DB 

 A    B

 2;0

 0;2

xC  C4

yD D4

 2;2
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