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 ير الدرســــــــــــــس التوقيت

 

 ســـــــا:1

 ــاســـــ:1

 ســـــــا:1

 ســـــــا:1

 ســـــــا:1

 ســـــــا:2
 

طنشا  

 النهاية عند مالانهاية: 1

 النهاية عند عدد حقيقي:2

 عمليات على النهايات :3

 نهاية دالة مركب: 4

 النهاية بالمفارنة: 5

 تطبيقات:6
 

 النهايات 6102

نهائي رياضيات 
 وعلوم

 الكفاءة المستهدفة
 لمجالات مجموعة التعريف( المنتهية أو غير المنتهية)حساب نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند الحدود. 

 المقارنة وتركيب دالتين حساب نهاية باستعمال المبرهنات المتعلقة بالعمليات على النهايات أو. 

 دراسة السلوك التقاربي لدالة 

  استعمال مبرهنة القيم المتوسطة لإثبات وجود حلول للمعادلة( )f x k،k عدد حقيقي معطى. 

 

 

 المكتسبات القبلية
 حساب النهايات عند اطراف مجموعة التعريف لدوال مالوفة 

  ةاستعمال مبرهنة القيم المتوسط 

 استعمال المشتقات لحل المشكلات 

 

 

 وثائق التحضير الوسائل البيداغوجية نقد ذاتي

  السبورة 

 جهاز داتاشو 
 

 دليل الأستاذ 

 الكتاب المدرسي 

 المنهاج   

 الهباج في الرياضيات 

 الجديد في الرياضيات 
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ـــــــــــــالمستـ  الثالثة علوم            :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تحليل            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 لنهايات ا         :يةالتعلم الوحدة

 حساب نهاية دالة       :موضوع الحصة 

 حساب نهاية دالة على مجال تعريفهاالمكتسبات القبلية  

 .لمجالات مجموعة التعريف( المنتهية أو غير المنتهية)حساب نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند الحدود  -

 التعليمات والتوجيهات (ير الحصةســـــــــ)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                    

:أحسب النهايات    2 1lim ,, lim 2
3 3x xx x 


 

و 
 

2
3

1lim
3x x

 
   

 

:أحسب النهايات    2lim 1 , lim 1
x x

x x
 

   و 2

2
lim 1
x

x


 

  :الحل

   2 1lim 0, lim 2 2
3 3x xx x 
  

 
 تسمى نهاية منتهية عند مالانهاية 

 
2

3

1lim
3x x

 
    

 تهية عند عددغير من نهاية تسمى 

   2lim 1 , lim 1
x x

x x
 

       هية عند مالانهايةنهاية غير منت 

 2

2
lim 1 5
x

x


  تسمى نهاية منتهية عند عدد 

 

 

 
دالة معرفة على مجال من الشكل  f 10تعريف  0 ,x   وl  عدد حقيقي. 

يشمل كل قيم  lيعني أن كل مجال مفتوح يشمل  l هي عند  fالقول أن نهاية  f x   من

نكتب . كبير بالقدر الكافي  xأجل  lim
x

f x l


. 

yنقول أن المستقيم ذا المعادلة:نتيجة l  مستقيم مقارب للمنحني fCالممثل للدالةf عند 

 .نحصل على تعريف و نتيجة مماثلتين عند :ملاحظة

 :أمثلة
2 2

1 1 1 1 1
lim 0 lim 0 lim 0 lim 0 lim 0
x x x x xx x x xx    

          

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

ليكن  مثال 
1

2h x
x

   وليكن تمثيلها البياني kc    (3الشكل) في 

hقيم كبيرة كلما إقترب منحنى الدالة  xنلاحظ كلما أخذ  من المستقـيم     

هذا المستقيم مستقيم مقارب  ل   وعليه يسمى y=2المعادلة ذو  kc  عند

  عند 

 
 
 

 

 ننطلق من 

 وضعيات ذات دلالة

تتعلق بالدوال 

المدروسة في السنة 

نهتم  و  ،الثانية ثانوي 

فقط بدوال تكون 

مجموعة تعريفها 

معطاة أو سهلة 

 .التعيين

  تدعيم مكتسبات

 التلاميذ حول مفهوم

النهاية في وضعيات 

مثلا النهاية )بسيطة 

المنتهية عند عدد 

( 0xحقيقي 

 ذلك فيف يوتوظ

أمثلة بسيطة ثم 

إلى وضعيات  وسعت

ولتوضيح  .أخرى 

ذلك، نعتمد على 

 تمثيلات بيانية

باستعمال برمجيات 

 .مناسبة كالمجدولات 

  يمكن توظيف كما

 :الحاسبة البيانية

  بإزاحة النافذة

نحو اليسار عندما 

 .إلى xيؤول 

  بإزاحة النافذة

نحو اليمين عندما 

 .إلى xيؤول 

  بإنجاز تكبير

0xللنافذة بجوار
 

إلى xعندما يؤول 

0x
. 

 شاطـــــــــــــــــــــن

 تعاريف النهاية عند لانهاية/1
 نهاية منتهية عند مالانهاية1.1 

ليكن                                :تعريف fc  التمثيل البياني لدالةf  في معلم وليكن  bعدد حقيقي 

مستقيم مقارب للمنحني  y=bالقول أن المستقيم الموازي لمحور الفواصل ذو المعادلة    _    

 fc  عند   ي أنيعن lim
x

f x b


  

 

 (موازي لمحور الفواصل مستقيم مقـارب  ) انيالتفسير البي1.11
 لمحور الفواصل وازي  المستقيم المقـارب الم 
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دالة معرفة على مجال من الشكل f 11تعريف  0 ;x . 

يعني أن كل مجال من الشكل هي عند fالقول أن نهاية     ;A (A ) يشمل كل

القيم f x أجل  منx نكتب .كبير بالقدر الكافي lim
x

f x


  و نقرأ f x  يؤول

 .إلى xلما يؤول إلى

Aمن اجل كل عدد حقيقي  :12 تعريف   0حيثA دينا يكون ل( )f x A  حيثx 

 كبير بالقدر الكافي

 : مثال

limباستعمال التعريف بين ان  2 6
x

x


   

A   ومنه( )f x A  2يكافئ 6x A  نجد
2

3
2

A
x  

 

 
 
 
 
 
 
 

الدالة المعرفة على  fلتكن  :مثال 0; كما يلي:      
1

( ) 2 1f x x
x

   

 fC التمثيل البياني  للدالةf كما قمنا بتمثيل المستقيم 

  : 2 1y x   

من خلال المنحنى نلاحظ أن  : 2 1y x    مستقيم مقارب

ل fC أي ان lim ( ) 0
x

f x ax b


     

ومنه 
1 1 1

lim 2 1 2 1 lim 0
x x

x x
x x 

 
          

 

وكذللك  lim ( ) 0
x

f x ax b


      ومنه 
1 1 1

lim 2 1 2 1 lim 0
x x

x x
x x 

 
          

      

): دالة بحيث fإذا كانت   ) ( )f x ax b g x        معlim ( ) 0
x

g x


    

: فإنه من الواضح أن lim ( ) 0
x

f x ax b


      لأن( ) ( ) ( )f x ax b g x   

و بالتالي فالمستقيم    المعادلة ذو :y ax b  مستقيم مقارب للمنحني fC  لما يؤولx  إلى  

 ( إلى  xنفس الملاحظة لما يؤول ) 
 

 
 

دالة معرفة على مجموعة من الشكل f :31  تعريف   0 0; ;a x x b وl عدد حقيقي. 

يشمل كل القيم lح شامل للعدديعني أن كل مجال مفتو  lهي 0xعند fالقول أن نهاية     f x 

نكتب .0xبالقدر الكافي من   قريب xمن أجل 
0

lim
x x

f x l


 و نقرأ f x يؤول إلىl  لما

 .0xإلى xيؤول

 

    وذلك لتخمين

أو المصادقة  نهاية

 .عليها

   تستغل هذه

المناسبة للتذكير 

بالمستقيم المقارب 

الموازي لحامل محور 

 الفواصل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تعاريف النهاية عند عدد/2
 نهاية منتهية لدالة عند عدد حقيقي.1 .2 

 

 نهاية غير منتهية عند مالانهاية2.1

 التفسير البياني.1.2.1
المستقيم المقـارب المائل   

ليكن             : تعريف المائل fC  التمثيل البياني لدالةf  في معلم و ليكن المستقيم ذو المعادلة :

y ax b  القول أن المستقيم  مستقيم مقارب للمنحني fC  عند  ( على الترتيب

:يعني أن(  عند  lim ( ) 0
x

f x ax b


      ( على الترتيب lim ( ) 0
x

f x ax b


     ) 
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دالة معرفة على مجموعة من الشكل f: 14  تعريف   0 0; ;a x x b. 

يعني أن كل مجال من الشكل هي 0xعند fالقول أن نهاية     ;A (A  ) يشمل كل

القيم f x أجل منx 0قريب بالقدر الكافي منx. نكتب 
0

lim
x x

f x


  و نقرأ f x 

 .0xإلى xلما يؤول يؤول إلى
 

 
 

 

  :التفسير البياني لنهاية غير منتهية عند عدد
ليكن التمثيل البياني للدالة      

 
2

1

3
f x

x



 (  0الشكل)  

 

 

 

 

و ليكن التمثيل البياني للدالة   
1

1
g x

x



  ( 2الشكل)         

 
أن  نلاحظ fc  يقترب  قـدر مانريد من المستقيم ذو المعادلةx=3    كلما إقتربx    أكثر من

وأن  3 gc رب  قـدر مانريد من المستقيم ذو المعادلةيقتx=1     كلما إقتربx    0أكثر من  

مستقيم مقارب للمنحنى  x=3نقول في هذه الحالة أن المستقيم ذو المعادلة  fc 

مستقيم مقارب للمنحنى     x=1والمستقيم ذو المعادلة  gc  ر التراتيب موازي لمحو. 

 

 

 

  
 

أحسب :تطبيق
20

1
lim
x x

  ،أعـط تفسير بياني لهذه النهاية 

=   :الحل
20

1
lim
x x

ونستنتج أن منحنى الدالة   ( 0حسب المبرهنة )  
2

1

x
يقبل محور الفواصل  

 هلب مستقيم مقار 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 ننطلق من 

 وضعيات ذات دلالة

تتعلق بالدوال 

المدروسة في السنة 

نهتم  و  ،الثانية ثانوي 

فقط بدوال تكون 

مجموعة تعريفها 

معطاة أو سهلة 

 .تعيينال

  تدعيم مكتسبات

 التلاميذ حول مفهوم

النهاية في وضعيات 

مثلا النهاية )بسيطة 

المنتهية عند عدد 

حقيقي 
0x )

 ذلك فيف يوتوظ

أمثلة بسيطة ثم 

إلى وضعيات  وسعت

ولتوضيح  .أخرى 

ذلك، نعتمد على 

 تمثيلات بيانية

باستعمال برمجيات 

 .مناسبة كالمجدولات 

  يمكن توظيف كما

 :الحاسبة البيانية

  بإزاحة النافذة

نحو اليسار عندما 

 .إلى xيؤول 

  بإزاحة النافذة

نحو اليمين عندما 

 .إلى xيؤول 

  بإنجاز تكبير

0xللنافذة بجوار
 

إلى xعندما يؤول 

0x
. 

    وذلك لتخمين

نهاية أو المصادقة 

 .عليها

   تستغل هذه

المناسبة للتذكير 

قارب بالمستقيم الم

الموازي لحامل محور 

 لالفواص
 

 نهاية غير منتهية عند عدد2.2

 التراتيب ورالمستقيم المقـارب الموازي لمح
 

ليكن                                :تعريف fc  التمثيل البياني لدالةf  في معلم وليكنa عدد حقيقي

 (أو النهاية من اليمين أو من اليسار) إذا كانت النهاية 

  x=a نقول أن المستقيم الموازي لمحور التراتيب ذو المعادلة أو  هي  aعند  fللدالة   

مستقيم مقارب للمنحنى  fc      موازي لمحور التراتيب  

 التفسير البياني  2/1.2
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ــــــــــــــــــــــ  : ــــــةالمـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ـــــــــــــالمستـ  الثالثة علوم            :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تحليل            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 لنهايات ا         :التعلمية حدةالو 

 حساب نهاية دالة       :موضوع الحصة 

 .توظيف دساتير التحويل المتعلقة بجيب التمام و بالجيب في حل مسائل مثلثيةالمكتسبات القبلية  

 التعليمات والتوجيهات (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

2:أحسب النهايات   :10تمرين  2 3 3

0 0

lim , lim , lim

lim , lim , lim , lim

1 1 1 1
lim , lim , lim , lim

x x x

x x x x

x x x x

x x x

x x x x

x x x x

  

   

   

 

:أحسب النهايات    
2

22 1
lim , lim 3 4 , lim 1

3 1x x x

x
x x x

x  

 
   

 
 

  :الحل

2

2
2

2

1
2

3 4 1
lim , lim 1 lim 1

1
3

x x x

x
x

x x
x x x

x
x

  

  
                           

  

 

2 2 3 3

0 0

lim , lim , lim

lim , lim , lim , lim

1 1 1 1
lim 0, lim 0, lim , lim

x x x

x x x x

x x x x

x x x

x x x x

x x x x

  

   

   

     

       

     

 

f,:  تعاريف g دالتان.a دد حقيقي او يمثل ع,    نقبل بدون برهان: 

 :10تعريف 

   l l l lim ( )
x a

f x


 

     l lim ( )
x a

g x


 

 ح ع ت    l l  lim ( ) ( )
x a

f x g x


 

  :10مثــــال  2

2

2 1
lim 2 , lim 1 1, lim 2

x x x
x x x

x x  

  
           

   
 

 :12تعريف 

0l  0l  0l  0l  l lim ( )
x a

f x


 

    l lim ( )
x a

g x


 

    l l  lim ( ) ( )
x a

f x g x


 

0 0    

     

    ح ع ت ح ع ت

:12مثــــال        2 3 24
lim 1 4 lim 1 , lim 4

x x x
X x X X x

x  

 
        

 
 

 وضعيات  ننطلق من

تتعلق بالدوال  ذات دلالة

المدروسة في السنة 

نهتم  و  ،الثانية ثانوي 

فقط بدوال تكون 

مجموعة تعريفها معطاة 

 .أو سهلة التعيين

  تدعيم مكتسبات

 التلاميذ حول مفهوم

النهاية في وضعيات 

مثلا النهاية )بسيطة 

المنتهية عند عدد حقيقي 

0x )ذلك فيف يوتوظ 

 وسعأمثلة بسيطة ثم ت

 .إلى وضعيات أخرى 

ولتوضيح ذلك، نعتمد 

 على تمثيلات بيانية

باستعمال برمجيات 

 .مناسبة كالمجدولات 

  يمكن توظيف كما

 :الحاسبة البيانية

  بإزاحة النافذة نحو

اليسار عندما يؤول 

x إلى. 

  بإزاحة النافذة نحو

اليمين عندما يؤول 

x إلى. 

  بإنجاز تكبير للنافذة

عندما يؤول  0xبجوار

x 0إلىx
. 

    نهاية وذلك لتخمين

 .أو المصادقة عليها

تستغل هذه المناسبة  

للتذكير بالمستقيم 

قارب الموازي لحامل الم

 لمحور الفواص

تعطي المبرهنات الشهيرة 

 عمليات على النهايات  :2/2
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 :13تعريف 

    l l l lim ( )
x a

f x


 

0l  0l  0l  0l    l  lim ( )
x a

g x


 

    0 0 
l

l
 

( )
lim

( )x a

f x

g x

 
 
 

 

    0 

    0 
 ح

 ع

 ت

 ح

 ع

 ت

 ح

 ع

 ت

 ح

 ع

 ت

 ح

 ع

 ت

:13مثــــال
2 3

2

5 1
lim , lim , lim 0

2x x x

X X X

x x x  

      
                

 

لدالة كثير حدود هي نهاية حدها الأعلى درجة   او عند  النهاية عند   :10قاعدة 

 .  اوعند  عند

 :10مثــــال 
   

   

3 2 3

2 2

lim 7 2 3 lim 7 ,

lim 3 1 2 lim 2

x
x

x
x

x x x

x x x







    

     
 

  :10تعريف 

لدالة ناطقة هي نهاية حاصل قسمة الحدين الأعلى   او عند  النهاية عند ** 

   او عند  درجة

 :10مثــــال  
2 42

3 3 1
lim lim 0, lim

31

2 2
lim 1, lim lim 0

1

x x x

x x x

x x x

x xX

x

x x x

  

  

 
         

 

 
     

  

 

 
 

 هي نهاية الحد الأعلى درجة.أو  نهاية دالة كثير حدود عند     :مبرهنة

 
هي نهاية حاصل قسمة الحد الأعلى درجة في البسط .أو  نهاية دالة ناطقة عند     :مبرهنة

 على الحد الاعلى درجة في المقام

 هي نهاية الحد الأعلى درجة.أو  نهاية دالة كثير حدود عند 

 
 عدد حقيقيموجب lدالة موجبة و  f    :مبرهنة

اذاكان  
0

lim
x x

f x


   فان 
0

lim
x x

f x


  

اذاكان  
0

lim
x x

f x l


  فان 
0

lim
x x

f x l


 
 

 

 

المتعلقة بمجموع و جداء 

 وحاصل قسمة نهايتين

يمكن أن .)دون برهان

قدم برهانا عن حالة ي

 (.بسيطة

 

 

 

 

 

 

 الدالة كثير حدود

 نهاية بعض الدوال المالوفة/4
 

 الدالة الناطقة

 الدالة الجذر التربيعي
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المعرفة على fنعتبر الدالة  تمرين 2;1   بِـ 
3 2

2

2 2

2

x x x
f x

x x

  


 
 

أحسب (.0 3 2

2
lim 2 2
x

x x x


    و 2

2
lim 2
x

x x


  . هل يمكن استنتاج نهاية

 ؟ 2عند fالدالة

3قم بتحليل كل من  (.2 22 2x x x     2و 2x x  . 

من  xبين أنه من أجل كل (.3 2;1  ، 
2 1

1

x
f x

x





. 

 .2عند fاستنتج نهاية الدالة (.0

المعرفة على gللدالة 1أدرس النهاية عند   :تطبيق 1  بِـ 
3

2

1

2 1

x
g x

x x




 
. 

  الحل

0].  3 2

2
lim 2 2 0
x

x x x


     و 2

2
lim 2 0
x

x x


    لايمكن استنتاج النهاية 

0حالة عدم التعيين من الشكل لوجود 
0

 

لدينا .[2  3 2 22 2 2 1x x x x x       و  2 2 1 2x x x x     

يصبح ومنه  .[3 
2 1

1

x
f x

x





اي ان   

2

2 2

1 5
lim lim

1 3x x

x
f x

x 


  


 

 اننا ازلنا حالة عدم التعيين باستعمال الاختزالنقول  .[0

 

المعرفة على fنعتبر الدالة  تمرين    1;  بِـ  22 1 2f x x x x     

 مباشرة ؟ لماذا ؟ عند fهل يمكن تعيين نهاية الدالة .[0

من  xبين أنه من أجل كل .[2 1; ،  2

1 1 2
2 1f x x

x x x

 
      

 
. 

 .عند fاستنتج نهاية الدالة .[3

المعرفة على gللدالة أدرس النهاية عند   :تطبيق 0;  بِـ  2g x x x  . 

: الحل   2lim lim 2 1 lim 2
x x x

f x x x x
  

       حالة عدم التعيين 

 نستخرج العامل المشترك نجد  2

1 1 2
2 1f x x

x x x

 
      

 
 

ومنه 

 

 

2

2

1 1 2
lim lim 2 1

1 1 2
lim lim lim 2 1 2

x x

x x x

f x x
x x x

f x x
x x x

 

  

 
      

 

         

 

 هنا حالة عدم التعيين باستعمال التحليلازلنا 

 

المعرفة على fنعتبر الدالة 2;  بِـ  2 21 2f x x x x    

 .إلى xتحقق أن لدينا حالة عدم التعيين لما يؤول .[0

من xبين أنه من أجل كل .[2 2; ،

       2 1 1 1 1 2f x x x x         
 

 ازالة حالة عدم التعيين  :2/2
 بأستعمال الأختزال.1 

 التحليلستعمال  با.2

 المرافقستعمال  با.3
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 .عند fدالةنهاية ال استنتج .[3

المعرفة على gللدالة أدرس النهاية عند   :تطبيق 0;  بِـ  22g x x x x   . 

 :الحل

0].   2 2lim lim 1 lim 2
x x x

f x x x x
  

      حالة عدم التعيين 

2ونقسم على نفس العدد نضرب  .[2 21 2x x x    نجد 

     2 21 2 1 2f x x x x x      نستخرجx من البسط والمقام نجد 

       2 2
2

1 1 22 1 1f x x x x
x xx

 
     

 
ومنه بالاختزال نجد  

       2 1 1 1 1 2f x x x x         
 

3].        lim lim 2 1 lim 1 1 1 2 2
x x x

f x x x x
  

          
 

 حالة عدم التعيين باستعمال الضرب في المرافقزلنا ا

 

بِـ  المعرفة على fدالةنعتبر ال 
cos 1x

f x
x


 

 مباشرة ؟ لماذا ؟ 0عند fهل يمكن تعيين نهاية الدالة (.0

cosxللدالة 0باستعمال تعريف العدد المشتق عند (.2 x الدالة عين نهايةf 0عند. 

المعرفة على gلدالةل 0أدرس النهاية عند   :تطبيق   1;0 0;   بِـ 
4 2x

f x
x

 
 

 :الحل

 
 lim cos 1

lim ?
lim

x

x

x

x
f x

x








   ن لا lim cos 1

x
x


غير معروفة 

المشتق يعني ان العدد    
   

0

0

0

0

lim
x x

h x h x
f x h x

x x


 


 

 كتابة اعتبار ال يمكن 
cos 1x

x


 من الشكل  

   0

0

h x h x

x x




وذلك بوضع فقط    cosh x x و

0 0x   ومنه 0 cos0 1h   وضع نقوم بن اذن يكفي ا   cos sinh x x x    

ومنه  0 sin 0 0h    

وبالتالي  
0 0

cos 1
lim lim 0
x x

x
f x

x 


  

 تخلصنا من حالة عدم التعيين باستعمال العدد المشتق هنا 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 عدد المشتقالستعمال  با.4
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ـــــــــ ــــــةالمـؤسـســــــــــــــــ  : ـــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ـــــــــــــالمستـ  الثالثة علوم            :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تحليل            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 لنهايات ا         :التعلمية الوحدة

 باستعمال المبرهنات حساب نهاية دالة       :موضوع الحصة 

 .حساب نهاية باستعمال المبرهنات المتعلقة بالعمليات على النهايات أو المقارنة وتركيب دالتينالمكتسبات القبلية  

 التعليمات والتوجيهات (الحصةســـــــــير  )الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

:الدالة المعرفة على  fلتكن :10تمرين  
1

, 2 ,
2

 
   

 
: ب  

2 1

2

x
f x

x





 

 .عند أطراف مجموعة التعريف  fأدرس نهايات الدالة 

بما أن **   :الحل
2 1

lim 2
2x

x

x

 
 

 
و 

2
lim 2
x

x


  فإن lim 2
x

f x


  نجد كذلك

 lim 2
x

f x


 

بما أن **        
2

2 1
lim

2x

x

x

 
  

 
limو 

x
x


   فإن 

2

lim
x

f x


   

بما أن **        
1

2

2 1
lim 0

2x

x

x

 
 

 
و 

0
lim 0
x

x


  فإن 
1

2

lim 0
x

f x


 

: ب R*:الدالة المعرفة على  fلتكن     :12تمرين   2

cos
1

x
f x

x
  

R  :*من  xأثبت أن من أجل كل  (0 2 2

1 1
1 1f x

x x
     

,عند  fاستنتج نهايتي الدالة  (2  

R  :1*من  xنعلم أنه من أجل كل :الحل cos 1x    ومنه من أجل كلx  من*R  :

2 2 2

1 cos 1x

x x x
     وبالتالي من أجل كلx  من*R  :

2 2 2

1 cos 1
1 1 1

x

x x x
       أي

R  :*من  xمن أجل كل  2 2

1 1
1 1f x

x x
        

بما أن  -0
2 2

1 1
lim 1 lim 1 1

x xx x 

   
      

   
 :فإن  

   lim 1, lim 1
x x

f x f x
 

  

: ب R:الدالة المعرفة على  fلتكن  :13تمرين  
2 sin

x
f x

x



 

:  Rمن  xأثبت أن من أجل كل -0
 1

1
3

f x

x
   

,عند  fاستنتج نهايتي الدالة  -2  

R  :1من  xأنه من أجل كل  نعلم-0  :الحل sin 1x    ومنه من أجل كلx  منR  :

1 1 sin 3x      أي من أجل كلx  منR  :
 1

1
3

f x

x
      

: لدينا  -2   
 1

3

f x

x
   ومنه من أجل كلx  من 0,  

3

x
f x  وبما أن

lim
3x

x


   فإن lim

x
f x


  

: لدينا 
 1

3

f x

x
   ومنه من أجل كلx  من ,0  

3

x
f x   وبما أنlim

3x

x


  

فإن  lim
x

f x


  

تعطي المبرهنات  -

الشهيرة المتعلقة 

بمجموع و جداء 

وحاصل قسمة 

نهايتين دون 

يمكن أن .)برهان

نا عن يقدم برها

 (.حالة بسيطة

تعطى مبرهنات  -

نهاية )الحصر 

منتهية، غير منتهية، 

وكذا المبرهنة التي 

تربط الترتيب بين 

دالتين والترتيب بين 

 (.نهايتين

حساب نهاية دالة 

gمركبة  f يطبق

في الحالة التي تكون 

 .دالة مألوفةgفيها 

 

 نشاط
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fدوال حيث fو .u ،vأو  تمثل أعددا حقيقية أو cو a،b :مبرهنة v u. 

إذا كانت          lim
x a

u x b


  و إذا كانت lim
x b

v x c


  فإن lim
x a

f x c


 

بِـ  المعرفة على المجال fنعتبر الدالة  :مثال
1

( ) sin
2

f x
x

 
  

 
ريد حساب و ن 

 lim
x

f x


بهذا الترتيب حيث  vو uهي مركب الدالتين fنلاحظ أن  
1

2
u x

x


    و

  sinv x x   (f v u  )ما أن ب lim
2x

u x



   و 

2

lim 1
x

v x




   فإن

 lim 1
x

f x


 

: أحسب النهاية        :10مثــــال  lim
x

f x


حيث   2

1

2
f x

x x

 
    

 

: مركب دالتين  fنلاحظ أن   2

1

2
u x

x x



و  v x x  

وبما أن  lim 0
x

u x


 و 
0

lim 0
x

v x


   فإن : lim 0
x

f x


 

 
 

  :12 مبرهنة

  , ,f g h دوال  وl  عدد حقيقي  إذا كانت lim
x

g x l


 و lim
x

h x l


  ومن اجلx 

كبير بالقدر الكافي      g x f x h x   فإن lim
x

f x l


 

 .و عند عدد حقيقي  يمكن تمديد المبرهنة الى حالة   ملاحظة

 :مرين تطبيقيت       :مثال

الدالة المعرفة على fلتكن             :  بـ  ;00;
2

sin21
)(

x

x
xf


 

منxبين أنه من أجل كل (0            ;00;:   
22

3
)(

1

x
xf

x
 

  . وعندعند f استنتج نهاية الدالة (2        

 : ـحـلال  

منxمن أجل كل (0             ;00;:  1sin1  x                                                                               

2sin22ومنه                                                      x 

3sin211ومنه                      x        

إذن                 
222

3sin211

xx

x

x



        

وبالتالي                     
22

3
)(

1

x
xf

x
        

منxمن أجل كل (2      :، لدينا;00;
22

3
)(

1

x
xf

x
     

بماأن       
2

1
lim 0

x x

 
  
 

 

 بالمقـارنة  النهاية 2.3

 نهاية دالة مركب 1.3

 النهاية بالمقـارنة-نهاية دالة مركب/3
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و
2

3
lim 0

x x

 
 

 
limفإن ( ) 0

x
f x


 

بماأن
2

1
lim 0

x x

 
  
 

و 
2

3
lim 0

x x

 
 

 
limفإن  ( ) 0

x
f x


 

: لدينا  Rمن  xمن اجل كل :12مثــــال 
1 sin 1x

x x x
     ومنه

sin
lim 0

x

x

x
 

 :13 مبرهنة

 ,f g دوال  وl  عدد حقيقي  إذا كانت lim
x

g x


   ومن اجلx  كبير بالقدر الكافي

   g x f x  فإن lim
x

f x


  

 .و عند عدد حقيقي  يمكن تمديد المبرهنة الى حالة   ملاحظة

 :تمرين تطبيقي     

:        بـ  3xحيث  xالدالة المعرفة من أجل كل عدد حقيقيfنلتك        
3

2
)(




x

x
xf 

فإن  3xبين أنه إذا كان  (0        
xx 2

1

3

1



:    

  .عند fالة استنتج نهاية الد (2        

  :الـحـل                                    

3ومنه   3xلدينا   (0         xxx   32أي  xx.  

32وبالتالي                               xx        

:      إذن                        
xx 2

1

3

1



        

لدينا  3xمن أجل  (2        
xx 2

1

3

1



.  

: ومنه                                
x

x

x

x

2

2

3

2



 

xxf:      إذن                         2)(         

)(limإذن     x2lim:  وبماأن   xf 

                              x                  x   
 :10 مبرهنة

 ,f g دوال  وl  عدد حقيقي  إذا كانت lim
x

g x


   ومن اجلx  كبير بالقدر الكافي

   f x g x  فإن lim
x

f x


  

 و عند عدد حقيقي يمكن تمديد المبرهنة الى حالة   ملاحظة

 :مرين تطبيقيت   

xxx:  يكون  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي (0         232cos3   

)2cos3lim(أحسب   (2         xx .  

                         x 
 :الـحـل    

x   ،1cosلدينا من أجل كل عدد حقيقي( 0         x  

R  ،3cos3من  xومنه من أجل كل      x 

x ،xxxوبالتالي من أجل كل عدد حقيقي     232cos3  

R  ،  xxxمن  xلدينا من أجل كل  (2         232cos3   
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xxx: كبير بالقدر الكافي  xومنه من أجل كل   232cos3  

وبماأن     )23lim( x  فإن )2cos3lim( xx 

                                  x                          x 
 

 :13مثــــال

1: لدينا  Rمن  xمن اجل كل  sinx x x    ومنه lim sin
x

x x


   

sin: لدينا  Rمن  xمن اجل كل  1x x x    ومنه lim sin
x

x x


   

      22الصفحة  31تمرين رقم      

 22: صفحة   33: تمرين رقم      

 22: صفحة   32: تمرين رقم      
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