
 

 

 المتتاليات

 التوقيت

 وثائق التحضير الوسائل البيداغوجية نقد ذاتي

 

 السبورة 

 جهاز داتاشو 

 

 دليل الأستاذ 

 الكتاب المدرسي 

 المنهاج 

 مخطط الدرس

 توليد متتالية عددية

 التمثيل البياني لمتتالية تراجعية:  1

  خواص متتالية عددية : 2

 معالجة 
 

 التوقيت
 

 تذكير بالمتتاليات 

 دديةاتجاه تغير متتالية ع  :1

 المتتالية الحسابية:2

  المتتالية الهندسية:  3

 الاستدلال بالتراجع 

 مبدا الاستدلال بالتراجع  :1

 نهاية متتالية عددية

 تقارب متتالية  :1

 متتالية محدودة:2

 متتاليات متجاورة: 3

 

 سا 4

 ســـا 2

 ســـا 1

 ســـا 1

 سا 2

 ســـا 2

 ســـا 3

 ســـا 1

 ســـا 1

 ســـا 1

 

 

 سا 3

 ســـا 2

 ســـا 1

 سا 5

 

  suites  المتتاليات   :لموضوعا
 

 الكفاءة المستهدفة
 

 المكتسبات القبلية
 

 استعمال التمثيل البياني لتخمين سلوك ونهاية متتالية عددية. 

 إثبات خاصية بالتراجع. 

 دراسة سلوك ونهاية متتالية. 

 معرفة واستعمال مفهوم متتاليتين متجاورتين. 

 حل مشكلات توظف فيها المتتاليات والبرهان بالتراجع. 

 

 عدديةالمتتاليات ال 

تتاليات العدديةالم                                :مذكرة رقم                         الحامس المحور

 
 

 أستعد للباكالوريا

 السنة الدراسية 

4102/4102 
 

 اعداد الاستاذ

 يوسفي عبد الرحمن

 المتتاليات               امسخالمحور ال
 الثالثة تقني ورياضيـــــــــــــــــات علوم تجريبية: المستوى  
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخالتاريــــــــــــــــــــ  :    ــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ــــــــــــــــــوى   الثالثة رياضيات:            المستـــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تحليل:            التعلم ميـــــــــــــــدان

 المتتاليات      :التعلمية الوحدة

 لمتتالية الحسابية والهندسيةا  :    موضوع الحصة 

 تذكير بالمتتالية الحسابية والهندسية   :المكتسبات المستهدفة

الأنشطة المقترحة  
 وطبيعتها

 المنهاج   (ســـــــــير الحصة)الإنجاز

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

    nV  عددية حيث متتالية :
2 1

1
n

n
V

n





   . 

3: احسب  / 1  2 1 0; ; ;V V V V  م خمن اتجاه تغير المتتالية nV  

أدرس اتجاه تغير المتتالية /2  nV  

المعرفة على  fنعتبر الدالة / 3  0;  حيث :
2 1

( )
1

x
f x

x





  

  أحسب( )f x   ثم شكل جدول تغيرات الدالةf  

  من أجل كل عدد طبيعيn  1: تحقق أن 2nV  

      nV  متتالية عددية حيث :
2 1

1
n

n
V

n





   . 

نجد ان / 1 
3 2 1 0

8 321 ; ; ; 1
13 5 2

V V V V     م 

اتجاه تغير المتتالية  nV من خلال الحدود نجد انها متزايدة 

اتجاه تغير المتتالية / 2  nV  

1nتجاه تغير المتتالية بحساب الفرق يتم دراسة ا nV V  

نجد 
     

     
1

2 3 1 2 1 2 5

1 2 1 2
n n

n n n n
V V

n n n n


    
  

   
 

1ومنه  0n nV V  انها متزايدة 

المعرفة على  fنعتبر الدالة / 3  0;  حيث :
2 1

( )
1

x
f x

x





  

 
 

2

1
( )

1
f x

x
 


  

  fجدول تغيرات الدالة 

                                             0 x 

 ( )f x 

2 

1 

( )f x 

  من أجل كل عدد طبيعيn 0بما ان n    ومنه
0 0

2 1
lim lim 1

1
n

n n

n
V

n 


 


 

2 1
lim lim 2

1
n

n n

n
V

n 


 


1هذا يعني ان   2nV  

                                                                                 nU  1: متتالية عددية حيث

1 1

2 2
n nU U     0و 7U  

    مستقيم معادلتهy x و g   دالة عددية حيث
1 1

( )
2 2

g x x  

انش ىء  (1   و المنحنى gC  

1لاحظ أن    (2 ( )n nU g U    4ثم مثل دون حساب الحدود 3 2 1; ; ;U U U U  على محور الفواصل 

اه تغير المتتالية خمن اتج  (3 nU  

1nUإذا علمت أن  (4    أدرس اتجاه تغير المتتالية nU  

يتم بهذه المناسبة 

التذكير بالمتتاليات 

الحسابية 

والمتتاليات 

 .الهندسية
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                                                                                nU ددية حيث متتالية ع :
1

1 1

2 2
n nU U     0و 7U  

    مستقيم معادلتهy x  وg   دالة عددية حيث

1 1
( )

2 2
g x x  

انش ىء  (5   و المنحنى gC  

6)  1 ( )n nU g U    4دالحدو 3 2 1; ; ;U U U U 

 على محور الفواصل 

اتجاه تغير المتتالية   (7 nU متناقصة 

1nUإذا علمت أن  (8    أدرس اتجاه تغير المتتالية nU  

لدينا الفرق 
1

1 1 1 1

2 2 2 2
n n n n nU U U U U        

1nUوبما ان    فان   1 2 1 2 0nU   1 ان يعني ما 0n nU U   متناقصة 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

2 حيث المعرفة على uالمتتالية  :مثال 3nu n   ويمكن حساب أي حد من الحدود .ام بحدها الع معرفة 

لابد من التمييز بين متتالية   :ملاحظة nu و بين حدهاnu الذي هو عدد حقيقي. 

 

 

 

 

 
 

 

xوحيث أن من أجل  Dعرفة على مجال م fعددية لتكن دالة D  فإن( )f x D  . المتتاليةu  المعرفة

بحدها الأول 
0nu  1و العلاقة ( )n nu f u  1تسمح هذه العلاقة بحساب. تسمى متتالية تراجعيةnu إذا علم

nu 0من أجل كلn n 

 

 

 تذكير بالمتتاليات  / 1 
   المتتالية العددية 1.1 

 
 

 توليد متتالية عددية : 1

 

 

0nترفق بكل عدد طبيعي ونح متتالية عددية حقيقية كل دالة معرفة من نسمي  n  ،0n ،معطى

 .nvأو  nu: ونرمز لها  ب.  nuالعدد

)و نكتب fيمكن التعبير عن المتتالية باستعمال دالة )nu f n 

2مثال  3nu n    حيث
2: 3

.....

f x x 
  .  

 

 

  عامال هامولدة بحد: 111

  
و لحساب حد. فإنها معرفة تماما   nم لمتتالية عددية معطى بدلالة إذا كان الحد العا

0nu  من الحدود

nيكفي تعويض  0nبالقيمة  

  تراجعية بعلاقةمولدة : 211

     

 :بالتراجع و ذلك بإعطاء يمكن تعريف متتالية     

 .قيمة الحد الأول  (1

 علاقة تراجعية تربط بين حدين متتابعين من المتتالية (2
 

 



                                 الاعداد والحساب  https://www.facebook.com/yousfisifou804   الفيسبوك  على  يوسفي عبد الرحمن: الاستاذ                        

 http://yousfimath.alamountada.com 4المنتدى  sifou804@yahoo.fryousfiالايميل     مذكرات يوسفي

 

نعتبر المتتالية :مثال  nu  0المعرفة  بِـ 2u  و من أجل كل عدد طبيعيn  ،1 3 2n nu u  . 

1تسمح علاقة  3 2n nu u   1بحساب قيمة الحدnu  إذا علمت قيمة الحد الذي يسبقهnu 

1ذا فإن و هك 1uتسمح من حساب قيمة 0uمعرفة قيمة   03 2 3 2 2 4u u      . 

المتتالية نعتبر :1مثال nu المعرفة بالعلاقة التراجعية
0

1

1

2 5n n

u

u u

 


 
  1u،2u،3uاحسب 

1لدينا  :1الحل 02 5 3u u   ،2 12 5 2 3 5 11u u     ،

3 22 5 2 11 5 27u u       و هكذا... 

المتتالية نعتبر :2مثال nu 0المعرفة بحدها الأول 1u  و من أجل كل عدد طبيعيn :1 3n nu u  . 

0الدين :2الحل 1u   1و منه 03 3u u  ،2 13 9u u ،3 23 27u u   و هكذا... 

 في الحد  :ملاحظةnu  ،n   هو دليل الحد وليس رتبته. 

راجعية كذلك بهذه الصيغة تعرف متتالية بعلاقة ت:ملاحظة 
0 1

2 1

1, 3

2 5n n n

u u

u u u 

 


 
 

 

 

تكون متتالية                                                        
0

( )n n nu   0من الرتبة   إبتداءا ( متزايدة تماما على الترتيب)متزايدةn 

1nكان إذا إذا وفقط   nu u  (1n nu u  من أجل كل عدد طبيعي ( على الترتيبn  0أكبر من أو يساويn. 

تكون متتالية                                                      
0

( )n n nu  إبتداءا من الرتبة (متناقصة تماما على الترتيب) متناقصة

0n  1إذا وفقط إذا كانn nu u  (1n nu u  من أجل كل عدد طبيعي( على الترتيبn  0أكبر من أو يساويn 

تكون متتالية                                           
0

( )n n nu   0ثابتة  إبتداءا من الرتبةn إذا و فقط إذا كان 

1n nu u  .من أجل كل عدد طبيعيn  0أكبر من أو يساويn. 

المتتالية نعتبر :2مثال nu2المعرفة ب 2nu n   اثبت أنها متزايدة 

 
2 2

1

2 2

1

1

1 2 2

2 4 2

2 2

n n

n n

n n

u u n n

u u n n n

u u n







      


     
   


0nلاحظ بما ان    2فان 2 0n   فهي متزايدة تماما 

 

 هي متتالية متزايدة ( رتيبة تماما على الترتيب )   من  Iالمتتالية الرتيبة على مجال 

 Iعلى المجال ( متناقصة تماما على الترتيب)متناقصة   أو  من  Iعلى المجال ( متزايدة تماما على الترتيب)    

 (رتيبة تماما على الترتيب ) من  

لتكن المتتاليات :1تطبيق nu كما يلي  المعرفة على : 
2 1nu n   .2 4nu n   .5 1nu n        أدرس اتجاه تغيرها. 

2 :الحل 1nu n     2لدينا 2

1 ( 1) 1 2 2nu n n n        ومنه
2 2

1 2 2 1 2 1n nu u n n n n         

2 1 0n    لأنn  عدد طبيعي وبالتالي المتتالية nuمتزايدة 

 .ℕمتتالية معرفة في  (un)لتكن :   خلاصة

 (un) على متزايدة ℕ  من أجل كل: إذا وفقط إذا كانn  من ℕ   ،un ≤ un+1 . 

 (un) على متناقصة ℕ  من أجل كل: إذا وفقط إذا كانn    منℕ  ،un ≥ un+1. 

 (un) على ثابتة ℕ  من أجل كل: إذا وفقط إذا كانn    منℕ  ،un = un+1 . 

 

 

 

 اتجاه تغير متتالية عددية : 2

 
 متزايدة: 1

 متناقصة: 2

 ثابتة: 3

 رتيبة: 4
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1n دراسة اشارة الفرق                                                         nu u   

 :المعرفة بما يلي ةادرس اتجاه تغير المتتالي :مثال

        : ℕمن  nومن أجل كل         .1
         

جاه تغيّر المتتالية  .1
ّ
1nبحساب الفرق نقوم  (un)لدراسة ات nu u  : 

ℕ: 2من  nمن أجل كل  2

1      2  1 ( 1) 0n n n n nu u u u u        

 .ℕمتتالية متزايدة على  (un) :إذن

  مقارنة                                                           
    

  
 (مامابالنسبة إلى متتالية حدّها العام موجب ت) 1بالعدد   

 :المعرفة بما يلي ةادرس اتجاه تغير المتتالي :مثال

   :  ℕمن  nمن أجل كل  .2
 

  
 

 الحدّ العام للمتتالية  .2
ّ
ℕمن nموجب تماما من أجل كلّ  (vn)بما أن

 
، فلدراسة اتجاه تغيّرها يكفي حساب  

حاصل القسمة 
    

  
 .1ومقارنته بالعدد  

1: لدينا

1

1 2 1
.

2 2

n

n

n

n

v n n

v n n




 
     

ّ
 :وبما أن

1 1
1 0

2 2

n n

n n

 
     

ℕمن nنستنتج أنه من أجل كل 
 

 ،
    

  
ℕمتناقصة على (vn) :إذن.     

 
. 

       على المجال   الدالة  ، ودراسة تغير           كتابة                                                               

 :المعرفة بما يلي ةادرس اتجاه تغير المتتالي :مثال

    :  ℕمن  nمن أجل كل   .3
       

   
 

     :   نضع .3
       

   
    قابلة للإشتقاق على   الدالة .  

      :      ومن أجل كل 
        

    
        :     ، نستنتج أنه من أجل  

 . ℕمتزايدة تماما على  (wn) :إذن.   متزايدة تماما على  الدالة : وبالتالي

 (.         :  أي              ومنه        : ℕمن  nمن أجل كلّ )

 

 

 يمكن تمثيل حدود متتالية عددية معرفة بحدها العام على محور                                                                      

في المستوي المنسوب  إلى معلم , ,O i j .  مجموعة النقط( , ( ))M n f n  هي التمثيل البياني  للمتتالية nu  

ية لتكن المتتال :مثال nu  كما يلي  المعرفة على :( 2)n

nu  . 

                                                2u              0u               1u                         
                                       

                                                    4                 1    0           2-     

 .( fترفق هذه المتتالية بدالة) يمكن تمثيل متتالية عددية معرفة بحدها العام 

لتكن المتتالية  :مثال nu  2: كما يلي  المعرفة على 4 1nu n n   

 nuمعرفة كذالك( )nu f n 2:حيث: 4 1f x x x نعرفf

على المجال 0, بما أنnفي الرسم المقابل النقط الممثلة  .عدد طبيعي

إحداثياها , ( )n f n  0من أجلn  ،1n  ،2n  ،3n  ،

4n  5وn  إلى معلم     في المستوي المنسوب , ,O i j .  مجموعة

)النقط  , ( ))M n f n  هي التمثيل البياني 

للمتتالية         nu . 
 

دراسة اتجاه تغير متتالية :3

 عددية 

 
 الفرق: 1

 المقارنة: 2

 الدالة: 3

 التمثيل البياني لمتتالية عددية :4

 
 حالة الحد العام: 1
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لتكن المتتالية                                                                          nu  0المعرفة بحدها الأولu و العلاقة التراجعية

1 ( )n nu f u  حيثf  دالة معرفة على . 

)مجموعة النقط     , ( ))n nM u f u  هي التمثيل البياني في المستوي المنسوب إلى معلم للمتتالية 

 :تطبيق 

)المتتالية )nu  0المعرفة بحدها الأول 1u   و العلاقة التراجعية
1

2 n

n

n

u
u

u



  حيثn       طبيعي 

   مثل بيانيا المتتالية( )nu  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس , ,O I J 

)لتمثيل المتتالية )nuبيانيا ننش ئ الرسم البياني للدالةf

)المرفقة بالمتتالية )nu  ثم ننش ئ المستقيم ذا المعادلة

y x. 1لأن المتتالية من الشكل ( )n nu f u   والتمثيل

)1البياني هو مجموعة النقط , )n nM u u  

( )fCهوالرســــم البيــــاني للدالــــةfالمرفقــــة بالمتتاليــــة( )nu

أي.
2

( )
x

f x
x


 نعــــــــــــــــــــــرف الدالـــــــــــــــــــــــةf علـــــــــــــــــــــــى المجـــــــــــــــــــــــال

 0, .( ) المستقيم ذو المعادلةy x .            النقطة 

0 0 1( , )M u u أي 0 1,3Mهــــي أول نقطــــة نحصــــل عليهــــا .

)علــــــــى0Mنســــــــقط ) وفــــــــق (Ox) ثــــــــم  نســــــــقط النقطــــــــة

)المحصــل عليهــا علــى )fC وفــق(Oy )1وبهــذا نحصــل علــى النقطــة 1 2( , )M u uأي 1 3,5 3M. نكــرر العمليــة

  .  إلى آخره 3Mثم2Mللحصول على

 :مثال 

 nu  عددية معرفة بعلاقة تراجعية كما يلي متتالية :
0

5

2
u   و من أجل كل عدد طبيعيn :1

2
2

3
n nu u    

أرسم في معلم متعامد ومتجانس(أ/1   ; ;o i jالمستقيم  : y x و المنحنى d الممثل للدالةf

:بـ Rالمعرفة على
2

( ) 2
3

f x x  

باستعمال الرسم السابق ، مثل على محور الفواصل و ( ب 

3: بدون حساب الحدود  2 1 0, , ,u u u u   4وu . 

ع تخمينا حول إتجاه تغير المتتالية  ض( ج  nu . 

 

إتجاه تغير المتتالية   nu  6متقاربة نحو 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حالة علاقة تراجعية:2
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1هيالحد الأول فإن عبارة الحد العام  1uإذا كان :ملاحظات  ( 1)nu u n r  . 

فإن عبارة الحد العام هي الحد                      ( nعدد طبيعي أصغر من  p)الحد الأول  puبصفة عامة  إذا كان  

                    ( )n pu u n p r    .تعيين الحد العام يعود إلى كتابةnu بدلالة 

0حيث أن  حدها الأول ( nu)لدينا المتتالية الحسابية      :مثال 3u  4و أساسهاr . 

 nبدلالة  nuاكتب عبارة الحد العام -1u   ،2u  ،3u    .2احسب -1

 :الحل

1 0

2 1 0

3 2 1 0

3 4 7

2 7 4 11

2 3 11 4 15

u u r

u u r u r

u u r u r u r

    

      

        

 

)حسابيةالحد العام للمتتالية ال )nu 0هو 3 4nu u nr n    1ا كان الحد الأول \اu

1 ( 1)nu u n r       

 

 

 

 

 

 
 

1n :ملاحظات   يمثل عدد الحدود 

  S يساوي عدد الحدود مضروب في نصف مجموع الحد الأول و الحد الأخير 

0حيث أن  حدها الأول ( nu)بية لدينا المتتالية الحسا:تطبيق 2u  3و أساسهاr . 

 .nبدلالة  nuاكتب عبارة الحد العام  -1

 .احسب الحد العاشر -2

 .احسب مجموع العشرة حدود الأولى -3

0 .جموعاحسب الم -4 1 1........ n nS u u u u     

 .nبدلالة  nuالحد العام عبارة  -1 :الحل

)حسابيةالحد العام للمتتالية ال )nu 0هو 2 3nu u nr n     1اذا كان الحد الأولu

1 ( 1)nu u n r    
9 .الحد العاشر.2 0 3 9 2 3 9 29u u       
0.احسب مجموع العشرة حدود الأولى.3 1 9........S u u u     ومنه

   المتتالية الحسابية 2.1
 
 

 تتالية حسابية خواص م: 1

 

 : 
)نقول أن المتتالية العددية )nuبية إذا و فقط إذا وجد عدد حقيقيمتتالية حساr  بحيث أن من أجل كل

n          :1nعدد طبيعي nu u r     يسمىr أساس المتتالية( )nu. 

 

 

  عامال الحد: 112

  

( )nu  0حدها الأول  حسابيةمتتاليةu أساسهاr. 

)حسابيةالحد العام للمتتالية ال )nu 0هوnu u nr  من أجل كل عدد طبيعيn 

 

  مجموع حدود متتابعة: 212

  

( )nu  0حدها الأول  حسابيةمتتاليةu و أساسهاr. لمجموع ليكن ا:

0 1 1........ n nS u u u u     من أجل كل عدد طبيعيn   :. 0( 1)
2

nu u
S n

 
   

 
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0 9(10) 5(2 29) 155
2

u u
S

 
    

 
 

0 .احسب المجموع.4 1 1........ n nS u u u u     

1nعدد الحدود هو   0 حد الحد الأول هو 2u   وبما ان الحد الأخير هو بدلالةn  2أي 3nu n   اذن 

ومنه   
( 1) ( 1)

2 2 3 4 3
2 2

n n
S n n

 
      

 

 

 

 

 

 
 

 :تطبيق

 :دة حيثعلما انها بهذا الترتيب تشكل ثلاث حدود متتابعة من متتالية حسابية متزاي  a.b.cعين الأعداد 

15........................(1)

105.......................(2)

a b c

a b c

  

  

 

 :الحل

2a c b   3أي 15b  5يعني انb  5ومنهa b r r     5وc r  

 :نجد 2بتعويض في المعادلة 

   5 5 5 105r r    225ومنه 21r   2أي ان............... ............. 2r or r   

2rلما  -1   فان

5 2 3

5

5 2 7

a

b

c

  



   

2rولما      فان

5 2 7

5

5 2 3

a

b

c

  



   

2rوهذا مرفوض اذن    

  

 

تكون متتالية                                                        
0

( )n n nu   0كان إذامتزايدةr  

تكون متتالية                                                       
0

( )n n nu   0كان إذامتناقصةr 

تكون متتالية                                           
0

( )n n nu    0كان إذاثابتةr  

 

للبرهان على أن متتالية :طريقة nu  متتالية حسابية يمكن البرهان على أن الفرق بين حدين متتابعين كيفيين

 . لعدد الثابت هو أساس المتتالية ثابت ، هذا ا  عدد

1 انحيث  معرفة على ( nu)لدينا المتتالية :تطبيق 2n nu u    

حتى تكون عين قيمة  nu متتالية حسابية 

 :الحل nu 1يعني ان  متتالية حسابيةn nu u r   

ومنه  1 2 1 2n n n n nu u u u u         

1يجب ان يكون  0   1 ومنه  

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

  اتجاه تغير متتالية ح: 312

 

 الوسط الحسابي: 212

 :مأخوذة بهذا الترتيب فان rثلاث حدود متتابعة من متتالية حسابية اساسها   a.b.cلتكن                         

b a r

a b r

c b r

 


 
  

2aو منه  c b  

 

 متزايدة: 1

 متناقصة: 2

 ثابتة: 3
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) : ملاحظات )nu 1حدها الأول  دسيةهنمتتاليةu أساسهاq. 

) هندسيةعبارة الحد العام للمتتالية ال )nu 1

1

n

nu u q   من أجل كل عدد طبيعيn 

nالحد الأول فإن عبارة الحد العام( nعدد طبيعي أصغرمنp)puبصفة عامة  إذا كان p

n pu u q   . 

 .    nبدلالة nuتعيين الحد العام يعود إلى كتابة 

1 :موجب تماما حيث  qأساسها 1uمتتالية هندسية حدها الأول ( nu): تطبيق 2u  3و 18u  

 qأوجد الأساس  -1

 .nلالة بد nuاكتب عبارة الحد العام  -2

162nuبحيث nعين العدد الطبيعي  -3   

 :الحل

1- (nu ) 1متتالية هندسية حدها الأولu  1أي

1

n

nu u q    2ومنه

3 1u u q   و منه
2 18/ 2 9q   

3qاذن    3لأنq   مرفوض 

1لدينا . nبدلالة  nuعبارة الحد العام  -2

1

n

nu u q    12اذن 3n

nu   

162nuبحيث nطبيعي العدد ال -3   
12 3 162n

nu     13ومنه 162/ 2 81n    1نجد 43 3n   1معناه 4 5n n    

 

 

 

 

 

 
 

 

1qإذا كان   : ملاحظات     فإن 0 1 1 0........ 1n nS u u u u n u       

: مثال nv متتالية هندسية معرفة على  1حدها الأول 3v   2و أساسهاq . 

 .3vو     2vأحسب  .1

 .nv، الحد العامnأحسب، بدلالة .2

1، المجموعnأحسب، بدلالة 2 ........ nS v v v    

 

   المتتالية الهندسية 3.1
 
 

 خواص متتالية هندسية : 1

 

 

)نقول أن المتتالية )nu 0متتالية هندسية حدها الأولu إذا و فقط إذا وجد عدد حقيقيq  حيث أن من

n :1nأجل كل عدد طبيعي nu u q      .يسمىq أساس المتتالية( )nu. 

 

 

  عامال الحد: 113

  

( )nu 0ول حدها الأ  هندسيةمتتاليةu أساسهاq. 

) هندسيةعبارة الحد العام للمتتالية ال )nu 0

n

nu u q  من أجل كل عدد طبيعيn 

 

  مجموع حدود متتابعة: 213

 : 

)إذا كانت  )nu متتالية هندسية أساسهاq المجموع: فإن 1يختلف عن

0 1 1........ n nS u u u u     من أجل كل عدد طبيعيn

1

0 1 1 0

1
........

1

n

n n

q
S u u u u u

q





 
       

 
 

 

 



                                 الاعداد والحساب  https://www.facebook.com/yousfisifou804   الفيسبوك  على  يوسفي عبد الرحمن: الاستاذ                        

 http://yousfimath.alamountada.com 01المنتدى  sifou804@yahoo.fryousfiالايميل     مذكرات يوسفي

 

 :الحل

1. 2 1 3 2 6v v q     ، 3 2 6 2 12v v q      . 

2.  1 1

1 3 2n n

nv v q     . 

1 2 1

1
........

1

n

n

q
S v v v v

q


     


و منه     

1 2
3 3 1 2 3 2 1

1 2

n
n nS


      


 

 :تطبيق

(nu ) 0متتالية هندسية حدها الأول 2u  3أساسهاq   . 

 .nبدلالة  nuاكتب عبارة الحد العام  -1

 .الخامس احسب الحد -2

 .احسب مجموع الخمس حدود الأولى لهذه المتتالية -3

 :الحل

1- (nu ) 0متتالية هندسية حدها الأولu  0أي

n

nu u q   2ومنه ( 3)n

nu     

42الحد الخامس  -2 3 162nu   . 

 حدود الأولى لهذه المتتالية مجموع الخمس -3

1qإذا كان   فإن 
1 1

0 0

1 1

1 1

n nq q
S u u

q q

     
    

    
 nمن أجل كل عدد طبيعي 

51 ( 3) 244
2 2 122

1 3 4
S

    
     

   
  

 

 

 

 

 

 
 

 

 :تطبيق

 :qالية هندسية أساسهاعلما انها بهذا الترتيب تشكل ثلاث حدود متتابعة من متت  a.b.cعين الأعداد 

26........................(1)

216.......................(2)

a b c

a b c

  

  

 

 :الحل
2a c b    3أي 3216 6b           6يعني انb  

 

 

20................ 3

36................. 4

a c

a c

  

 

20aأي   c    220نجد  4نعوض في 36 0c c   ذن ا

256 16      ومنه 

1 218., 2c c    2لما 2c   18يعني..;.. 6a b       2لما 18c   2يعني..;.. 6a b  

 

 

 

 

 

 

 

 هندسيالوسط ال: 313

  

 بهذا الترتيب حدودا متتابعة من متتالية هندسية cو a،bتكون الأعداد غير المعدومة 

2aإذا و فقط إذا كان   c b  .يسمى العددb الوسط الهندس ي للعددينa وc. 

 في متتالية هندسية جداء حدين طرفين يساوي مربع الحد الوسط :نتيجة
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                                                                                ( )nu0حدها الأول  ،متتالية هندسية معرفة علىu و أساسهاq. 

1نعلم أن  

1 0

n

nu u q 

    0و

n

nu u q .نستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعيn،

 1 0 1n

n nu u u q q    و منه: 

                                                        

0 إذا كان      1q 0وكان 0u  فإن المتتالية( )nu متزايدة.  
0وكان 1q إذا كان      0u  فإن المتتالية( )nu متزايدة.  
 

0 إذا كان      1q 0وكان 0u  فإن المتتالية( )nu متناقصة.  
0وكان 1q إذا كان      0u  فإن المتتالية( )nu متناقصة.  

 
  .فإن المتتالية ثابتة  1q إذا كان     

0وكان 1q إذا كان 0u  فإن المتتالية( )nu متزايدة.  
 

  .تكون كل حدود المتتالية معدومة ابتداء من الحد الثاني  0q إذا كان     
 

1nفإن الفرق  0q إذا كان nu u   لا يحتفظ بإشارة ثابتة لأنnq المتتالية لا يحتفظ بإشارة ثابتة و منه

( )nu  رتيبةليست. 

لتكن   : :تطبيق  nu 2: كما يلي  المتتالية المعرفة على

nu n n . 

1nأحسب  .1 nu u  من اجل كل عدد طبيعيn. 

استنتج اتجاه تغير المتتالية .2 nu . 

          :الحل

1.      
2 2

1 1 1n nu u n n n n
       
 

1و منه    2n nu u n  . 

n،2من أجل كل عدد طبيعي .2 0n  أي من أجل كل عدد طبيعيn ،1 0n nu u  . 

أن المتتاليةنستنتج هكذا   nu متزايدة. 

لتكن المتتالية     1:تطبيقات nu  0المعرفة بحدها الأول 3u  1:و بالعلاقة 4 6n nu u    من أجل كل

لتكن المتتالية.   nعدد طبيعي nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn 2:بالعلاقةn nv u . 

أثبت أن المتتالية-1     nv متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

بما أن المتتالية:الحل nuفإن المتتاليةعرفة علىم nvإذن حدها الأول هو  معرفة على

0 0 2 5v u     .1نكتبnv   بدلالةnv  .1 1 2 4 8

4( 2) 4

n n n

n n

v u u

u v

    


  
:  nمن أجل كل عدد طبيعيإذن . 

1 4n nv v    .  و منه المتتالية nv 4متتالية هندسية أساسهاq   0و حدها الأول 5v  

2  nu أساسها عرفة علىمتتالية هندسية  م ،
1

2
q  5، و

1

32
u . 

 . 2007uأحسب 1-    

0أحسب  2-     1 28 29........S u u u u    . 

n :nأصغر من pنعلم أن من أجل كل عدد طبيعي:الحل p

n pu u q  . 

إذا             

2002

2007 5

2007 5 2007

1 1 1

32 2 2
u u q   

     
 

 . 

  اتجاه تغير متتالية هـ:413

 

 متزايدة: 1

 متناقصة :2

 ثابتة: 3

 معدومة: 4

 غير رتيبة: 5
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1qنعلم أنه إذا كان               لدينا
1

0

1

1

nq
S u

q

 
  

 
و و منه  

30

1
2 1

2
S

 
  

 
  

للبرهان على أن متتالية :طريقة nu 1هندسية نحاول كتابةnu   1على الشكلn nu u q   حيثq عدد

1nغير معدومة و النسبةnuأن كل الحدودأو nمستقل عن حقيقي

n

u

u

 هاثابت ، هذا العدد الثابت هو أساس عدد 

لتكن المتتالية تطبيق n n
u


0المعرفة بحدها الأول   2u  و بالعلاقة:

1

1
2

3
n nu u      

لتكن المتتالية      nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn 3:بالعلاقةn nv u . 

    أثبت أن المتتالية nv متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. 

 1     : الحل 1 3 1 3 2 3n n nv u u 

    1 1 3 3 1 3n n nv u v     المتتاليةإذن nv متتالية هندسية أساسها 1 3q    0 حدها الأول 1v   

  .نهاية متتالية هندسية

    1إذا كانq    0و 0u    فإنlim n

n
q و منهlim n

n
u


   . المتتالية nu   متباعدة

    1إذا كانq    0و 0u    فإنlim n

n
q  و منهlim n

n
u


   . المتتالية nu  متباعدة

. 

    1إذا كان 1q      فإنlim 0n

n
q  و منهlim 0n

n
u


   . المتتالية nu  متقاربة . 

    1إذا كانq       فإن المتتالية nu  (.النهاية غير موجودة ) متباعدة 

 من الكتاب المدرس ي  28صفحة  55تمرين رقم  

a  ،b وc عداد حقيقية غير معدومة أ. 

: بهذا الترتيب تشكل حدود متتابعة لمتتالية هندسية فإن  cو a ,bبين أنه إذا كانت ( 1

  2 2 2a b c a b c a b c       . 

 مجموعها هو جد ثلاث حدود متتابعة لمتتالية هندسية علما أ( 2
ّ
 . 3276ومجموع مربعاتها هو  78ن

 كتاب المدرس ي  27صفحة   51رقم : تمرين 

لتكن  nu  0متتالية معرفة على بِـ 2u   ومن أجل كل عدد طبيعيn  ،14 2 9n nu u   . 

و لتكن  nv متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعيn  ،2 9n nv u  . 

 . 3vو 0v  ،1v  ،2vمّ ث 3uو 1u  ،2uأ ـ أحسب الحدود

ب ـ برهن أن المتتالية nv  هندسية يطلب تعيين أساسها. 

 . nبدلالة  nuثم استنتج عبارة الحد العام  nبدلالة  nvجـ ـ جد عبارة الحد العام 

0المجموع  nد ـ أحسب بدلالة  1 ... nv v v    ثمّ استنتج بدلالةn  0المجموع 1 ... nu u u   . 

 بكالوريا :تمرين مقترح  

: 1جزء  nu  1متتالية هندسية متزايدة تماما حدها الأولu  وأساسهاq    حيث :

1 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u

  


  
. 

   . 1uثم إستنتج حدها الأول  qو الأساس  2uأحسب / 1

 .                    nبدلالة   nuأكتب عبارة الحد العام  / 2

1: حيث  nSالمجموع   nأوجد بدلالة  / 3 2 ........n nS u u u       . 

728nSبحيث  nعين العدد الطبيعي  / 4 . 

المتتالية : 2 جزء nv  المعرفة على*N  كما يلي :
1

3

2
n n nv v u   . 1و 2v   

 . 3vو  2vأحسب ( أ
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:  nنضع من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم( ب
2

3

n

n

n

v
w

u
   . بين أن nw  متتالية هندسيةاساسها

1

2
 

 . nبدلالة  nvثم إستنتج عبارة الحد العام  .  nبدلالة   nwأكتب عبارة الحد العام  ( ج

 : تمرين

 nu اجعية كما يلي متتالية عددية معرفة بعلاقة تر :
0

5

2
u   و من أجل كل عدد طبيعيn :1

2
2

3
n nu u    

n  :6nنضع من أجل كل عدد طبيعي          nv u    .  

بين أن ( أ  nv لية هندسية يطلب تعين اساسها وحدها الأول متتا. 

 .   nبدلالة  nuإستنتج عبارة الحد العام  ( ج . nبدلالة   nv  أكتب عبارة الحد العام ( ب 

0: حيث  nSالمجموع   nأوجد بدلالة  ( د  1 2 ........n nS v v v v      .   

/المجموع   nإستنتج بدلالة  (هـ 

nS  حيث :/

0 1 2 ........n nS u u u u    . 

  :  التمرين

ر المتتالية العدديةنعتب : Iالجزء  nu  بحدها العام كما يلي  المعرفة على: 
1

2
3

n

nu e
 

 . 

المعرفة على المجال fأدرس اتجاه تغير الدالة. 1 0;  بِـ 
1

2
3

x

f x e
 

 . ثم استنتج اتجاه تغير

المتتالية nu. 

بين أن المتتالية . 2 nu هندسية يطلب تحديد حدها الأول و أساسها. 

0، من  nنضع من أجل كل . 3 1 ...n nS u u u    .  أحسب ( أnS بدلالة n . 

بحيث يكون   nعين العدد الطبيعي( ب 

1

3
10

2
1

1
n

e
S e

e



  


 

،  من  nمن أجل كلنضع :    IIالجزء  lnn nv u   .  

ما هي طبيعة المتتالية . 1 nv ؟ حدد حدها الأول و أساسها. 

nSعن المجموع  nعبر بدلالة . 2    0علما أن 1 ...n nS v v v    . 

بحيث يكون   nعيعين العدد الطبي. 3
160

3
nS  . 
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ــــــــــــــــــوى   الثالثة رياضيات:            المستـــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تحليل:            التعلم ميـــــــــــــــدان

 المتتاليات      :تعلميةال الوحدة

 الاستدلال بالتراجع   :    موضوع الحصة 

 .إثبات خاصية بالتراجع    :المكتسبات المستهدفة

الأنشطة المقترحة  
 وطبيعتها

 المنهاج   (ســـــــــير الحصة)الإنجاز

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         

                            
 :م كان اليونان يتعاملون جيد مع المربع التام لعدد طبيعي ووصلوا الى النتيجة التاليةفي القدي

 كلما جمعنا أعداد فردية متتابعة و بالتتابع نحصل على مربع تام لعدد طبيعي

 1مربع العدد 1

 . 2مربع العدد  4و     3+1=4

 .3مربع العدد  5و   5+3+1=5

 .  =1+3+5+7+5+...+53+55أحسب   1)

 .  =1+3+5+7+5+...+85+87أحسب ( 2

 . nبدلالة  1+3+5+7+...+      : خمن حساب( 3

 :بفرض التخمين الصحيح اثبت أن ( 4

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

يتم بهذه المناسبة 

التذكير بالمتتاليات 

الحسابية 

والمتتاليات 

 .الهندسية
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  P n  خاصية متعلقة بعدد طبيعيn 0وn عدد طبيعي. 

Pللبرهان على صحة الخاصية    n من أجل كل عدد طبيعيn  0أكبر من أو يساويn يكفي أن: 

أي  0nنتأكد من صحة الخاصية من أجل .1
0P n. 

أي 0nأكبر من أو يساوي  nنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي كيفي.2
0P n 

1Pأي 1nو نبرهن صحة الخاصية من أجل (  فرضية التراجع)    n 

 فإن                                                                                 

       
0P n          كانت إذاP n                                1P n 

 صحيحة                      صحيحة          صحيحة   
 

  

               2المرحلة                                  1المرحلة                       

  

  تطرح أي مشكل إلا أنها تبقى ضرورية لأنهبصفة عامة المرحلة الأولى تتمثل في عملية تحقق بسيطة لا : ملاحظة 

 .يمكن لخاصية أن تكون وراثية و لكن خاطئة 

 :بالفعل. خاطئة رغم أنها وراثية"  5مضاعف للعدد n،3nمن أجل كل عدد طبيعي:" الخاصية  :مثال  

3بحيث  kفإنه يوجد عدد صحيح  5مضاعفا للعدد 3nإذا كان    5n k. 

لدينا إذن     13 3 3 3 5 5 3n n k K      13و منهn 5هو الآخر مضاعف للعدد. 

 مثال

غير معدوم،  nمن أجل كل عدد طبيعي:  " لنثبت صحة الخاصية التالية 
 1

1 2 3 ...
2

n n
n


     " 

1nمن أجل                            لدينا :
1 2

1
2


 1و منه الخاصية صحيحة من أجلn . 

 :( الوراثة)                                           

 نفرض صحة الخاصية من أجل عدد طبيعيn 1حيثn  أي :
 1

1 2 3 ...
2

n n
n


     

  1لنبرهن صحة الخاصية من أجلn أي: 
  1 2

1 2 3 ... 1
2

n n
n n

 
      . 

: لدينا      
 

 
1

1 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1 1
2

n n
n n n n n


                

و منه    
      1 2 1 1 2

1 2 3 ... 1
2 2

n n n n n
n n

    
       . 

غير معدوم،  nمن أجل كل عدد طبيعي"  :الخلاصة 
 1

1 2 3 ...
2

n n
n


     " 

 .2دد مضاعف للع 2n، العدد nمن أجل كل عدد طبيعي :أثبت، باستعمال الاستدلال بالتراجع، أنه :أمثلة

  :الحل  

 .الاستدلال بالتراجع نستعمل.  nمتعلقة بالعدد الطبيعي "  2مضاعف للعدد  2n" الخاصية    

0n ،2من أجل : 1 المرحلة 0  .2مضاعف للعدد  0و منه  0

 .0nنستنتج أن الخاصية صحيحة من أجل  

 الاستدلال بالتراجع  / 2 
   مبدا الاستدلال 1.2 

 
 

 

 :الخلاصة

 من أجل كل عدد طبيعي

n  0أكبر من أو يساويn 

P n صحيحة. 
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0nحيث nنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي :2 المرحلة   2: أيn  2مضاعف للعدد. 

2نضع            2n k   حيثk  و منه. عدد طبيعيn k 

2أي  1nو نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل           1n  2مضاعف للعدد. 

2 1 2 2

............. 2 2

n n

k
 2اذن مجموعهما مضاعف ل 2مضاعف ل2k و 2نضاعف ل  2لاحظ ان  

 2مضاعف للعدد  2nمن أجل كل عدد طبيعي    :الخلاصة

 :أثبت، باستعمال الاستدلال بالتراجع، أنه:1تمرين 

3n، العدد nعدد طبيعيمن أجل كل  n  3مضاعف للعدد 

  :الحل  

3n" الخاصية     n  متعلقة بالعدد الطبيعي "  3مضاعف للعددn  .الاستدلال بالتراجع نستعمل. 

0n ،30من أجل : 1المرحلة           0 0 3 30و منه  0  .3مضاعف للعدد  0

 .0nنستنتج أن الخاصية صحيحة من أجل  

0nحيث nأجل عدد طبيعينفرض أن الخاصية صحيحة من : 2المرحلة            

3n: أي n  3مضاعف للعدد. 

3نضع            3n n k   حيثk  3و منه. عدد طبيعي 3n k n 

أي  1nاصية صحيحة من أجل و نبرهن أن الخ         
3

1 1n n  3مضاعف للعدد. 

         

3 3 2 2

3 2 2

1 1 3 3 1 1 (3 ) 3 2

1 1 3 3 3 3( )

n n n n n n k n n n

n n k n n k n n
  

)23و و بما أن          )k n n  نستنتج أن  3مضاعف للعدد
3

1 1n n  3مضاعف للعدد 

n،3nكل عدد طبيعي  من أجل   :الخلاصة  n  3مضاعف للعدد   . 

 2تمرين 
Pنرمز ب ـِ : n 4يقسم العدد 3العدد: " إلى الخاصية التالية 1n   حيثnعدد طبيعي." 

P، إذا كانتnبين أنه من أجل كل عدد طبيعي .1 n  1صحيحة تكونP n صحيحة. 

Pهل يمكننا استنتاج أن الخاصية .2 n صحيحة من أجل كل عدد طبيعيn ؟ اشرح. 

 :الحل

Pنفرض أن .1 n صحيحة من أجل عدد طبيعي كيفيn  4يقسم العدد 3أي أن العدد 1n   و يمكننا أن

4نعبر عن  ذلك بوضع  1 3n k  ثحيk عدد صحيح. 

1Pلنبرهن أن     n  14يقسم العدد  3صحيحة أي أن العدد 1n . 

14لدينا    1 4 4 1n n      4و بما أن 3 1n k  ( من الفرضية السابقة )ستنتج أنن: 

 14 1 4 3 1 1n k     

لدينا إذن    14 1 4 3 4 1 3 4 3n k k         و منه 14 1 3 4 1n k   . 

14لدينا إذن   1 3n k    4مع 1k k   يقسم العدد  3نستنتج أن العدد . و هو عدد صحيح
14 1n .1و منه فالخاصيةP n صحيحة. 

Pلا يمكننا استنتاج أن الخاصية .2 n صحيحة من أجل كل عدد طبيعيn  فلابد من التحقق من صحتها من 

 .غير كافية لأن وراثية الخاصية تبقى 0nأجل 

و بالتالي فهي غير صحيحة 2لا يقسم العدد 3لأن العدد 0nنلاحظ أن الخاصية غير صحيحة من أجل     

 .nكل عدد طبيعي من أجل
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n ،2طبيعي أثبت أنه من أجل كل عدد :3تمرين  1 23 2n n  7مضاعف للعدد  . 

2" الخاصية  :الحل 1 23 2n n   متعلقة بالعدد الطبيعي "  7مضاعف للعددn  .نستعمل 

  التراجعالاستدلال ب

0n ،2من أجل :  1المرحلة           0 1 0 23 2 3 4  . 7مضاعف للعدد  7و  7

2: أي. كيفي nنفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي: 2المرحلة          1 23 2n n 

 . 7للعدد  ضاعفم

2و نضع    1 23 2 7n n k   حيثk  2و منه. عدد طبيعي 1 23 7 2n nk. 

2أي  1nولنبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل           1 1 1 2
3 2

n n  7مضاعف للعدد  

 2 1 2 23 3 2 2n n    2 1 1 1 2 2 1 2 2 13 2 3 2
n n n n  

27( 9 2 )nk     27 9 2 7nk      2 27 9 2 9 2 2n nk         2 2 27 2 3 2 2n nk       

2و منه    1 1 1 2
3 2

n n  7مضاعف للعدد. 

n،2إذن من أجل كل عدد طبيعي         1 23 2n n  7مضاعف للعدد . 

 
 

 

 

 

 

 

 
 .    =         nومن أجل كل عدد طبيعي    = 1المعرفة بحدها الأول       نعتبر المتتالية    

 .n  :    3        0برهن بالتراجع أنه من اجل كل عدد طبيعي    

 

 : لدينا  nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  :24ص  13

 1
1 2 3 ...

2

n n
n


    . 

 : لدينا  nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  :24ص  41

  2 2 2 2
1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

 
     . 

 : لدينا  nطبيعيبرهن أنه من أجل كل عدد   :24ص  51

 
22

3 3 3
1

1 2 3 ...
4

n n
n


     . 

 

 

 .عدد طبيعي غير معدوم  nحيث     =  +  +  +...+   نضع 

 .  ,  ,   أحسب  (1

 .   بدلالة       عبر عن  (2

  :  برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم (3
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخالتاريـــــــــــــــــــ  :    ـــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ــــــــــــــــــوى   الثالثة رياضيات:            المستـــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تحليل:            التعلم ميـــــــــــــــدان

 المتتاليات      :التعلمية الوحدة

 توليد متتالية عددية وتخمين سلوكها   :    موضوع الحصة 

 .استعمال التمثيل البياني لتخمين سلوك ونهاية متتالية عددية    :المكتسبات المستهدفة

الأنشطة المقترحة  
 وطبيعتها

 المنهاج   (ســـــــــير الحصة)الإنجاز

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.    ( )nu  من أجل كل عدد طبيعي:  المتتالية العددية المعرفة كما يليn  ،
   

0

1

1

1 3 14 3n n

u

u u




 
. 

1u،2u،3u احسب  الحدود (.1
)ثم اختار التمثيل المناسب للمتتالية  )nu   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (3)الشكل (                                                    2)الشكل (                                           1)الشكل                           

)ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية (.2 )nu و تقاربها . 

II.   ( )nv  7:كما يلي المتتالية العددية المعرفة علىn nv u . 

)بين أن   (1                   )nv  متتالية هندسية ، يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. 

 .nبدلالة nu، ثم استنتج عبارة nبدلالة  nvاكتب عبارة ( 2                  

:أحسب   (3                  
 
lim n

n
u


limو   n

n
v


 

0: حيث  nبدلالة Sاحسب المجموع   -أ           (4                    1 .... nS v v v    . 

 
I.    ( )nu 0:المتتالية العددية المعرفة كما يلي 1u و    1 1 3 14 3n nu u  . 

3 الحدود حساب (1

183 61

27 9
u     2و

57 19

9 3
u   1

15
5

3
u   

)التمثيل المناسب للمتتالية  )nu   (  2)الشكل 

)حول اتجاه تغير المتتالية التخمين  (2 )nu و تقاربها  

 ي يتضح انمن خلال الحدود الثلاثة الاولى والتمثيل البيا ن

.المتتالية متقاربة  ونستنتج ان  
 

 lim 7n
n

u


 

II.   ( )nv  7:كما يلي المتتالية العددية المعرفة علىn nv u . 

)أن  اثبات   (1 )nv ، متتالية هندسية 

( )nv يعني متتالية هندسية         :
1 1

1

7

1 14
7

3 3

n n

n n

v u

v u

 



 

  
7nنعلم ان       nu v                   ومنه

تقترح متتاليات  -

معرفة باستعمال 

بعلاقة من fدالة 

: الشكل

 ( )nU f n  أو


1 ( )n nU f U 
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 1

1

1 14
7 7

3 3

14 21 7

3 3

1 1

3 3 3

n n

n n n

v v

v v v





 
  

   


 

 

1  أساسها  اذن هي هندسية   .   
3

q 
0  حدها الأول   و    6v        . 

تعطى عبارة الحد العام كما يلي   nبدلالة  nvعبارة ( 2 0

n

nv v q  ومنه 16
3

n

nv   

4nبما أن  .nبدلالة nuعبارة nu v 
ومنه   16 7

3

n

nu    

)ان  اثبات (3   )nv باعدةمت 

لدينا  1lim lim 6 0
3

n

n
n n

v
 

    و 1lim lim 7 lim 6 7 7
3

n

n n
n n n

u v
  

      

0: حيث  nبدلالة Sالمجموع  حساب   -أ (4 1 .... nS v v v    . 

)نعلم أن  )nv وبالتالي متتالية هندسية
 

 

1

0

1

1

n
q

S v
q




 


  

نستنتج      
1 21 1 1 16 1 9 1 9 3

3 3 3 33

n n n

S
  

          
  

 

 nu من اجل كل عدد طبيعي  متتالية معرفة علىn  بـــــــــــــ :
0

1

0

1
3

2
n n

u

u u





  


 

 )لتكن الدالةf  للمتغير الحقيقيx  حيث : 
1

3
2

f x x   

     fأرسم التمثيل البياني لــ   -1

لخمسة ألأولى لــ  مثل الحدود ا   -2 nu (دون حساب) 

حتى تكون المتتالية  0uعين قيمة  -3 nu ثابتة. 

  )  2  نضع nn uV أثبت أن  nV   متتالية هندسية. 

 .  nبدلالةnu أستنتجثم  nبدلالة nVأكتب  -1

استنتج اتجاه تغير  المتتالية  -2 nV. 

بين أن  -3 nV أستنتج متقاربة نحو الصفر ثم nulim 

  : حيث  أحسب المجموع -4

 المجموع  أستنتج -5

limأحسب  -6 n
n

S


 

:الحل nu من اجل كل عدد طبيعي  متتالية معرفة علىn  بـــــــــــــ :
1 0

1 3, 0
2

....n nu u u     

   )الدالةf للمتغير الحقيقي x  حيث :  1 3
2

f x x   

     fالتمثيل البياني لــ  .1

مثل الحدود الخمسة ألأولى لــ     .2 nu 

حتى تكون المتتالية  0uقيمة    .3 nu ثابتة. 

يعني ان 
0 2

1

b
u

a
 


 

    )  2نضع nn uV أثبات أن 

  nV   متتالية هندسية  اي
1

1 3 2
2n nV u     

nS1210 ..........  nn vvvvS

110 ........  nn uuuL
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2نعلم ان  nn uV  2ايn nu V   ومنه 1

1 1
2 3 2

2 2
n n nV V V        سيةهند 

4. nV بدلالة: n  بما ان   1
0 2
. 2 .

nn

nV V q     0لان 0 2 2V u    

nuبدلالةn  . 2n nu V   ومنه   1
2

2 . 2
n

nu     

استنتج اتجاه تغير  المتتالية  .5 nV. 

0qبما ان    0و 0V   فان nV ليست رتيبة. 

6.   nV  متقاربة نحو الصفر 

   1
2

lim lim 2 . 0
n

n
n n

V
 

    متقاربة نحو الصفر 

lim:  ومنه نستنتج ان  0 2 2n
n

u


   

 من متتالية هندسية :  حيثالمجموع   .7

يعني ان 
 
 

 0

111 42 12 1
211 31

2

n

n n

n

q
S V

q

   
       

   
 

 المجموع  .8

 
0 1 22 2 2..... 2

4 12 2 1
23

n n

n

n n

l V V V V

l n S n

      

 
      

 

 

limحساب  -7 n
n

S


  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

nS1210 ..........  nn vvvvS

110 ........  nn uuuL



                                 الاعداد والحساب  https://www.facebook.com/yousfisifou804   الفيسبوك  على  يوسفي عبد الرحمن: الاستاذ                        

 http://yousfimath.alamountada.com 20المنتدى  sifou804@yahoo.fryousfiالايميل     مذكرات يوسفي

 

ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ــــــــــــــــــوى المستــــــــــــــــــــــ  الثالثة رياضيات:            ـــــــــــــ

 تحليل:            التعلم ميـــــــــــــــدان

 المتتاليات      :التعلمية الوحدة

 .دراسة سلوك ونهاية متتالية   :    موضوع الحصة 

 .دراسة سلوك ونهاية متتالية    :المكتسبات المستهدفة

ة  الأنشطة المقترح
 وطبيعتها

 المنهاج   (ســـــــــير الحصة)الإنجاز

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
A.نعتبر الدالةf  المعرفة بِـ  6f x x  و ليكن fCم متعامد و متجانس تمثيلها البياني في ; ,O i j. 

 .fمجموعة تعريف الدالة fDعين .1

 .فسر بيانيا النتيجة. 6عند fأدرس قابلية اشتقاق الدالة .2

 .عند fأحسب نهاية .3

 .fجاه  تغير الدالةأدرس ات .4

 fأنجز جدول تغيرات الدالة .5

عين تقاطع المنحني .6 fC مع المستقيم  ذو المعادلةy x . 

أرسم  .7  و fC. 

 B  .نعتبر المتتالية nu كما يلي المعرفة على: 

                     0 5u   و من أجل كلn 1، من 6n nu u   

 ،0nuمن nأجل كلتحقق أن من  .1 . 

 .4uو 1u ،2u ،3uباستعمال حاسبة بيانية عين  .2

باستعمال  .3  و fC 1مثل على محور الفواصل الحدودu ،2u، 3u 4وu. 

ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية .4 nu. 

 .كبيرا جدا nأكثر فأكثر لما يصبح nuباستعمال الحاسبة البيانية خمن من أي عدد يقترب  .5

 .4إذا فرضنا أن تخمينك السابق صحيح أثبت صحة التخمين الذي وضعته في السؤال  .6

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

في دراسة نهايات 

المتتاليات تطبق 

النتائج المحصل عليها 

في السنة الثانية 

والمبرهنات المعروفة أ

على الدوال عندما 

 .إلى  nيؤول 

عندما تقبل الدالة 

f  نهايةl  عندما

 يؤول المتغير إلى 

فإن المتتالية  nU 

المعرفة بالعلاقة

 ( )nU f n  تقبل

 lنفس النهاية 

إلى nعندما يؤول 

 ( ننبه أن

 (.العكس غير صحيح

 

تعطى أمثلة عن دوال 

محدودة من الأعلى 

( بالقيمة المطلقة)

ية هندسية بمتتال

 .متقاربة
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 :ملاحظة

إذا كانت nu متتالية متقاربة فإن نهايتها وحيدة 

إذا كانت nu  (.نهايتها غير منتهية أو غيرموجودة ) متتالية غير متقاربة فهي متباعدة 

 

 

∞نهاية لها عندما يؤول   ، أو إنها تقبل    الحقيقينحو العدد  متقاربة (un)نقول أن المتتالية  ، إذا كان   إلى  

: ونكتب. فإنه يشمل أيضا كل حدود المتتالية ابتداءا من رتبة معينة  من أجل كل مجال مفتوح يشمل 

                
 

لتكن المتتالية 
1n n

u


: المعرفة كما يلي  
1

nu
n

 . 

باستعمال التعريف ، أثبت أن نهاية  nu  0هي . 

 :الحل

ليكن مجال.لنبرهن على هذا  ,   ليكن عدد طبيعي. 0يشملp  حيث: 

 
1

p


  و
1

p


 من أجل كل عدد طبيعي ،n (n p  )  لدينا
1 1

p n
    و

1 1

n p
    إذا

1

n
   ومنه إبتداءا من الرتبةp nu     .و بالتالي .lim 0n

n
u


   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

لتكن المتتالية nu  كما يلي  المعرفة على :
3 1

2
n

n
u

n





 . 

     عين نهاية المتتالية nu. 

 :الحل

المتتالية nu معرفة على الشكل( )nu f n  حيثf  هي الدالة المعرفة على 0,  بـ: 

3 1
( )

2

x
f x

x





limلدينا .  ( ) 3

x
f x


  إذاlim 3n

n
u


. إذن المتتالية nu متقاربة . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تقـارب متتالية عددية  / 3 
   متتالية عددية نهاية1.3 

 
 

 المتتالية المتقاربة: 1

 

  

 nu  متتالية عددية وl عدد حقيقي. 

نقول أن المتتالية   nu تقبلl وفقط إذا كان كل مجال مفتوح يشمل  كنهاية إذاl  فهو يشمل أيضا كل

   حدود المتتالية   nuونكتب. بتداءَ من رتبة معينةا :lim n
n

u l


 أوlim nu l  ( حيث أن النهاية لا

في هذه الحالة نقول أن  المتتالية  (   تحسب إلا عند nu متقاربة. 

 

 

 بدالة مرفقة  متتالية عددية نهاية2.3

 
 
 

لتكن المتتالية nuالمعرفة كما يلي( )nu f n  .حيثf دالة معرفة على مجال من الشكل ,   

limإذا كانت . عدد حقيقي  حيث  ( )
x

f x l


 فإنlim n
n

u l


. 

النتائج المتعلقة بنهاية دالة تبقى صحيحة على المتتاليات على المجال   : ملاحظة 0,  توجد حالات

 ائيةاستثن
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 :ادرس اتجاه تغير المتتالياة المعرفة بما يلي

    :  ℕمن  nمن أجل كل   .1
       

   
 

     :   نضع : الحل 
       

   
    قابلة للإشتقاق على   الدالة .  

      :      من أجل  كل 
        

    
0x ، نستنتج أنه من أجل كلّ      :`( ) 0f x  

 . ℕمتزايدة تماما على  (wn) :إذن.   متزايدة تماما على  الدالة : وبالتالي

ومنه         : ℕمن  nمن أجل كلّ ) ( ) 1f n f n   أي   :         .) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

أما إذا كانت نهايتها ( عدد حقيقي ثابت)إلا إذا كانت نهايتها محدودة  (un)لا نتكلم عن تقارب المتتالية : ملاحظة

أو    غير محدودة   .تباعدةم (un)أو لا تقبل نهاية ففي هذه الحالة نقول إن المتتالية      

 

لتكن المتتالية nu  2كما يلي  المعرفة على

nu n . ليكن  عدد حقيقي. 

0n  عدد طبيعي أكبر تماما من  لدينا 2 ,n    0إبتداءا منn n و منهlim n
n

u


  . 

لتكن المتتالية nu  2كما يلي  المعرفة على 1nu n   . ليكن  عدد حقيقي. 

  0n  عدد طبيعي أكبر تماما من  لدينا 2( 1) ,n      0إبتداءا منn n و منهlim n
n

u


   

 
 :ادرس اتجاه تغير المتتالياة المعرفة بما يلي

    :  ℕمن  n  من أجل كل .1
       

   
 

     :   نضع : الحل 
       

   
    قابلة للإشتقاق على   الدالة .  

      :      من أجل  كل 
        

    
0x ، نستنتج أنه من أجل كلّ      :`( ) 0f x  

 . ℕمتزايدة تماما على  (wn) :إذن.   متزايدة تماما على  الدالة : وبالتالي

ومنه         : ℕمن  nمن أجل كلّ ) ( ) 1f n f n   أي   :         .) 

 
 

 

 بدالة  لمتتالية عددية نهاية غير3.3

 
 

  
                                               nu  متتالية عددية. 

   المتتالية nu تقبل كنهاية إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح ,     يشمل كل

حدود المتتالية nu و نرمز .ابتدءا من رتبة  معينة  :lim n
n

u


   . 

   المتتالية nu تقبل كنهاية إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح ,    يشمل كل

 حدود المتتالية nu و نرمز .ابتدءا من رتبة  معينة  :lim n
n

u


 . 
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ــــــــــــــــــوى المستــــــــــــــــــــــــــ  الثالثة رياضيات:            ـــــــــ

 تحليل:            التعلم ميـــــــــــــــدان

 المتتاليات      :التعلمية الوحدة

 المتتالية المحدودة   :    موضوع الحصة 

 .دراسة سلوك ونهاية متتالية    :المكتسبات المستهدفة

الأنشطة المقترحة  
 وطبيعتها

 المنهاج   (ســـــــــير الحصة)لإنجازا

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   
A.نعتبر الدالةf  المعرفة بِـ  6f x x  و ليكن fCني في م متعامد و متجانستمثيلها البيا ; ,O i j. 

 .fمجموعة تعريف الدالة fDعين .8

 .فسر بيانيا النتيجة. 6عند fأدرس قابلية اشتقاق الدالة .5

 .عند fأحسب نهاية .10

 .fأدرس اتجاه  تغير الدالة .11

 fأنجز جدول تغيرات الدالة .12

عين تقاطع المنحني .13 fC مع المستقيم  ذو المعادلةy x . 

أرسم  .14  و fC. 

 B  .نعتبر المتتالية nu كما يلي المعرفة على: 

                     0 5u   و من أجل كلn 1، من 6n nu u   

 ،0nuمن nتحقق أن من أجل كل .7 . 

 .4uو 1u ،2u ،3uباستعمال حاسبة بيانية عين  .8

باستعمال  .5  و fC 1مثل على محور الفواصل الحدودu ،2u ،3u 4وu. 

ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية .10 nu. 

 .كبيرا جدا nأكثر فأكثر لما يصبح nuباستعمال الحاسبة البيانية خمن من أي عدد يقترب  .11

 .4السابق صحيح أثبت صحة التخمين الذي وضعته في السؤال  إذا فرضنا أن تخمينك .12

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

في دراسة نهايات 

المتتاليات تطبق 

النتائج المحصل عليها 

في السنة الثانية 

أوالمبرهنات المعروفة 

على الدوال عندما 

 .إلى  nيؤول 

عندما تقبل الدالة 

f  نهايةl  عندما

 يؤول المتغير إلى 

فإن المتتالية  nU 

المعرفة بالعلاقة

 ( )nU f n  تقبل

 lنفس النهاية 

إلى nعندما يؤول 

 (أن  ننبه

 (.العكس غير صحيح

 

تعطى أمثلة عن دوال 

محدودة من الأعلى 

( بالقيمة المطلقة)

بمتتالية هندسية 

 .متقاربة
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 :المعرفة بمايلي (un)نعتبر المتتالية العددية 

  
                      

 

 

        
 

 
    

    
 .   د طبيعي من أجل كل  عد  

 . u2و  u1أحسب  .1

 .متزايدة (un)أثبت أن المتتالية  .2

 .متقاربة ثم أوجد نهايتها (un)، استنتج أن 1محدودة من الأعلى بالعدد  (un)أثبت أن المتتالية  .3

 :الحلّ 

    :  حساب      .1
 

 
    و     

  

   
  . 

 :متزايدة (un)إثبات أن المتتالية  .2

         : ℕمن    ل كل من أج
 

 
   

        
 

 
   

         
 

 
         

،   ℕمن    وبما أنه من أجل كل 
 

 
          فإن                 

 .ℕمتزايدة على  (un)المتتالية  :إذن

 : 1محدودة من الأعلى بالعدد  (un)أن المتتالية  إثبات .3

من أجل كل عدد : إذا وفقط إذا كان  إنها محدودة من الأعلى بالعدد الحقيقي   (un)نقول عن متتالية  : تذكير

 .         ،    طبيعي
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1n n

u


: متتالية تحقق ما يلي  
2 1 4

2 3
n

n n
u

n n


 


عين نهاية المتتالية.   

1n n
u


. 

:حــل 
2 1 1

lim lim 2 2
n n

n

n n 

  
   

 
و 

 

4 4
lim lim 2

2 3 2 3n n

n

n n 
 

 
limو منه   2n

n
u


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ة  متتالية محدود/4 
الحد من اعلى و اسفـل1.4 

 
 

 

من أجل كل عدد : إذا وفقط إذا كان  Mإنها محدودة من الأعلى بالعدد الحقيقي  (un)نقول عن متتالية 

 .    ،  nطبيعي  

كل عدد من أجل : إذا وفقط إذا كان  mإنها محدودة من الأسفل بالعدد الحقيقي  (un)نقول عن متتالية 

 .    ،  nطبيعي  

 .نقول عن متتالية إنها محدودة إذا وفقط إذا كانت محدودة من الأعلى و من الأسفل

 .كل متتالية محدودة من الأعلى ومتزايدة أو محدودة من الأسفل ومتناقصة هي متتالية متقاربة

 
 

 .تقبل بدون برهان  :

إذا كانت      nu  متتالية متزايدة و محدودة من الأعلى فإنها متقاربة. 

إذا كانت      nu اربة متتالية متناقصة و محدودة من الأسفل فإنها متق. 

 

(تذكير)النهاية باستعمال الحصر  2.4
 
 

 

 nu   ، nv   و nw    ثلاث متتاليات عددية  وl إذا كانت .  عدد حقيقيlim n
n

v l


 و

lim n
n

w l


 0و إذا كان ابتداء من عدد طبيعيn ،n n nv u w   فإنlim n
n

u l


 
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لتكن المتتالية     nu  يلي كما  المعرفة على :sin( )nu n n  . 

     عين نهاية المتتالية nu. 

n  :1نعلم  من أجل كل عدد طبيعي :حــل  sin( ) 1n   من أجل كل عدد طبيعي  ومنهn  :sin( ) 1n    

1nuإذا   n  وlim 1
n

n


   وبالتاليlim n
n

u


  

 

 

 
 

 

 

 

لتكن المتتالية nu 0المعرفة بحدها الأول 2u   1: و العلاقة
21

5n nu u  . 

لتكن المتتالية      nv 5:المعرفة كما يلي 3n nv u  

أثبت أن المتتالية( 1      nv  متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول. 

عين نهاية المتتالية( 2      nu. 

1nvحسب لن( 1:حــل  . 

           
1 1

5 2 5 2 2 2 5 2
1

3 5 3 5 3 5 3 5
n n n n n nv u u u u v 

 
          

 
 

إذا أن المتتالية  nv  متتالية هندسية أساسها
2

5
q    0و حدها الأول 0

5 5 1
2

3 3 3
v u     

2أساس المتتالية هو( 2   5q  . 

2
1 1

5
   إذن المتتالية nv  متقاربة وlim 0n

n

v


   و بالتالي
5

lim
3

n
n

u


 لأن
5

3
n nu v  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 nu و nv من عدد طبيعي. متتاليتان عدديتان ََ 0n  ،nإذا كان ابتداءَ nu v   وlim n
n

v


   

limفإن    n
n

u


  

 

 nu و nv من عدد طبيعي. متتاليتان عدديتان ََ 0n  ،nإذا كان ابتداءَ nu v   وlim n
n

v


    

limفإن    n
n

u


  
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لتكن المتتالية nu ةو المتتالي nv  المعرفتين كما يلي: 

 0 12u   ،0 1v   و من أجل كل عدد طبيعيn  :1

2

3

n n
n

u v
u 


    1و

3

4

n n
n

u v
v 


  .        

n  :nد طبيعي نضع من أجل كل عد           n nw u v     3و 8n n nt u v  . 

أثبت أن المتتالية (1 nw أحسب.هندسية  يطلب تعيين أساسها وحدها الأولnwبدلالةn.ما هي نهاية nw؟ 

أثبت أن المتتالية (2 nt  ما هي نهاية. متتالية ثابتة nt؟ 

أثبت أن المتتاليتين  (3 nu  و nv متجاورتان. 

 .nvو نهاية nuاستنتج نهاية (4

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 متتاليتان متجاورتان  /5 
تعريف1.5 

 
 

 

 ين إذا كانت و فقط إذا إحداهما متزايدة و الأخرى متناقصة ، و الفرق متجاورت تكون متتاليتان عدديتان

 .بينهما يؤول  إلى الصفر       

 إذا كانت المتتاليتان متجاورتان ، إذن هما متقاربتان و لهما نفس النهاية خاصية
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

 :    ـــــــــــــــــــــــخالتاريـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ــــــــــــــــــوى   الثالثة رياضيات:            المستـــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تحليل:            التعلم ميـــــــــــــــدان

 المتتاليات      :التعلمية الوحدة

 انتان المتجاورتالمتتالي   :    موضوع الحصة 

 .معرفة واستعمال مفهوم متتاليتين متجاورتين     :المكتسبات المستهدفة

الأنشطة المقترحة  
 وطبيعتها

 المنهاج   (ســـــــــير الحصة)الإنجاز

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نعتبر المتتالية         nu من أجل كل: كما يلي المعرفة علىn من ،
3 2

1
n

n
u

n





. 

نعتبر المتتالية         nv من أجل كل: كما يلي المعرفة علىn من  ،
3 10

2
n

n
v

n





. 

أثبت أن المتتالية .1 nu يدة متزا. 

أثبت أن المتتالية .2 nv  متناقصة. 

nعين نهاية المتتالية  .3 nu v . 

 الرسم المقابل يعطي التمثيل البياني للمتتاليتين .4

         nu و nv  باستعمال  مجدول اكسال. 

ماذا تلاحظ حول نهاية           nu  ل نهاية وحو nv ؟ 

 

المعرفة على  fنعتبر الدالة  0; ب  :
3 2

( )
1

x
f x

x





تقبل الأشتقاق ودالتها المشتقة 

 
2

1
( )

1
f x

x
 


 

)متزايدة تماما بوضع  fموجبة تماما ومنه  ) nf n u المتتالية nu  متزايدة. 

المعرفة على  gنعتبر الدالة  0; ب  :
3 10

( )
2

x
g x

x





تقبل الأشتقاق ودالتها المشتقة 

 
2

4
( )

2
f x

x


 


 

)متزايدة تماما بوضع  gومنه سالبة تماما  ) ng n u المتتالية nv متناقصة. 

nنهاية المتتالية  nu v . 

 

  

5 63 2 3 10

1 2 1 2
n n

nn n
u v

n n n n

  
   

   
ومنه  

 

  

5 6
lim 0

1 2n

n

n n

 


 
 

نلاحظ ان 
3 2

lim lim 3
1

n
n n

n
u

n 


 


و   

3 10
lim lim 3

2
n

n n

n
v

n 


 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

يعطى تعريف 

ليتين متجاورتين متتا

وتقبل النظرية التي 

تنصّ على أنه إذا 

كانت متتاليتان 

متجاورتين فإنهما 

تتقاربان إلى نفس 

النهاية ويستثمر ذلك 

لحصر ثمّ حساب 

مساحة الحيز تحت 

 .المنحنى الممثل لدالة
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لتكن المتتالية nu و المتتالية nv  المعرفتين كما يلي: 

 0 12u   ،0 1v   و من أجل كل عدد طبيعيn  :1

2

3

n n
n

u v
u 


    1و

3

4

n n
n

u v
v 


  .        

n  :nنضع من أجل كل عدد طبيعي            n nw u v     3و 8n n nt u v  . 

المتتالية أثبت أن (5 nw أحسب.هندسية  يطلب تعيين أساسها وحدها الأولnwبدلالةn.ما هي نهاية nw؟ 

أثبت أن المتتالية (6 nt  ما هي نهاية. متتالية ثابتة nt؟ 

أثبت أن المتتاليتين  (7 nu  و nv متجاورتان. 

 .nvو نهاية nuاستنتج نهاية (8
 

:كما يلي  *المعرفة على nuلتكن المتتالية   
2 2 2

1 1 1
1 ...

2 3
nu

n
    . 

:كما يلي  *المعرفة على nvلتكن المتتالية   
1

n nv u
n

 . 

 الجدول المقابل يعطي قيم المتتاليتين   nuوnv  من أجل قيمn  

 .أن المتتاليتين متجاورتانانطلاقا من هذا نخمن .متتاليتين لل  و يعطي التمثيل البياني 10إلى1من    

 

 

 

 

 

 

 

 .لنبرهن على صحة هذا التخمين  

  
 

1 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

2 3 2 31
n nu u

n nn


   
                 

أي
 

1 2

1

1
n nu u

n
  


 

:  nإذن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم      
 

2

1
0

1n



و منه  nu متزايدة على* 

   1 1

1 1

1
n n n nv v u u

n n
 

 
     

  
1أي  1

1 1

1
n n n nv v u u

n n
     


 :و منه 

     
 

1 2

1 1 1

11
n nv v

n nn
    


أي    

 
1 2

1

1
n nv v

n n



 


. 

:  nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم     
 

2

1
0

1n n





و منه  nv متناقصة على*. 

   
1

n n n nu v u u
n

 
    

 
و منه    

1
n nu v

n
      و

1
lim 0

n n
.  إذن lim 0n n

n
u v


 . 

بما أن    nuمتزايدة  ، nvمتناقصة وlim 0n n
n

u v  فإنnu  وnv  متجاورتان. 

 

 

 

 متتاليتان متجاورتان  /5 
تعريف1.5 

 
 

 

 متجاورتين إذا كانت و فقط إذا إحداهما متزايدة و الأخرى متناقصة ، و الفرق  تكون متتاليتان عدديتان

 .ى الصفر بينهما يؤول  إل      

 إذا كانت المتتاليتان متجاورتان ، إذن هما متقاربتان و لهما نفس النهاية خاصية
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ــــ ــــــــــــــــــــــ  : ــةالمـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ــــــــــــــــــوى   الثالثة رياضيات:            المستـــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 تحليل:            التعلم ميـــــــــــــــدان

 المتتاليات      :التعلمية دةالوح

 توظيف متتاليات في حل مشاكل    :    موضوع الحصة 

 حل مشكلات توظف فيها المتتاليات والبرهان بالتراجع      :المكتسبات المستهدفة

الأنشطة المقترحة  
 وطبيعتها

 المنهاج   (ســـــــــير الحصة)الإنجاز

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 بالإضافة إلى ذلك . سنويا %5فائدة مركبة نسبتهاببنك يقترح  10000DAأودع نبيل 2000في أول جانفي

  .2000DAمن السنوات الموالية مبلغ كل أول جانفي فإنه يودع في  

2000إلى رصيد نبيل  في أول جانفي من السنة nuنرمز ب ـِ  n. 

عين  .1
0u   ثم احسب

1u  و
2u. 

n ،1تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي .2 1,05 2000n nu u  . 

بين أن المتتالية .3 nu ليست حسابية و ليست هندسية. 

n،40000nنضع من أجل كل عدد طبيعي .4 nv u  

 بين أن المتتالية nv  حدها الأول  عين. 1,05هندسية أساسها. 

  أحسبnu بدلالةn  ثم استنتجnv بدلالةn. 

  ؟ 2010كم يكون رصيد نبيل في سنة 

n  ،0نضع من أجل كل عدد طبيعي .5 1 1...n nS v v v 
         0و 1 1...n nS u u u     

 أحسبnS  بدلالةn. 

 أحسبnS بدلالةn وnS    ثم استنتجnS بدلالةn. 

 
100،  بلغ عدد سكان إحدى المدن 2005في أول جانفي   .نسمة 000

 (مستقلان   2و 1الفرعان :  ) ملاحظة  

إلى عدد سكانها في أول  nuو نرمز بِـ  %3نفرض أن عدد سكان هذه المدينة يرتفع سنويا بنسبة قدرها  .1

2005جانفي من السنة  n  حيثn عدد طبيعي. 

 0ما هي قيمةu  1؟  أحسبu 2وu. 

0nلدينا  0uقيمة    2005اي ابتداءا من n 

0عدد السكان  100 000 3000 0 100 000u      

1nلدينا  1uقيمة    2005اي ابتداءا من 1 2006   3تتم الزيادة ب% 

1في وجود الزيادة نقوم بضرب المقدار في 
100

a  0حيث 0
0 03a  ة ومنه نسبة الزياد 

31 1 1.03
100 100

a    

1 100000 1,03 103 000u    

2nلدينا  2uقيمة    2005اي ابتداءا من 2 2007   بالنسبة للسنة  %3تتم الزيادة دائما  ب

 في نسبة الزيادة  2006ومنه  نقوم بضرب قيمة السكان ل 2006الماضية اي 

2وبالتالي  1 1.03 103 000 1.03 106090u u     

 برهن أنه من أجل كل عدد طبيعيn ،1 1,03n nu u   .استنتج طبيعة المتتالية nu. 

1رهان ان ب 1,03n nu u   لدينا: 

1 0 1,03 103 000u u   

2 1 1.03 106090u u   

1وبالتالي فان  1,03n nu u   

يعطى تعريف 

متتاليتين متجاورتين 

وتقبل النظرية التي 

تنصّ على أنه إذا 

كانت متتاليتان 

متجاورتين فإنهما 

تتقاربان إلى نفس 

النهاية ويستثمر ذلك 

لحصر ثمّ حساب 

مساحة الحيز تحت 

 .المنحنى الممثل لدالة
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استنتج طبيعة المتتالية nu. 

1nبما انها من الشكل  nu q u    1,03فانها هندسية اساسهاq  

 عبر بدلالةn  عنnu. 

 المطلوب عبارة الحد العام 

0 100 000u   1,03وq   ومنه 100000 1.03
n

nu   

   تدور )؟  2025؟ في أول جانفي  2010كم يكون عدد سكان المدينة في أول جانفي

 (.النتائج

0nلدينا  0uقيمة    2005اي ابتداءا من n 

2005هو  2025ومنه  20  20ايn   20وبالتالي نقوم بحسابu 

 
20

20 100000 1.03 180611u    

 200باستعمال حاسبة بيانية عين ابتداء من أي سنة يتجاوز عدد سكان هذه المدينة 000 

 نسمة ؟

اي ان  nنبحث عن قيمة  100000 1.03 200 000
n

nu     ومنه 1.03 2
n
 ومنه

 ln 1.03 ln 2
n
  اي ln 1.03 ln 2n   اذن

 ln 1.03
24

ln 2
n   2029اي سنة 

 

المتميز  نفرض أن عدد الوفيات هو نفسه عدد الولادات بهذه المدينة إلا أنه و نظرا لنشاطها الاقتصادي .2

 فإن 

 .شخص إضافي يستقرون بها سنويا 5000 

2005إلى عدد سكانها في أول جانفي من السنة  nvنرمز بِـ    n  حيثn عدد طبيعي. 

 0ما هي قيمةv 1حسب ؟  أv 2وv. 

 يعني زيادة كل سنة.شخص إضافي يستقرون بها سنويا 5000

0v  100هو عدد سكان الابتدائي وهو 2005في .نسمة 000 0 

0ومنه   100 000v 

1v 2005هو عدد سكان الابتدائي ل 0 2005في   5000زائد 1 2006  

1ومنه   0 5000 105000v v 

2v 105وهو   5000زائد 2006هو عدد سكان ل 000 2005في .نسمة 5000 2 2007   

2ومنه  1 5000 110000v v 

  1عبر عنnv   بدلالةnv .استنتج طبيعة المتتالية nv. 

1من خلال ماسبق نستنتج ان  0 5000 105000v v  2و 1 5000 110000v v  اذن

1عموما نتحصل على  5000n nv v وبالتالي المتتالية nv  1هي من الشكلn nv v r  هي

 5000rصيغة متتالية حسابية اساسها 

 عبر بدلالةn  عنnu. 

0لدينا  100 000v  5000وr  0ومنه 100000 5000nv v nr n 

  تدور )؟  2025؟ في أول جانفي  2010كم يكون عدد سكان المدينة في أول جانفي

 (.النتائج

2005اي  2010في  5  5وبالتاليn   5نحسب 100000 5000 5 125000v 

 200ابتداء من أي سنة يتجاوز عدد سكان هذه المدينة  نسمة ؟ 000

100000 5000 200 000n  20ومنهn 2005وبالتالي السنة هي n  2025أي 
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 في السنة الأولى 5000DAيدفع عمر . سنوات  8يقترح أحمد عمر عقدين لكراء مسكن لمدة 

نضع . 150DAثمن الكراء يزداد كل سنة بقيمة ثابتة , في العقد الأول ( 1
nu ثمن الكراء للسنةn  

 . 2uأحسب الثمن ( أ

 . 8uثم أحسب  nبدلالة  nuأكتب ( ب

 .أحسب ثمن الكراء لثماني سنوات ( ت

 . %3في العقد الثاني ثمن الكراء يزداد كل سنة بنسبة ( 2

نضع 
nv ثمن الكراء للسنةn . 

 . 2vأحسب الثمن ( أ

 .8vثم أحسب  nبدلالة  nvأكتب ( ب

 .أحسب ثمن الكراء لثماني سنوات  ( ت

 ما هو العقد الذي يختاره عمر( 3

 
 . 2uأحسب الثمن ( أ

1لدينا  5000u DA 2ومنه 1 150 5150u u DA DA    

 . 8uثم أحسب  nبدلالة  nuأكتب ( ب

1عدد طبيعي فان nنلاحظ انه دائما من اجل  150n nu u DA    1ومنه 150n nu u   

150rوهي متتالية حسابية اساسها   

1لدينا  5000u DA  1مباشرة ( 1)nu u n r    5000أي ( 1)150 150 4850nu n n     

8ومنه  150 8 4850 9600u DA    

 .أحسب ثمن الكراء لثماني سنوات ( ث

1من سنوات وهو يعني حساب مجموع ث 2 8.........S u u u    

اذن  1 2 8 1 8
8......... 58400

2
S u u u u u DA       

 . %3في العقد الثاني ثمن الكراء يزداد كل سنة بنسبة ( 2

 . nثمن الكراء للسنة nvنضع 

 . 2vأحسب الثمن ( أ

1لدينا  5000v DA 2ومنه 1 1 10,03 1.03 5150v v v v    

1: عدد طبيعي لديناnمن أجل  ( ب 0,03 1.03n n n nv v v v     اذن nv  متتالية

ومنه 1.03هندسيةاساسها    
1 1

1 1,03 5000 1,03
n n

nv v
 

   ،

 
7

8 5000 1,03 6149.37v DA  

 
8

1 2 8

1,03 1
... 44461.68

1,03 1
T v v v DA


     


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نعتبر المتتالية nu المعرفة على  كما يلي:   

1 4u    و من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn  ،

1

1
1

2
n nu u  .    برهن بالتراجع أن المتتالية nu متناقصة 

 
إثبات أن المتتالية nu متناقصة يؤول إلى إثبات أنه، من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn ،1n nu u . 

2: نتحقق من أن :                                    1u u 

2لدينا   1

1 1
1 4 1 1

2 2
u u       2و منه 1u u. 

n،1nنفرض أنه من أجل عدد طبيعي غير معدوم                                    nu u .   2نبرهن أن 1n nu u . 

1nلدينا  nu u  .نحصل بعد ضرب الطرفين في
1

2
1على  

1 1

2 2
n nu u  .نضيف 1 إلى الطرفين لنجد: 

1

1 1
1 1

2 2
n nu u     2أي 1n nu u . 

n ،1nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم :الخلاصة nu u    .إذن المتتالية nu متناقصة. 

 

نعتبر المتتالية  nu  0: بِـ  المعرّفة على 2u  1و 0,6 1,2n nu u  . 

 المتتالية  أ ـ .1
ّ
برهن بالتراجع أن nu  متناقصة. 

ه من أجل كل عدد طبيعي  ب ـ
ّ
n  ،3nuبرهن أن   . 

ه من أجل كل عدد طبيعي  جـ ـ
ّ
n  ،3nuاستنتج أن  . 

نعتبر المتتالية  .2 nv  3: بِـ  المعرّفة علىn nv u  

برهن أن المتتالية  أ ـ nv  هندسية يطلب تحديد أساسها. 

 . nبدلالة nuثم استنتج عبارة الحد  nv، عبارة الحد nأحسب بدلالة ـ ب

n  ،0من أجل كل عدد طبيعي  .3 1 ...n nS v v v   . 

 . nبدلالة  nSأحسب المجموع  أ ـ

0المجموع  nاستنتج بدلالة ب ـ 1 ...n nT u u u   . 

  
 المتتالية .1

ّ
ا برهن بالتراجع أن nu 1أي  متناقصةn nu u . 

1: نتحقق من أن :المرحلة الأولى  0u u 

1لدينا   00,6 1,2 0u u    1و منه 0u u. 

n،1nعدد طبيعي غير معدوم نفرض أنه من أجل :المرحلة الثانية  nu u . 

2نبرهن أن :المرحلة الثالثة  1n nu u . 

1nلدينا  nu u  .10.6على  0.6نحصل بعد ضرب الطرفين في 0.6n nu u  .نضيف 1,2  إلى الطرفين

10.6:لنجد 1,2 0.6 1,2n nu u     2أي 1n nu u . 

n ،1nعي غير معدوممن أجل كل عدد طبي :الخلاصة nu u    .إذن المتتالية nu متناقصة. 

ه من أجل كل عدد طبيعي  ب ـ
ّ
n  ،3nuبرهن أن   . 

3nu    0.6يعني ان 1.8nu    باضافة 1,2 0.6نجد 1,2 3nu     1أي ان 3nu    
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1nاذن بما ان  nu u   1و 3nu     3فانnu   

ه من أجل كل عدد طبيعي استن جـ ـ
ّ
n  ،3nuتج أن  . 

3nu   3يعني ان 3nu  3نثبت انnu 

3nu  0.6يعني ان 1.8nu   باضافة 1,2 0.6نجد 1,2 3nu    1أي ان 3nu   

1اذن بما ان  3nu   1فان 3nu    3لان 3  1منه بما ان و 3nu   3فانnu 

3اذن  3nu 3وبالتاليnu  

نعتبر المتتالية  .2 nv  3: بِـ  المعرّفة علىn nv u  

المتتالية  أ ـ nv  تحديد أساسها هندسية يطلب. 

1nيعني ان  nv v q         

 

1 1

, , , , , , , , , ,

3

.

, ,

....

, , ,

.. 0,6 1,2 3

....... 0,6 1.8 3

....... 0.6 3 1,8

....... 0,6

n n

n

n n n

n

n

v u

u

u v u

v

v

  

  

   

  



 

اذن المتتالية  nv 0.6هندسية أساسهاq  

 . nبدلالة nuثم استنتج عبارة الحد  nvعبارة الحد ب ـ

0.6qلدينا    0و 0 3 2 3 5v u      منه و 5 0,6
n

nv   

3nلدينا  nv u   ومنه 3 5 0,6 3
n

n n nu v v      

 

n  ،0من أجل كل عدد طبيعي  .3 1 ...n nS v v v   . 

 nبدلالة  nSأحسب المجموع  أ ـ
1 1

0

1 1 0.6
5

1 0,4

n nq
S v

q

     
    

   
 

0المجموع  nاستنتج بدلالة ب ـ 1 ...n nT u u u   . 

0 1 ...n nT u u u     3لديناn nv u   ومنه     0 13 3 ... 3n nT v v v        أي 

    0 13 1 ...n nT n v v v        أي ان  
11 0.6

3 1 5
0,4

n

nT n
 

     
 
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 درس اضافي    :المكتسبات المستهدفة

 
 

 nu على  متتالية معرفة 1 دها الأول بحu 1 و بالعلاقةn nu au b  0حيثa 0وb. 

 
 

 

 

 

 

نعتبر المتتالية: nu المعرفة على  1ل بحدها الأو 2u  و من أجل كلn من  1 3n nu u. 

من الواضح أن المتتالية      nu 3حسابية أساسهاr   1ا الأول و حده 2u . 

،من nمن أجل كل       1 1nu u n r    5و منه 3nu n . 

 ،1من nمن أجل كل       2 1...
2

n n n

n
S u u u u u 

و منه  
7 3

2
n

n n
S 

،1من nمن أجل كل       3n nu u و منه المتتالية nu متناقصة 

0و                                            
1

b
u

a



 

 

نعتبر المتتالية:  nu المعرفة على  1بحدها الأول 3u    كلو من أجلn من  1 2 3n nu u. 

2:حساب الحدود الأولى يعطينا      3u     3و 3u   ،  ...نخمن أن المتتالية nu ثابتة. 

 ،3nuمن nلنبين بالتراجع أنه من أجل كل        . 

 1الخاصية صحيحة من أجلn   1لأن 3u  . 

 نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعيn  1حيثn   3أي أنnu   1 ونبرهن صحتها من أجلn . 

1لدينا   2 3 2 3 3n nu u  1 منهو 3nu    .1إذن الخاصية صحيحة من أجلn . 

إذن المتتالية. من nنستنتج، حسب مبدأ البرهان بالتراجع، أن الخاصية صحيحة من أجل كل  nu ثابتة. 

n ،1من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم      2 1...n nS u u u nu  3و منهnS n. 

                                                                                            0
1

b
u

a



 

1و المجموع nuلحساب الحد العام  2 ...n nS u u u     نستعين بالمتتالية ذات الحد العام
1

n n

b
v u

a
 


 

 

نعتبر المتتالية:  nu المعرفة على  1بحدها الأول 1u   و من أجل كلn من، 1 2 3n nu u. 

لتكن المتتالية   nv المعرفة على 3:بحدها العامn nv u . 

 ،من nمن أجل كل       1 1 3 2 3 3 2 6 2 3 2n n n n n nv u u u u v          . 

،1من nلدينا من أجل كل   2n nv v  . أن المتتاليةنستنتج nv 2أساسها هندسيةq   1و حدها الأول 4v . 

،1من nمن أجل كل       1

1 4 2n n

nv v q           13و 4 2 3n

n nu v     . 

 ،1من nمن أجل كل      2 1

1
... 4 1 2

1

n
n

n n

q
S v v v v

q
3nلدينا .  nu v   و منه

1 2

1 2

3 3 ... 3

... 3 3 ... 3 3

n n

n n

S v v v

v v v S n
 

4نستنتج هكذا أن  1 2 3n

nS n. 

،1من nمن أجل كل      1n n n nu u v v و منه للمتتاليتين nu و nv نفس اتجاه التغير 

ة يتم بهذه المناسب

التذكير بالمتتاليات 

الحسابية 

والمتتاليات 

 .الهندسية

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1nمتتاليات من الشكل   nu au b 
 

1aالحالة الاولى 

 
 

aالحالة الثانية 1

 
 

aالحالة الثالثة 1

 
 


