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 ير الدرســــــــــــــس التوقيت

 نشاط 

 انشطة وتذكير بالجداء السلمي في المستوي   :1

  السلمي في الفضاء عبارات وتحاليلالجداء  :2

 تطبيقات الجداء السلمي  : 3

 معادلة ديكارتية لمستوي في الفضاء: 4

 المسافة بين نقطة ومستوي : 5

 المرجح:6

 تعيين مجموعة نقط باستعمال المرجح:7

 وثائق التحضير الوسائل البيداغوجية نقد ذاتي

  السبورة 

  

 دليل الأستاذ 

 المدرسي الكتاب 

 المنهاج   

 الهباج في الرياضيات 

  مذكرات شايبي امين 

نهائي رياضيات  الجداءالسلمي في الفضاء 2015
 وعلوم

 الكفاءة المستهدفة
  توظيف الجداء السلمي لإثبات تعامد مستقيمين، تعامد مستويين و تعامد مستقيم و مستوى 

  توظيف الجداء السلمي لتعيين معادلة ديكارتية لمستوى 

  توظيف الجداء السلمى لحساب المسافة بين نقطة و مستوى 

  توظيف الجداء السلمي لتعيين مجموعات النقط 

 

 

 المكتسبات القبلية
 لمي في المستويالجداء الس 

 حساب الجداء السلمي لشعاعين. 

  إثبات علاقات تتعلق بالتعامد. 

 كتابة معادلة مستقيم علم شعاع ناظمي له و نقطة منه . 

  ةتعيين معادلة دائر. 
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ح
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ت
 

  شعاع يعامد مستو" ونستعمل التعبير . المستوي نعمم تعريف الجداء السلمي في المستوي إلى الفضاء، نراجع بهذه المناسبة الجداء السلمي في." 

 مي و
ّ
 .أو عبارته التحليلية/تعالج مسائل يتطلب حلها استعمال الجداء السل

 مجموعة النقط : مجموعات النقط المقصودة هنا هي تلك المعرذفة كما يليM  حيثAM U k  2أو بصفة عامة 2MA MB k   (k   .) 

 دراسة الوضع النسبي  لمستويين أو لمستقيم ومستو أو لمستقيمين يؤول إلى حل جملة معادلات خطية 
ّ
 .نبر كيف أن

  مستويات الذي يؤدي إلى حل جملة ثلاث معادلات خطية بثلاثة مجاهيل 3نتطرق إلى تقاطع. 

 



 يوسفي عبد الرحمن                                 الجداء السلمي في الفضاء                                 الاستاذ                                           

 sifou804@yahoo.fryousfi          مذكرات يوسفي

 

3 

 

 

 

 

ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :الحـــصة توقيت 

ـــــــــــــالمستـ  الثالثة رياضيات            :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 هندسة            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 الجداء السلمي في الفضاء      :التعلمية الوحدة

 (أنشطة تعاريف وخواص ) انشطة تذكير بالجداء السلمي في المستوي       :موضوع الحصة 
 مدخل انشطة وتذكبر   :المكتسبات المستهدفة

 التعليمات والتوجيهات (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
 نشاط مقترح

و  ABCكيفيا نعتبر مثلثا

 Hلتكن النقطة

المسقط العمودي 

 على المستقيم Cللنقطة

 AB.نعتبر 

 1 2 2 2

2
w AB AC BC   

 انش ئ الشكل . 1

 بين ان .  2

2 2 2AC HA HC  
 استنتج ان . 3

 1 2 2 2

2
w AB HA HB   

 بدلالة  HBاكتب . 4

AB  وHA 

 بين ان : 5

cos

w AB AH

AB AC BAC

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
       



  و


  شعاعان من المستوى 

بين أن    .1
22

4


 vuvuvu   و
















2222

2 vuvuvu 

بين أن  .2
22

.



















 vuvuvu 

 . استنتج أن قطري متوازي أضلاع يكونان متعامدين إذا كانت أضلاعه متقايسة .3

 
نعلم ان    

2 2 21
... 1

2
u v u v u v      (...2)كذلك  و















222

2

1
. vvuvu 

 

22نجد ( 2)و( 1) بجمع

4


 vuvuvu
 

   
2 2 2 2 2 21 1

2 2
u v u v u v u v        ومنه

















2222

2 vuvuvu 

نعلم ان    2 2u v u v u v     وبما ان
2 2

v v  و
2

2u u فان 

22

.



















 vuvuvu 

 

 

𝜶و  A(1;0) ،B(2;-2) ،C(3;1) ،D(α;-1)نعتبر النقط             في المستوي   ℝ 

 ABCعين طبيعة المثلث  (1

 [AB]ذات القطر  (γ)اكتب معادلة الدائرة  (2

 (                  )مربعا  ABCDحتى يكون   αعين  (3

 (BC)اكتب معادلة المستقيم  (4

    مساوية إلى   (BC)و  Dحتى تكون المسافة بين  αعين  (5

 

:    A(1;0)   ،B(2;-2)   ،C(3;1)    ،D(α;-1)    ،𝜶  ℝ 

 :   ABCتعيين طبيعة المثلث  (1

              و                    :  و عليه                ،                      : لدينا

                                  :   و لدينا

 .و متساوي الساقين  Aقائم في  ABCاذن المثلث 

 : [AB]ذات القطر       تعيين معادلة الدائرة  (2

 :من المستوي حيث  M(x,y)هي مجموعة النقط      الدائرة  

                  لآ ،                   حيث                            أي                             

نعمم تعريف    -

الجداء السلمي في 

المستوي إلى الفضاء، 

نراجع بهذه المناسبة 

الجداء السلمي في 

ونستعمل . المستوي 

 التعبير

 ".شعاع يعامد مستو"  

تعالج مسائل يتطلب  -

حلها استعمال الجداء 

مي و
ّ
أو عبارته /السل

 .التحليلية

 

  النشاط. 1
 

  الحــــــــــــــــــل. 2
 

  النشاط. 1
 

  الحــــــــــــــــــل. 2
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                        :   منه

   :       و منه                              
 

 
 
 

        
 

 
    

  مركزها       
 

 
  و نصف قطرها       

  

 
 

 :مربعا ABDCحتى يكون    αتعيين  (3

𝜶          ،                    :     حيث                  مربعا إذا كان  ABDCيكون                                 

 4α=  :  و منه      2α=2-يكافئ                                   :   منه

 : (BC)معادلة المستقيم   (4

 : من المستوي لدينا M(x,y)،  من أجل كل نقطة                  :   لدينا

 M  نقطة من(BC)       منه                             إذا كان(BC) :                          

  مساوية إلى  (BC)و  Dحتى تكون المسافة بين  αتعيين  (5

     
  𝜶     

         
 

  𝜶   

   
  (BC)على  Dالمسقط العمودي لـ  Hحيث     

:    يعني         
  𝜶   

   
          :   منه         

  :       و منه     3α-7 = -10أو           3α-7 = 10:    منه   
  

 
 1α- = أو                 

 

 
 
 
 

 
 
 

. 
 

 

إذا كانu وv  مرتبطين خطيا و كان لهما نفس الاتجاه فإنu v u v     لأن cos , 1u v  

إذا كانu وv  فإن  في الاتجاه متعاكسين و مرتبطين خطياu v u v   لأن  cos , 1u v   

نرمز إلى الجداء السلميu u    بِـ
2

u و نسميه المربع السلمي للشعاعu  و هكذا
22

u u  و

نقطتين فإن  Bو Aبصفة خاصة إذا كانت
22

2AB AB AB  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 تذكيرالجداء السلمي في المستوي  /1
 الجداء السلمي لشعاعين1.1 

 الأشعة المتعامدة  :3.1

 ميـــــــالعبارة التحليلية للجداء السل  2.1

 

 : شعاعين فإن vو uإذا كان 
2 2 21

2
u v u v u v         

 

هو العدد الحقيقي الذي  vو uالجداء السلمي لشعاعين  شعاعين من المستوي  vو u :تعريف

uنرمز إليه بالرمز v  كما يلي و المعرف: 

            0إذا كانu   0أوv   0فانu v  

            0إذا كانu   0وv   فان cos ,u v u v u v  

 

ABحيث   vو u يكون الشعاعين غير المعدومين  :تعريف u  وAC v 
المستقيمان: متعامدان اذا وفقط اذا كان AB و AC متعامدين. 

هي uإحداثيات متجانسإذا كانت، في معلم متعامد و                                 ,x y  و

هي   vكانت إحداثيات ,x y  فإن: u v xx yy    
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 .نصطلح على أن الشعاع المعدوم عمودي على كل الأشعة   ملاحظة

 

 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

. 
 

 
2222

.2










 vvuuvuvu 

2222

.2










 vvuuvuvu 

22

.



















 vuvuvu

 

 

0uمتعامدان يعني أن  vو uالقول أن الشعاعين v . 

 خواص الجداء السلمي  :4.1

 

 لدينا و من أجل كل عدد حقيقي wو u،vمن اجل كل ثلاث أشعة                  

 1 u v v u        2  u v w u v u w         

 3  u v w u w v w         4    u v u v      5    u v u v    

 

 المسقط العمودي لشعاع على محور او شعاع1.2

 الجداء السلمي و المسقط العمودي لشعاع  2.2

0uشعاعين حيث   vو  uإذا كان                                    و كانv  المسقط العمودي للشعاع

v علىu فإن   :u v u v     

 

vشعاع حيث  v:تعريف CD.C  وD   للنقطتينالمسقطان العموديان على الترتيبC و

D على محور ;O u. يسمى الشعاعv   المعرف بِـ ،v C D   المسقط العمودي للشعاع ،v 

على المحور  ;O u ( أو على الشعاعu ) 

 

 

 الجداء السلمي والاسقـاط العمودي/2
 

 المسافة بين نقطة ومستقيم/5
 

في معلم متعامد و متجانس المسافة بين نقطة                0 0,A x y  و مستقيم

   0 :معادلتهax by c    هي  :  0 0

2 2
,

ax by c
d A D

a b

 



 

 

 

 

 

 الجداءات  السلمية الشهيرة/6
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ـــــــــــــالمستـ  رياضيات الثالثة            :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 هندسة            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 الجداء السلمي في الفضاء      :التعلمية الوحدة

    تطبيقات  الجداء السلمي في الفضاء    :موضوع الحصة 

 توظيف الجداء السلمي لإثبات تعامد مستقيمين، تعامد مستويين، تعامد مستقيم ومستو  :المكتسبات المستهدفة

 التعليمات والتوجيهات (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
 :2نشاط 

الفضاء منسوب إلى معلم 

متعامد و متجانس 

               

: نعتبر النقط ( 1

A(1;3;8)    ،B(-1;1;6)  

 ،C(2;-2;-9)             

 A ،B ،Cبين أن النقط 

 (P)تعين مستوي 

نقطة  M(x,y,z)لتكن (2

 (P)تنتمي إلى المستوي 

برر وجود عددين  - أ

حيث  βو αحقيقين 

           𝜶          

             
 بدلالة  βو αعبرعن  - ب

x  وy   

استنتج أن  -ج - ت

تحقق  Mاحداثيات  

        
    

لتكن : العكس(3

M(x,y,z)  نقطة من

: الفضاء حيث 

        
    

أنه يوجد  برهن - ث

و    kعددان حقيقيان 

: حيث     

                      

       
ماذا يمكن القول عن 

 .Mالنقط 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المسافة بين نقطتين

 

 

 
 

 

 
  

 

0uإذا كان       : 1نتيجة    0وv   فان cos ,u v u v u v  

 : شعاعين فإن vو uإذا كان:  2نتيجة  
2 2 21

2
u v u v u v         

 ( P) وبالتالي مستقلة عن المستوي   vو uالعبارة مستقلة عن تمثيل : ملاحظة
: عدد حقيقيلدينا  k شعاعان من الفضاء ينتميان إلى نفس المستوي ،   u ، v :  3نتيجة 

     ،   ، 
2 2 2

2 .u v u u v v    

 

 كل خواص الجداء السلمي في المستوي تطبق على الأشعة من نفس المستوي في الفضاء                               
 

vو     w  : 1خاصية ،u  لدينا . أشعة من الفضاء( ) . .u v w u v u w   
.متعامدين إذا و فقط إذا كان vو uيكون الشعاعان  : 2خاصية 0u v  

 عمودي على كل شعاع من الفضاء 0: 3خاصية

ABCإذا كانت  4خاصية على المستقيم  Cالمسقط العمودي للنقطة  Hثلاث نقط و  .. AB 

فإن  P)(المنتمي إلى المستوى 


 AHABACAB .. 

. .شعاعين غير معدومين     و      ليكن  5خاصية .AB CD AB C D
   

    المسقطان    و   حيث

 .بالتوالي (AB)على  Dو  Cالعموديان لـ 

 

  في أساس متعامد و متجانس ليكن     

.:  لدينا     . ' . ' . 'u v x x y y z z   

                                           

 و منه  نقطتين من الفضاء حيث   Bو Aشعاع غير معدوم،  ليكن 

  و يكتب  يسمى المربع السلمي لـ  العدد الحقيقي : إذن لكل شعاع غير معدوم 

  و نكتب  يسمى طويلة الشعاع   العدد 

في معلم متعامد و متجانس من  لتكن النقطتين :  نتيجة

2لدينا  الفضاء 2 2( ) ( ) ( )B A B A B AAB x x y y z z      

 

نعمم تعريف    -

الجداء السلمي في 

المستوي إلى الفضاء، 

نراجع بهذه المناسبة 

الجداء السلمي في 

ونستعمل . المستوي 

 التعبير

 ".شعاع يعامد مستو"  

تعالج مسائل يتطلب  -

حلها استعمال الجداء 

مي و
ّ
أو عبارته /السل

 .التحليلية

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21
.

2
u u u. .u v v u( ). .( ) ( . )ku v u kv k u v 

( ', ', ')  ) vو  ),, x y z u x y z

( , , )  ) Bو  ),, B B A A AB x y z A x y z

 الجداء السلمي في الفضاء/ 1  شاطـــــــــــــــــــــن
 تعريف  1.1 

 
في الفضاء هو الجداء  vو  uالجداء السلمي للشعاعين :  شعاعان في الفضاء  vو  u تعريف     

في مستوى  vو  uالسلمي للشعاعين  P  يشملهما            

  نتائج 1

  خواص 2



v

C

A
B

)(P



u

 العبارة التحليلية 3

 

 طويلة شعاع 4
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 :فإن بالنسبة للمعلم المتعامد و المتجانس  إذا كانت 

                          

 :تمرين محلول 

في معلم متعامد و متجانس من الفضاء لدينا النقط 

D(2;-1;0)  ,  C(-2;0;1)  ,  B(3;1;-2)  ,  A(-1;-2;0) 

 متعامدان ؟(  CD) و (  AB) هل المستقيمان ( 1

 متعامدان ؟(  AC) و (  AB) هل المستقيمان ( 2

1لدينا  :   الحل  4 4

2   3 BA  ،  1DC   و

1 1 2

AC

     
     

     
           

 

1 ). 16 3 2 15 0AB CD             و بالتالي (AB  ) و (CD  )ليسا متعامدين 

2 ). 4 6 2 0AB AC                      و بالتالي (AB  ) و (AC  )متعامدان 

 : 1تمرين

           و              عمودي على  wحدد شعاع   ( 1 -1

           و            و             عمودي على   wحدد شعاع ( 2 -2

نعتبر  :2تمرين  1;1; 2A   و 2; 2;0B    و 1; 1; 2C    

 .مثلث متساوي الساقين و قائم الزاوية ABCبين أن  

 1::الحل

1) w  عمودي على 1;1;1u  يعني انه بوضع ; ; .w x y z  ومنه. 0w u x y z      

w  عمودي على 1; 2;0u  يعني انه بوضع ; ; .w x y z  ومنه. 2 0w v x y    ينتج لنا 

نحل الجملة  

 

0.... 1

2 0.......... 2

x y z

x y

   


 

zبجمع نجد   y 2 ومنهx z أي  . 2;1;1 .w z 

2) w  عمودي  على 1;1;0uيعني انه بوضع ; ; .w x y z  ومنه. 0w u x y    

w  عمودي  على 0;2;1vيعني انه بوضع ; ; .w x y z  ومنه. 2 0w v y z    

نحل الجملة     

 

0 .... 1

2 0.......

2

... 2

x y

y z

 








بجمع نجد  
2

zx  ومنه 
2

zy   أي  

 1 1. ; ;1 .
2 2

w z   61ومنه 1 1
4 4 2

w z z     6ومنه 3
2

z  أي 

2 22 3 2
6 22

z     2أي ان 2; ; 2 .
2 2

w
 
 
 

 

 2:الحل

1)  1;1; 2A    و 2; 2;0B   و 1; 1; 2C    المثلث  متساوي الساقين 

لدينا      
2 2 2

2 1 2 1 2AB         8ومنهAB  

لدينا      
22 2

1 1 1 1 2 2AC          4ومنهAB  

لدينا      
2 2 2

1 2 1 2 2BC          8ومنهBC  

8ABبما ان    8وBC   فالمثلث متساوي الساقين 

لدينا       2 1 ; 2 1 ; 2AB       و     1 2 ; 1 2 ; 2BC       

ومنه          . 2 1 1 2 2 1 1 2 2 2 2 2 0AB BC                 قائم فيB 
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ـــــــــــــالمستـ  الثالثة رياضيات            :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 هندسة            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 الجداء السلمي في الفضاء      :التعلمية الوحدة

    تطبيقات  الجداء السلمي في الفضاء    :موضوع الحصة 

 الجداء السلمي لإثبات تعامد مستقيمين، تعامد مستويين، تعامد مستقيم ومستو توظيف  :المكتسبات المستهدفة

 التعليمات والتوجيهات (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
 استعمال الجداء السلمي:  3نشاط

 .في البرهان على التعامد

(P ) مستو يشمل

نقطة  M ،( D)المستقيم

هي  N( . P)لا تنتمي إلى 

 المسقط العمودي

 Rو ( P)على  Mللنقطة 

هي المسقط العمودي 

 ( .D)على Nللنقطة 

برهن ان 

MR D. 

 حل ّمختصر

يوظف هنا التلميذ 

 مكتسباته في الأشعة

و الجداء السلمي ليبرهن 

 نتيجة

مبرهنة : " معروفة بـ

 ".الأعمدة الثلالثة

u   هو شعاع توجيه

 ( .D)للمستقيم 

:نبين بسهولة  ان 

MR.u 0 

MRأي   D

. 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
    

 

 ABC  ، مثلث كيفيA'  ،B'  وC'  المساقط العمودي للنقطA  ،B  وC  على (BC  ) ، 

      (AC  ) و (AB  ) على التراتيب . H  نقطة تقاطع (BB'  ) و (CC' . ) 

.:  أحسب ( 1         . CHو    AB BH AC 

AH.:  أحسب ( 2      BC 

 ماذا تستنتج ؟( 3    

 
 

ABC  ، مثلث كيفيA'  ،B'  وC'  المساقط العمودي للنقطA  ،B  وC  على (BC  ) ، 

      (AC  ) و (AB  ) على التراتيب . H  نقطة تقاطع (BB'  ) و (CC' . ) 

.:  حسا ب ( 1         . CHو    AB BH AC 

ACABACAB: نعلم أن   '


  

  . ( ) ' ' 0BH AC BH AC BA AH AC BA AC AH AC AB AC AB AC
        

        

0:  بطريقة مماثلة  نجد 


ABCH  

AH.= 0أيضا    ( 2      BC 

: الأشعة (  3    


AHBCBHACCHAB  متعامدة  &;&;&

 

 
 

 

 

 

 
  

 

 

 

 
  

 

 

 

 

 

نعمم تعريف    -

الجداء السلمي في 

المستوي إلى الفضاء، 

نراجع بهذه المناسبة 

الجداء السلمي في 

ونستعمل . المستوي 

 التعبير

 ".شعاع يعامد مستو"  

تعالج مسائل يتطلب  -

حلها استعمال الجداء 

مي و
ّ
أو عبارته /السل

 .التحليلية

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الجداء السلمي في الفضاءتطبيقـات  / 2 
 التعامد  1.2 

 

 .على التوالي و   مستقيمين من الفضاء موجهين بالشعاعين   و  ليكن       

   يكافئ   0=      

 

 تعامد مستقيمين  1

 

  نشاط 1

A 

A' 

B' 

B 

C' 

C 

H 

  

  
M

M 

 Mو الذي يشمل   P)(نقطة من الفضاء ، المستقيم العمودي على  Mمستو ، P)(ليكن 

يقطع  P  في نقطة وحيدةM  هي المسقط العمودي   للنقطةM   على P 

M

M   D

  )(D  ، مستقيمM  نقطة من الفضاء المستوى العمودي على D  و الذي يشملM  يقطع 

  )(D  في نقطة وحيدةM  M   هي المسقط العمودي لـM على D 

 تعامد مستقيم ومستوي 2

 

  الحل 1
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 .مستقيم موجه بالشعاع  (D)،    و   مستوي موجه بالشعاعين    (P)ليكن : خاصية

 (D)   (P)يكافئ      و       
 

 

 

1 )A وB  نقطتان من المستوى P  و C  نقطة لا تنتمي إلى P  

: لدينا  


 CAABACAB .. 

على Cالمسقط العمودي لـ  cحيث   P 

2 )


 0ABu   ،


CDv 

: لدينا   


 DCABCDAB .. 

Cحيث    وD  المسقطان العموديان للنقطتينC  وD 

  AB)(على الترتيب على المستقيم 

  aالذي ضلعه  ABCDEFGHنعتبر المكعب :  مثال

2... aABABEFABEGAB 


 

 تطبيق

 aالذي ضلعه  ABCDEFGHفي المكعب 

أحسب الجداء السلمي 


HCAE.  

  AEH)(على المستوى  Cالمسقط العمودي للنقطة  Dلتكن :  الحل

 2a: و بالتالي   


 AEAE . 


 HDAEHCAE لأن ..


 CDHCHD 

1.       )(AE و)(CD  متعامدينمن مستويين  

 ،   ; A( 1 ; 2 ; ، 2 )-B( 2 ; 3-( 2نعتبرالنقط  210ص  21تمرين 

  D( 0 ; 3 ; -2 )   و(E( 1 ; 2 ; -2+ 2   

 و أن المستقيمات AB =AD =AE: تحقق أن .2

 (AB) ،(AD)   و(AE ) متعامدة مثنى مثنى. 

 :الحل

       1;2; 2 . 2;3; 2 . 0;3; 2 . 2 1;2 2A B D E    

     1;1;0 . 1;1;0 . 0;0; 2AB AD AE 

.2ومنه  2. 2AB AD AE   

  . 1 1 0AB AD       ومنهAB AD   و. 0AB AE   ومنهAB AE 

.و  0AD AE   ومنه.AD AE  

في مستو 210ص  22تمرين    نعتبر الدائرة C  التي قطرها[AB]S   نقطة من D  المستقيم

العمودي على   فيA  لتكن ،M نقطة من C  تختلف عنA  وعنB . 

بين أن المستقيم .1 BM عمودي على المستوي SAM  

 [ .SB]و [ AB]وعين تقاطع سطحي الكرتين اللتين قطريهما  BMSاستنتج طبيعة المثلث  .2

عمودي على  AHبين أن الشعاع  (MS)مع  AMSفي المثلث  Aتقاطع الارتفاع المرسوم من  Hنسمي  .3

 (.BMS)المستوي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
A

c

c

B

 B

D

D

c

C
 A

 

a
HE

B

F
G

C

A
D

  نتائج 1
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               ℝ  
       

  

 :  3تمرين محلول 
 الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس              

 ( S) أكتب معادلة ديكارتية لـ. 2و نصف قطرها  W( 2 , 1 , 0 )سطح الكرة التي مركزها (  S) نعتبر ( 1   

 A ( 1 , 0 , -2 )  ،B( 0 , - 1 , 2 )حيث [  AB] سطح الكرة التي قطرها (  'S) نعتبر ( 2  

 ( . 'S) نقطة من  C( a , 1 , 0 )حتى تكون النقطة  aعين قيمتي العدد الحقيقي      

 : الحل      

2WMأي أن (  S) نقطة من  M( x , y , z )لتكن ( 1  

        (S  : )2 2 2( 2) ( 1) 2x y z     

2أو      2 2 4 2 3 0x y z x y        معادلة ديكارتية لـ (S ) 

.أي أن     (       'S) نقطة من  M( x , y , z )لتكن ( 2 0MA MB  

يكتبان  MA  ،MBالشعاعان 
1

2

x

MA y

z

 
 
 
   

1و    

2

x

MB y

z

 
 
  
  

 

M  نقطة من (S'  )  يعني( 1) ( 1) ( 2)( 2) 0x x y y z z       

2أو  2 2 4 0x y z x y        معادلة ديكارتية لـ (S' ) 

 

 

        هو شعاع توجيه المستقيم(D)  العمودي على  مستوي(P) يسمى شعاع ناظمي للمستوي ،(P). 

  ناظمي لمستوي      إذا كان(P)  يكون ناظمي للمستوي      مرتبط خطيا مع     فإن كل شعاع(P). 

   ناظمي لمستوي      إذا كان(P)   مرتبطان خطيا فإن         و       و كان       ناظمي لمستوي        و(P) 

 .متوازيان     و 

   ناظمي لمستوي      و            إذا كان(P)   فإن              . 

 في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد          :1تمرين

الموجه  (P)و العمودي على المستوي           المار من  (D)حدد تمثيل وسيطي للمستقيم  

 .              و              بالشعاعين

الذي معادلته  (P)نعتبر المستوي                     في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد   :2 تمرين

 :تمثيله الوسيطي     (D)و المستقيم               

 .  (P)حدد شعاعين موجهين للمستوي  -1

 .(D)   (P)لكي يكون  bو aحدد  -2

 

 

 .يكون مستويان متعامدان إذا و فقط إذا اشتمل احدهما على مستقيم عمودي على المستوي الآخر

 

 

 
  

 

 

 

  

 ملاحظات واصطلاحات 3

 

 تعامد مستويين  3

 

 .شعاعين ناظمين لهما على التوالي  و    مستويين من الفضاء،   p و  (P)ليكن  

  (P)     p        إذا و فقط إذا كان   . 
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ـــــــــــــالمستـ  الثالثة رياضيات            :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 هندسة            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 الجداء السلمي في الفضاء      :التعلمية الوحدة

    تطبيقات  الجداء السلمي في الفضاء    :موضوع الحصة 

 توظيف الجداء السلمي لتعيين معادلة ديكارتية لمستو   :المكتسبات المستهدفة

 التعليمات والتوجيهات (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
 استعمال الجداء السلمي:  3نشاط

 .في البرهان على التعامد

(P ) مستو يشمل

نقطة  M، ( D)المستقيم

هي  N( . P)لا تنتمي إلى 

 المسقط العمودي

 Rو ( P)على  Mللنقطة 

هي المسقط العمودي 

 ( .D)على Nللنقطة 

برهن ان 

MR D. 

 حل ّمختصر

يوظف هنا التلميذ 

 مكتسباته في الأشعة

و الجداء السلمي ليبرهن 

 نتيجة

مبرهنة : " معروفة بـ

 ".الأعمدة الثلالثة

u   هو شعاع توجيه

 ( .D)للمستقيم 

:نبين بسهولة  ان 

MR.u 0 
أي  

. 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 
 معادلات مستقيم معرف بنقطة و شعاع توجيه لهتذكير 

 ; , ,O i j k ليكن . معلم للفضاء D المستقيم الذي يشمل النقطة , ,A A AA x y z و

 , ,u a b c شعاع توجيه له . 

   , ,M x y z D   يعنيAM u    أيAx x a  وAy y b  

Azو  z c   0و هذا يعني إذا كانabc   أنA A Ax x y y z z

a b c

  
  أي أن مثلا :

   

   

0

0

A A

A A

b x x a y y

c x x a z z

   


   

معدوما فإن مثلا في حالة  cأو a،bأما إذا كان أحد الأعداد   

0c  :
    0A A

A

b x x a y y

z z

    



فإن مثلا  cو a،bأما إذا انعدم عددان من الأعداد  

0aفي حالة b :
A

A

x x

y y





 .كيفي zو يبقى  

 
 

)(كل شعاع غير معدوم عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطيا من مستو  p  هو شعاع ناظمي على

)(المستوى  p  

 (  P) عمودي على كل شعاع من المستوي  nفإن(  P) على ( عموديا ) شعاعا ناظميا  nإذا كان   نتيجة

 ( . P) هو مستقيم عمودي على  nو بالتالي كل مستقيم موجه بالشعاع              

 

 

 

  

 

 

 البرهان

 شعاع ناظمي له    و   يشمل     شعاع توجيه له ، والمستوى         و  الذي يشمل      نعتبر المستقيم 

                  و بالتالي       شعاع من            فان     نقطة من     اذا كانت 

علي    المسقط العمودى للنقطة   لتكن                   الفضاء حيث  من   نعتبر نقطة بالعكس  و

مرتبطان خطيا اذن     و          لكن                         لأن                 وبالتالي     المستقيم 

نقطة   أي أن    هو     علي    المسقط العمودي لـــ      وبالتالي         لأن               

    من 

نعمم تعريف    -

الجداء السلمي في 

المستوي إلى الفضاء، 

نراجع بهذه المناسبة 

الجداء السلمي في 

ونستعمل . المستوي 

 التعبير

 ".شعاع يعامد مستو"  

تعالج مسائل يتطلب  -

حلها استعمال الجداء 

مي و
ّ
أو عبارته /السل

 .التحليلية

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MR D

 الجداء السلمي في الفضاءتطبيقـات  / 2 
    المعادلة الديكارتية لمستو 2.2 

 
 

 الشعاع الناظمي لمستو 1

 

 معادلة مستوي يشمل نقطة 1.2.2

 
شعاع ناظمي له         و  Aالمستوي الذي يشمل :  نقطة من الفضاء A شعاع غير معدوم و      ليكن  

    من الفضاء حيث Mمجموعة النقط                        من الفضاء حيث Mهو مجموعة النقط 

 شعاع ناظمي له         و  Aهو المستوي الذي يشمل                     
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 البرهان

  شعاع ناظمي له                و     نقطة من المستوي                 لتكن 

 :أي                   اذا وفقط اذا      نقطة من              تكون النقطة 

                                       
                   نجد                                      بوضع

 ليست كلها معدومة        شعاع ناظمي فان        

  من الفضاء حيث             مجموعة النقط     وبالعكس نعتبر 

 ونعتبر النقطة     ليست كلها معدومة نأخذ مثلا        بما أن                  

    
 

  
 من أجل كل نقطة .شعاع غير معدوم                ولدينا      نقطة من    .         

 من الفضاء لدينا              

                    
 

 
                             

 .ناظمي له     يشمل و      المستوي الذي وبالتالي هو                   يعني        نقطة من    

 :البحث عن معادلة المستوي 

ليكن  ; ;  u  و , ,A a b c  و , ,M x y z 

ومنه AMومنه نبحث اولا عن مركبات الشعاع  
 

 
  

x a

AM y b

z c

 

 M p  يعني ان. 0AM u  ومنه       0       x a y b z c 

0ومنه نجد           x y z a b c  وهي معادلة ديكارتية للمستوي( )P 

 
 

        هي            المعادلة الديكارتية للمستوي 

    هي            المعادلة الديكارتية للمستوي 

    هي            المعادلة الديكارتية للمستوي 

 

 

 

يتوازي مستويان إذا كان شعاعهما الناظميين مرتبطين خطيا أي أن  P  يوازي P  معناه يوجد عدد

k  حقيقي بحيث


 nkn  

 

يكون المستوى  P  الذي cban ,,


شعاع ناظميا له عمودي على المستوى   P  الذي

),,( cban 


.0شعاع ناظمي له إذا فقط إذا كان   


nn  0أي ccbbaa 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 حالات خاصة 2

 

 مستوي يشمل نقطة وله شعاعمعادلة   2.2.2

 
 

 ويينتوازي وتعامد مست 3.2.2

 
 

 مستووين متوازيين  1

 

 مستووين متعامدين  1

 

)كل مستوي  )P   من الفضاء و    ( , , )n a b cشعاع ناظمي له يقبل معادلة ديكارتية من الشكل       

0   ax by cz d كل معادلة من الشكل     عدد حقيقي  dحيث   

0   ax by cz d    حيث , , (0,0,0)a b c   مستوي  هي معادلة( )P   من الفضاء و

    ( , , )n a b cمعادلة مستوي   .شعاع ناضمي له( )P  من الفضاء يشمل نقطة 0  0  0 , ,A x y z   

) و  , , )n a b c   :   شعاع ناظمي له هى     0     0     0   ( )   ( )   ( ) 0     a x x b y y c z z      
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في معلم متعامد و متجانس :  تطبيق






 

kJi من الفضاء نعتبر النقط  0,,, 1.0,2A  ،

)3,0,1( B  ، 2,1,1C  

ABCبين أن النقط (1 .1  تعين مستويا  ,.

 ABC)(أكتب معادلة ديكارتية للمستوى (2 .2

و Aالذي يشمل  P)(أكتب معادلة ديكارتية للمستوى (3 .3


BC شعاع ناظمي له . 

AB;نبحث عن مركبات الشعاعين :  الحل AC 

ومنه  (1 3;0; 4AB  و 3; 1;1AC 

AB;وبما ان  كل شعاعان غير مرتبطان خطيان يشكلان مستويا  AC  غير مرتبطان خطيا لان 

3 0 4

3 1 1


 


 تشكل مستزي   ABC)(أي ان النقط فهما يشكلان مستويا  

 ABC)(معادلة ديكارتية للمستوي  (2

حيث  uنبحث عن الشعاع الناظمي للمستوي وليكن  ; ;  u  ومنهu AB  وu AC 

.وهذا يعني ان  0u AB  يكافي 3 0 4 0     

.وهذا يعني ان  0u AC  3يكافي 0     

حل الجملة 
 3 0 4 0

3 0

  

  

  


  
4هو  

3
   5و   أي 4. ;5;1

3
u ومنه 

 . 4;3 15;3u  أي ان 4;15;3u 

لدينا  4;15;3u  و 1.0,2A  و , ,M x y z 

2ومنه AMومنه نبحث اولا عن مركبات الشعاع 

1

 
 
 
  

x

AM y

z

 

 M p  يعني ان. 0AM u  ومنه    4 2 15 3 1 0    x y z 

4ومنه نجد  15 3 5 0   x y z  وهي معادلة ديكارتية للمستوي)(ABC 

لدينا  0;1 ;5BC  و 1.0,2A  و , ,M x y z 

2ومنه AMومنه نبحث اولا عن مركبات الشعاع 

1

 
 
 
  

x

AM y

z

 

 M p  يعني ان. 0AM BC  ومنه    0 2 1 5 1 0    x y z 

5ومنه نجد  5 0  y z  وهي معادلة ديكارتية للمستوي)(P 

 202ص  15تمرين 

 من بين المستويات التالية ، أذكر المتوازية والمتعامدة

( P ) : - x + 2y + z -3 = 0  ،( P' ) : x – 2y - z = 0 

( ) : 2 3 0R x y z    

( ') : 2 3 4 2 0R x y z    

نبحث عن الاشعة الناظمية لكل مستو  :  الحل 1,2,1u  و 1, 2, 1  u  و 1, 2,1r  و

 2,3, 4 r 

لاحظ ان   u u  ومنه)(P و)(P  متوازيان لان/ /u u 

 عدد حقيقي  k  و   نقطة من الفضاء Aشعاع غير معدوم و       ليكن  مبرهنة

            العمودي     لمستوي هي ا                         من الفضاء حيث Mمجموعة النقط 

                 حيث      في النقطة 
 

  ,                           
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.كذلك  0 u u  أي ان)(P و)(P غير متعامدان 

.كذلك  0u r  أي ان)(R و)(P غير متعامدان 

.كذلك  0  u r  أي ان)(R و)(P متعامدان 

.كذلك  0 r r  أي ان)(R و)(R غير متعامدان 

.كذلك  0 u r  أي ان)(R و)(Pغير متعامدان 

.كذلك  0 u r  أي ان)(R و)(P متعامدان 

 202ص  16تمرين 

 الذي معادلته الديكارتية (  P) نعتبر المستوي 

- 5x + y - z – 6 = 0  و النقطةA(- 6 ; 2 ; - 1 )  

 ( . P) على  Aهي المسقط العمودي للنقطة  B(- 1 ; 1 ; 0 )بين أن النقطة  -

النقطة :  الحل 1,1,0B  مسقط عمودي لـ 6,2, 1 A  على Pيعني انه 

يجب ان تنتمي  اولا   1,1,0B  الى P  

5 6 0    x y z  5ومنه 1 6 0    ومنه B P 

ناظمي لــ ABنثبت ان : ثانيا P  لدينا 5; 1;1AB  و 5;1; 1 u وهما مرتبطان خطيا اذن 

 5; 1;1AB هو شعاع ناظمي لــ P 

بما ان  B P  وAB هو شعاع ناظمي لــ P  فانB  مسقط عمودي لـA  على P 

تعطى النقط  210ص  23تمرين  1, 1,0A  ، 2,3, 4B  و 

 3,0,1C   والشعاع 8,15,17n . 

 .ليست في استقامية A،B،Cتحقق أن النقط  .1

AB.أحسب  .2 n  و.AC n  استنتج معادلة ديكارتية للمستوي(ABC. ) 

و يمر من النقطة   (ABC)الذي يوازي المستوي ( P)عين معادلة ديكارتية للمستوي  .3 2,2, 1D   

AB;نبحث عن مركبات الشعاعين :  الحل AC 

ومنه  (1 1;4; 4AB  و 4;1;1AC 

AB;وبما ان  كل شعاعان غير مرتبطان خطيان يشكلان مستويا  AC  غير مرتبطان خطيا لان 

1 4

4 1



 تشكل مستزي   ABC)(أي ان النقط فهما يشكلان مستويا  

 ABC)(معادلة ديكارتية للمستوي  (2

     . 1 8 4 15 4 17 0   AB n  و     . 4 8 1 15 1 17 0    AC n 

الشعاع  8,15,17n  عمودي على الشعاعين;AB AC  فهو شعاع ناظمي للمستوي)(ABC 

لدينا  8,15,17n  و 1, 1,0A   و , ,M x y z 

1ومنه AMومنه نبحث اولا عن مركبات الشعاع 

1

 
 

 
 
 

x

AM y

z

 

 M p  يعني ان. 0AM n  ومنه      8 1 15 1 17 0 0     x y z 

8ومنه نجد  15 17 7 0   x y z  وهي معادلة ديكارتية للمستوي)(ABC 

و يمر من النقطة   (ABC)الذي يوازي المستوي ( P)معادلة ديكارتية للمستوي  (3 2,2, 1D   

8له معادلة من الشكل  P)(يعني ان  15 17 0   x y z c  وC عدد حقيقي ثابت 

 D p  يعني ان 2,2, 1D    8تحقق المعادلة 15 17 0   x y z c  ومنه نجد

16 30 17 0    c  3أي انc معادلة ديكارتية للمستوي  ومنه(P ) الذي يوازي المستوي

(ABC)   و يمر من النقطة 2,2, 1D    8هي 15 17 3 0   x y z 
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 نعتبر النقط   210ص  42تمرين  1,2,0A  ، 3,4,2B  و 1, 2, 1C   

 .غير مرتبطين خطيا ACو AB: بين أن .1

  بين أن .2
 
شعاعا , ,r a b c  يكون ناظميا للمستوي(ABC )إذا و فقط إذا كان  :

2 2 2 0

2 4 0

a b c

a b c

   


  
 

 ناظميا للمستوي (3
 
  (.ABC)بمركبات صحيحة ثم أكتب معادلة للمستوي ( ABC)استنتج شعاعا

AB;نبحث عن مركبات الشعاعين :  الحل AC 

ومنه  (1 2;2;2AB  و 2; 4; 1 AC 

AB;وبما ان  كل شعاعان غير مرتبطان خطيان يشكلان مستويا  AC  غير مرتبطان خطيا لان 

2 2

2 4


 
 تشكل مستوي   ABC)(أي ان النقط فهما يشكلان مستويا  

الشعاع (2 , ,r a b c  يكون ناظميا للمستوي(ABC )إذا و فقط إذا كان
2 2 2 0

2 4 0

a b c

a b c

   


  
 

.أي ان  0r AB  2يكافي 2 2 0   a b c 

.و  ان  0r AC  2يكافي 4 0  a b c وهذا محقق 

 ناظميا  (3
 
  (.ABC)بمركبات صحيحة ثم أكتب معادلة للمستوي ( ABC)للمستوي شعاعا

حل الجملة 
2 2 2 0

2 4 0

a b c

a b c

   


  
هو  

2


c
b  و

3

2


c
a ومنه .2 3,1,2r c  ومنه بوضع

 3,1,2u  2.نجد r c u ومنه  انهما متوازيان أي 3,1,2u 

لدينا  3,1,2u  و 1,2,0A   و , ,M x y z 

1ومنه AMومنه نبحث اولا عن مركبات الشعاع 

2

 
 

 
 
 

x

AM y

z

 

 M p  يعني ان. 0AM u  ومنه    3 1 2 2 0    x y z 

3ومنه نجد  2 1 0   x y z  وهي معادلة ديكارتية للمستوي)(ABC  
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ـــــــــــــالمستـ  الثالثة رياضيات            :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 هندسة            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 الجداء السلمي في الفضاء      :التعلمية الوحدة

    المسافة بين نقطة ومستو    :موضوع الحصة 

 توظيف الجداء السلمي لحساب المسافة بين نقطة ومستو    :المكتسبات المستهدفة

 التعليمات والتوجيهات (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
المسافة بين : 5النشاط

 نقطة و مستو

نعتبر في الفضاء         

المنسوب إلى المعلم 

المتعامد و المتجانس 

 

و   :،المستويين 

 

   M  نقطة كيفية في

 .الفضاء

         1;d M P هي

و  Mالمسافة بين 

، 2;d M P هي

  Mالمسافة بين 

. 

 عين المجموعة 

حيث  Mللنقط 

 

 

1

2

;

;

d M P

d M P
 

 إرشادات حول الحل

يهدف هذا النشاط إلى 

تفعيل مفهوم المسافة 

بين نقطة و مستو في 

نقطة   .اء الفض

من  

الفضاء تنتمي إلى 

إذا و فقط إذا  

كان 
 

 

1

2

;

;

d M P

d M P
 

 

 

 
 

 

 

 

 

   

 
 

 

 

 

 

 

 

 تذكير المسافة بين مستقيم ونقطة

في معلم متعامد و متجانس المسافة بين نقطة  0 0,A x y  و مستقيم   معادلته: 

0ax by c    هي  :  0 0

2 2
,

ax by c
d A D

a b

 



 

 

 

 

                    الفضاء منسوب الي معلم متعامد و متجانس   

عن المستوي     بعد النقطة  p علي    المسقط العمودي لــ      حيث     هي المسافة    p 

          : ونكتب
                

      
شعاع ناضمي لــ         و         حيث      p 

 

 

 ذو المعادلة  P)(في معلم متعامد و متجانس نعتبر المستوى 

0 dczbyax  ،)0,0,0(),,( cba  و النقطة),,( 000 ZyxA 

و  Aين ب البعد p  هو العدد الحقيقي الموجب   
222

000
:

cba

dczbyax
pAd




 

ليكن المستوي    مثال p     شعاع ناضمي له لتكن                     و           يشمل نقطة

أحسب               ,d A p 

لنوجد معادلة المستوي     الحل p      شعاع                   و          الذي يشمل نقطة

              ناضمي له     ومنه 

              ه                  ومن         

معادلة   p                  هي      

ومنه    
 

 
2

1 1 (2) 2(0) 1 3 2 2 3 2
,

21² 1 ( 2)²

    
 

  

d A P                              

               الفضاء منسوب الي معلم متعامد و متجانس     1تمريـــــن

  ,          و           نعتبر النقطتين  p            مستوي معادلته    

و  D                   مستقيم تمثيله الوسيطي  
    

       
      

  

المعادلة الديكارتية للمستوي  أوجد -1 Q  و العمودي علي المستقيم    الذي يشمل D   

و العمودي علي المستوي     و   الذي يشمل      المعادلة الديكارتية للمستوي  أوجد -2 p 

أحسب   -3  ,d A p   و         

و الموازي للمستوي     الذي يشمل     المعادلة الديكارتية للمستوي  أوجد -4 p 

نعمم تعريف    -

الجداء السلمي في 

المستوي إلى الفضاء، 

نراجع بهذه المناسبة 

الجداء السلمي في 

ونستعمل . المستوي 

 التعبير

 ".شعاع يعامد مستو"  

تعالج مسائل يتطلب  -

حلها استعمال الجداء 

مي و
ّ
أو عبارته /السل

 .التحليلية

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O;i, j,k

2P :3x 4y 0

1P

2P

M x;y;z

 المسافة بين نقطة ومستوي/ 3 
 

    خواص وتعاريف 1.3

 
 

 خاصية وتعريف 1

 

 خاصية  2

 
H

(P)

B

n

A
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 الحل

المعادلة الديكارتية للمستوي  (1 Q من الفضاء حيث             هي مجموعة النقط   

شعاع توجيه المستقيم       حيث                    D  و                    

    3                      ومنه                              

                  : Q   

عمودي علي B و Aالذي يشمل      ايجاد المعادلة الديكارتية للمستوي  (2 p 

       شعاع ناظمي لــ                ليكن 

 ومنه                 يكافئ            
          
         
          

 ومنه نجد    

 ومنه  b=4,c=5,d=-2نجد   a=1ناخذ                    

                    

3)           
 

 
2

2 1 3( 1) 2(1)
,

2² 3 (2)²

  


  

d A P    ومنه     
7

,
17

d A P   

علي  المسقط العمودي لــ   لتكن D  اذن                        /             

                            ومنه                    

  ومنه                   
  

  
  ومنه   

  

  
 
   

  
 
  

  
              ومنه     

         
2

2 2 26
1

176 28 731
, 1 1

17 17 17

 
 

 
    

        
   

d A P                

 أي                معناه عمودي علي     و الموازي للمستوي    B الذي يشمل      (4

 ومنه                         حيث                     

                :       

                الفضاء منسوب الي معلم متعامد و متجانس            2تمريـــــن

نعتبر المستوي  p 3 ذو المعادلة   2 5 0   x y z   D  بــــالمستقيم المعرف
2 3 0

2 0

   


   

x y z

x y z
 

أعطي تمثيلا وسيطيا للمستقيم  -1 D  

المعادلة الديكارتية للمستوي  أوجد -2 Q  الذي يشمل D   و العمودي علي المستوي p 

 الحل

التمثيل الوسيطي للمستقيم  (1 D                  

2 3 0

2 2 2 4 0

   

    

x y z

x y z
نجد   z=tنأخذ         و          بالجمع نجد       

3 7

2 5

 


 
 

x t

y t

z t

   D شعاع توجيه                         

المعادلة الديكارتية للمستوي    (2 Q  الذي يشمل D   و العمودي علي المستوي p 

شعاع نظمي لــ                  p 

شعاع نظمي لــ               ليكن     Q 

          ومنه             معناه           

           معناه               و 

          نحل الجملة نجد
  

 
            نجد  a=2 بأخذ        

             : Q   
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لأن        بمأن     Q  يشمل D  فان 

 d=-1ومنه                    

                 

و النقطة y-2x- 0=1:الذي معادلته( P)نعتبر المستوي    210ص  82تمرين  3,0,2M . 

 ( .P)عن  Mعين بعد  .1

 ، ( xoy)في المستوي  y=2x-1ذي المعادلة ( D)عن المستقيم  Mاستنتج بعد  .2

 (يمكن الاستعانة بشكل هندس ي)

2لدينا :  الحل 1 y x  2أي ان 1 0  x y شعاعه 2, 1,0u 

ومنه 
 2 3 (0) 0(2) 1

5
4 1 0

  
 

 
 

عن  Mبعد  D  2ذو المعادلة 1 y x 

2على المستوي ذو المعادلة Mالمسقط العمودي للنقطة    Hلتكن 1 y x اذن: 

5 MH 

2على المستقيم ذو المعادلة Mالمسقط العمودي للنقطة    Kلتكن 1 y x 2 :اذن KH Z 

2لدينا  Hالقائم في  HKMالمثلث  2 2 HK HM KM  2أي 2 22 KM 

5ومنه  4 3  KM 

عن  Mبعد  D  2ذو المعادلة 1 y x 3هو 

نعتبر النقط   210ص  22تمرين  1,0, 1A ، 2,2,3B، 3,1, 2C  و 4,2,1D  

 .قائم ثم أحسب مساحته ABCاثبت أن المثلث  .1

بين أن الشعاع( أ .2 2, 3,1n   ناظمي للمستوي(ABC) 

 (.ABC)استنتج معادلة ديكارتية للمستوي ( ب   

 . DABC، ثم أحسب حجم رباعي الوجوه (ABC)عن المستوي  Dعين بعد النقطة . 3

لدينا :  الحل 1,0, 1A ، 2,2,3B، 3,1, 2C  

ومنه     1;2;4 . 2;1; 1 . 1; 1; 5  AB AC BC 

.21ومنه  6. 27  AB AC BC  2اذن نلاحظ ان 2 221 6 27    AB AC BC 

 Aحسب نظرية فيثاغورث المثلث قائم في 

حيث  S مساحة  المثلث هي
1 1 3 14

21 6
2 2 2

    S AB AC 

  . 1 1 0AB AD       ومنهAB AD   و. 0AB AE   ومنهAB AE 

.و  0AD AE   ومنه.AD AE  

الشعاع 2, 3,1n   ناظمي للمستوي(ABC)  يعني ان 

     . 1 2 2 3 4 1 0    AB n  و     . 2 2 1 3 1 1 0    AC n 

الشعاع  2, 3,1n   عمودي على الشعاعين;AB AC  فهو شعاع ناظمي للمستوي)(ABC 

لدينا  2, 3,1n   و 1,0, 1A   و , ,M x y z 

1ومنه AMومنه نبحث اولا عن مركبات الشعاع 

1

 
 
 
  

x

AM y

z

 

 M p  يعني ان. 0AM n  ومنه      2 1 3 1 1 0    x y z 

2ومنه نجد  3 1 0   x y z  وهي معادلة ديكارتية للمستوي)(ABC 

او بطريقة اخرى  2, 3,1n  ناظمي لـ)(ABC  2معادلته 3 0   x y z 

من اجل  1,0, 1A  نجد 2 1 1 0    1أي ان    نجد ومنه
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2 3 1 0   x y z  وهي معادلة ديكارتية للمستوي)(ABC 

بعد النقطة . 3 4,2,1D   عن المستوي(ABC) ، 

 
 2 4 3(2) (1) 1

14
4 1 9

   
 

 
d D 

. . DABCحجم رباعي الوجوه 
1

3
V S d 

d  14يمثل الارتفاعd  وS  مساحة القاعدة وهي
1 1

6 21 3 14
2 2

 S 

ومنه 
1

14 3 14 7
2

 V 

 : المعرفين بالمعادلتين( Q)و ( P)نعتبر المستويين    210ص  30تمرين 

2 0x y z    2و 0x y z   

تحقق أن .1 1,0, 3A   متساوية البعد عن(P ) و(Q) 

 (.Q)و ( P)من الفضاء المتساوية البعد عن  Mعين مجموعة النقط  .2

(  1  :الحل  
 

22 2

2(1) 1(0) 1( 3) 5
,

62 (1) 1

  
 

  
d A P 

                      
 

22 2

1(1) 1(0) 2( 3) 5
,

61 ( 1) 2

  
 

  
d A P  

 تمرين

)في معلم متعامد و متجانس   ; ; ; )O i j k  المستوي  من الفضاء ، نعتبر (P  )الذي معادلته 

             3 2 5 4 0x y z   . 

 ( . P) عن المستوي  A( 1 ; -2 ; 7 )عين بعد النقطة ( 1    

 ماذا تستنتج ؟( .  P) عن المستوي  B(2 ; 1 ; 0 )عين بعد النقطة ( 2    

1(  1  :الحل
2 2 2

3(1) 2( 2) 5(7) 4
38

3 ( 2) 5
d

   
 

  
 

              2 )1
2 2 2

3(2) 2(1) 5(0) 4
0

3 ( 2) 5

  
 

  
d   نستنتج أن النقطةB  هي نقطة من المستوي (P ) 
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ـــــــــــــالمستـ  الثالثة رياضيات            :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 هندسة            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 الجداء السلمي في الفضاء      :التعلمية الوحدة

 في الفضاء .تعيين مجموعات نقط     :موضوع الحصة 

 .توظيف الجداء السلمي لتعيين مجموعات نقط     :المكتسبات المستهدفة

 التعليمات والتوجيهات (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
A   ،B  نقطتان

متمايزتان من المستوي 

 AB = 2   .Eحيث 

من  Mمجموعة النقط 

حيث المستوي 

MA
. =3
MB

  

نقطة  Mبين أن ( 1    

إذا وفقط إذا  (  E) من 

 
) } مرجح  Gليكن ( 2    

A , 1  ),  (B , 3  ) } وK 

 A , -1) } مرجح الجملة 

 ),  (B , -3 ) 

 Kو  Gبين أن  -       

 ( E) نقطتان من 

عبر عن ( 3    
2 29MA MB 

بدلالة  

  G M  وMK   ثم

استنتج طبيعة المحل 

 ( E) الهندس ي 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 
 

 

 

 

 

 

 

 تذكير تعيين مجموعة نقط باستعمال المرجح في المستوي

على الترتيب  1،2،3،...،n نقطة مرفقة بالمعاملات 1A،2A ،3A،.... ،nA nلتكن 
1  . حيث 2 3 .... 0n        مرفقة   1A،2A ،3A،.... ،nAنسمي مرجح النقط   

 :حيثGالنقطة على الترتيب1،2،3،.،nبالمعاملات 
1 1 2 2 3 3 .... 0n nGA GA GA GA        

 ملاحظات

 

 

 
 مثال

ABC مثلث من المستوي .  ،  و  0ثلاثة أعداد حقيقية حيث    . 

 .على الترتيب   و    ،المرفقة بالمعاملات  Cو  A ،Bمرجح النقط   Gليكن 

المجموعة kالهدف هو تعيين حسب قيم العدد الحقيقي k  مجموعة النقطM  من المستوي التي

MAتحقق       MB MC k      

 

لتكن :  مبرهنة   ),().....,(,, 2211 nnAxAA   جملة مثقلة حيث



n

i

i

1

0  توجد نقطة

تحقق  Gوحيدة 


 0...2211 nn GAGAGA   تسمىG  مرجح الجملة المثقلة 

 . تسمى مركز ثقل الجملة Gفإن عندما تتساوي المعاملات غير المعدومة 

 نقطة من الفضاء يكون  Mمن أجل كل  :مبرهنة 

 1 1 2 2 1 2.... ....           n n nMA MA MA MG 

    

 

A   ،B  ،C ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة 

   المستقيم (AB  ) هو مجموعة مراجيح للنقطتينA  ،B  

   القطعة [AB  ] هي مجموعة مراجيح للنقطتينA  ،B  مرفقتين بمعاملين من نفس الإشارة 

   المستوي (ABC  ) هو مجموعة مراجيح للنقطA  ،B   ،C 

 

مجموعات النقط   

المقصودة هنا هي تلك 

: المعرفة كما يلي

 Mمجموعة النقط 

 حيث  

 AM. u = k  أو بصفة

 عامة

 2 2  MA MB k (k 

 (.  عدد حقيقي

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نعني بالتمييز  -

بالمرجح، تعريف 

مستقيم، قطعة 

مستقيم ومستو، 

كمجموعة مراجح 

نقطتين، نقطتين 

مرفقتين بمعاملين من 

نقط  3نفس الإشارة، 

ليست على استقامة 

 .واحدة، على الترتيب

 

 

2 29 0MA MB 

 المرجح/ 4 
 

 المرجح في الفضاء 1

 

 التمميز بالمرجح 2
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استعمال التمثيلات  -

 الوسيطية أو

التمييز بالمرجح لحل 

مسائل الاستقامية، 

نقط  4التلاقي، انتماء 

 .إلى نفس المستوي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : برهان

1 )A  ،B  نقطتان متمايزتان .M  0مع  مرجحa b   إذن

 

مرتبطان  ABو  AMفالشعاعان (  AB) نقطة من  Mو بالعكس ( .  AB) نقطة من  Mأي أن النقطة 

AMحيث  kخطيا وبالتالي يوجد عدد  k AB  أوAM k AM k MB    أي

( 1) 0k MA k MB   

M  مرجح الجملة 

 [ 1 ; 0] عدد حقيقي من المجال  kنفس البرهان بأخذ ( 2   

 مثال

1. . ,A B C بين أن مجموعة النقط. نقط متمايزة من الفضاءM  من الفضاء التي تحقق :

2 3 6MA MB MC    هي سطح كرة  يطلب تعيين مركزها و نصف قطرها.   

2(   1 الحل 3 6MA MB MC   

بما أن   2u MG MG       مجموعة النقطM حيث 

2 6u MG   3أي انu MG  

 C  التي مركزها  سطح الكرةهيG  مرجح الجملة    ;1 ; 2 ;3A B C  

 3و نصف قطرها 

 مثال

2. . ,A B C بين أن مجموعة النقط. نقط متمايزة من الفضاءM  من الفضاء التي تحقق :

2 2MA MB MC MA MC     مستوي هي p  محور القطعة HG .   

  الحل

2 2MA MB MC MA MC    
G مرجح الجملة    ;1 ;1 ;2A B C  1لان 1 2 4 0    

 نقطة من الفضاء يكون  Mمن أجل كل 

2 4MA MB MC MG   2 ومنه 4  MA MB MC MG 
H مرجح الجملة   ;1 ;1A C  1لان 1 2 0   

 نقطة من الفضاء يكون  Mمن أجل كل 

2 MA MC MH 2 ومنه MA MC MH 
4وبالتالي   4MH MG  أي انMH MG 

مستوي اذن مجموع النقط هي  p  محور القطعة HG .   
 :    1 مثال

 A  ،B  ،C  نريد تعيين . ثلاث نقط من الفضاء (E  )    مجموعة النقط من الفضاء حيث 

 3MA MB MC    نفرض أن ،G  مرجح الجملة      ;1 , ;1 ; ;1A B C  ،G  هي

  ABCمركز ثقل المثلث

3MAلدينا  MB MC MG    و بالتالي فإن المجموعة (E  ) هي مجموعة النقطM  التي تحقق

MG = 1 

 .1و نصف قطرها  Gفهي سطح الكرة التي مركزها 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    ; , ;A a B b

b
AM AB

a b




    ;1 , ;A k B k
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      : 2 مثال

 (F  ) مجموعة النقطM  2حيثMA MB MC MA MB     ليكن ،H  مرجحا للجملة

    ;1 , ;2A B  .2 3MA MB MH   و بالتالي (F  ) 3تحقق 3MG MH    أي

MG = MH 

  (F  ) هو المستوي محور [GH ] 
 

 

A        ،B  ،C  ثلاث نقط من الفضاء ، ليست على استقامة واحدة .k  [  1 ; 1-] عدد حقيقي من المجال 

    kG  مرجح الجملة      2; 1 , ; ; ;A k B k C k  . 

 2Gو 1Gثم أنش ئ النقطتين[  BC] منتصف  Iو  A  ،B  ،Cمثل النقط ( 1   

   2 )a ) بين أنه من أجل كلk  لدينا [  1 ; 1-] من المجال:
2 1

k

k
AG BC

k





 

     b )شكل جدول تغيرات الدالةf  كما يلي [  1 ; 1-] المعرفة على المجال:
2

( )
1

x
f x

x





 

     c ) النقطاستنتج مجموعةkG  لماk  [ 1 ; 1-] يمسح  المجال 

2:من الفضاء حيث  Mمجموعة النقط (  E) عين ( 3   2MA MB MC MA MB MC     

2ثمن الفضاء حي Mمجموعة النقط (  F) عين ( 4   2MA MB MC MA MB MC     

)الفضاء منسوب الآن إلى معلم متعامد و متجانس ( 5   ; ; ; )O i j k  النقط ،A  ،B  ،C  تأخذ

 ،   ( 2 ; 0 ; 0 )الإحداثيات 

 .على الترتيب (  5 ; 2 ; 1-) و (   1 ; 2 ; 1-)      

    a ) 1عين إحداثياتG 2وG  تحقق أن ، (E  ) و (F  )يتقاطعان. 

    b ) أحسب نصف قطر الدائرة (C  ) تقاطع (E  ) و (F . ) 

  الحل

1)   1G مرجح الجمل      ,2 , ,1 , , 1A  B C   ومنه 

1) 
1

1 -1
AG = AB+ AC

2 2
ومنه 

1

1
AG = (AB-AC)

2
.

1

1
AG = CB

2
 

2)        1G مرجح الجمل      A ,2 , B,1 , C ,-1  ومنه 

3) 
-1

-1 1
AG = AB+ AC

2 2
ومنه 

1

-1
AG = (AB-AC)

2
.

-1

-1
AG = CB

2
 

 ومنه                لدينا مجموع المعاملات             (2

  
k² 1 ² 1


 

 
k

k k
AG AB AC

k
    اذن  

2
( )

k 1


  


k

k
AG AB AC ومنه               

2
BC

k 1





k

k
AG 

لدينا       المعرفة علي    جدول تغيرات الدالة   ( ب
2

'

2

( 1)
( )

( 1)²






x
f x

x
 ومنه   

   +1        -1                                  x 

1                    -                        1           

1/2 
     

 

   

 

 تمارين

 
 

C B

G
-1

G
1

A

I
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   يمكن أن نكتب   (ج
                      مع                        

      فان            من جدول التغيرات نلاحظ أنه اذا كان 
  

 
 
 

 
   

       يمسح المجال   لما         ترسم القطعة    ومنه المجموعة  

     من الفضاء حيث Mمجموعة النقط  Eالمجموعة      (3

 ومنه                                                                    

      
                 

           ومنه                 

        هو المستوي المحوري  للقطعة  Eالمجموعة   أي 

     من الفضاء حيث Mمجموعة النقط  Eالمجموعة      (4

 ومنه                                                                   

      
     ومنه                                  

                         

     منتصف   و    ونصف قطرها     كرة مركزها     هي Fالمجموعة          أي 

 احداثيات   ( ا (5

                             

 
 
 

 
     

                 

 
  

    
           

 
  

    
           

 
  

 وبنفس الطريقة نجد     

      
      
      

 اذن     

                                                          ,              

           هي المستوي الذي يشمل    المجموعة      و    من خلال احداثيات  ( ب             ( ب

 متقاطعتان  و   اذن           هي كرة  تشمل    والمجموعة 

 لنبحث عن المجموعة المشتركة بينهما

     هي         لدينا معادلة المستوي المحوري للقطعة 

    ونصف قطرها    نوجد معادلة كرة مركزها 

B C B C B Cx +x y +y z +z
I , ,

2 2 2

 
 
 

           ومنه 

   A I A I A IIA = x - x ² + y - y ² + (z - z )² = 6 

ومنه معادلة الكرة   1 1 1² ² ( )² ²      IA
G A G A G

x x y y z z 

 x ² + y² + z ² =  نحل الجملة      6

           
² ² ² 6

2

  




x y z

z
ومنه       

² ² 2

2

 




x y

z
المجموعة المشتركة بين هي دائرة مركزها   

     ونصف قطرها            

 210ص  31تمرين 

ABCD  رباعي وجوه. 

2متعامدان إذا و فقط إذا ( CD)و( AB)بين أن المستقيمان  .1 2 2 2AC BD AD BC   

عموديا على ( BD)فإنه يكون ( AD)عموديا على ( BC)و( CD)عموديا على ( AB)استنتج أنه إذا كان  .2

(AC.) 

 .منتظم  ABCDنفرض أن الرباعي  .3

 .ماذا يمكن القول عن أحرفه المتقابلة ؟(. أ

.: من الفضاء يكون  Mبين أنه من أجل كل نقطة (. ب . . 0MA BC MB CA MC AB   

.حيث  Mمجموعة النقط ( E)عين (. ج . .MA BC MB CA MC AB  

  الحل
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مرجح الجملة  Gو [  OA] منتصف  Jو لتكن  'OABCO'A'B'Cنعتبر المكعب   ;1 ,( ;1),( ;3)O A C. 

 .حرف المكعب يؤخذ كوحدة 

I)  

CJو    تحقق أن الشعاعين  (1 CG  مرتبطان خطيا ثم عينG  على الشكل 

في المعلم  Gما هي إحداثيات     (2 ; ; ; 'O OA OC OO؟ 

II) 1 )M  3نقطة كيفية من الفضاء ، عبّر عنMO MA MC     بدلالةMG . 

: من الفضاء حيث  Mمجموعة النقط (  E) عيّن طبيعة ( 2     3 . 0MO MA MC MB   

III) 1 ) عيّن (F  ) مجموعة النقطM  من الفضاء حيث :

   3 . 3 0MO MA MC MO MA MC     

CJو    تحقق أن الشعاعين ( 2 BG  متعامدان و استنتج أنB  نقطة من (F  ) وB'  هي أيضا نقطة من (F ) 

 .مع أوجه المكعب (  F) أنش ئ تقاطعات   -( 3     

-  K  وK'  نقطتا تقاطع (F  ) مع المستقيمين (OC  ) و (O'C'  ) على الترتيب ، ما طبيعة الرباعيBKK'B' ؟ 

IV)  عين (H ) مجموعة النقطM  من الفضاء حيث. ' 2AM B G  

V) 1 ) 2باستعمال الإحداثيات في المعلم المذكور أعلاه ، أحسب 2 GCو   .   2 GA GO  ثم العدد
2 2 2+ + GC GA GO 

    2 )M  2نقطة من الفضاء ، عبّر عن 2 2+ MA +3MCMO 2بدلالةMG  ( باستعمال الشعاع

MG وعلاقة شال.) 

2من الفضاء و التي تحقق  Mمجموعة النقط (  L) نسمي ( 3     2 2+ MA +3MC 4MO  . 

   a  ) بين أنO  تنتمي لـ (L ) 

  b  ) تحقق أنM  نقطة من (L  ) 2إذا وفقط إذا 2MG k  حيثk  عدد حقيقي يطلب تعيينه. 

c  ) استنتج طبيعة (L  ) ثم أنش ئ تقاطع (L  ) مع الوجهOABC  ( أي أثر (L  ) على الوجهOABC  للمكعب.) 

 210ص  32تمرين 

A ،B ،C  ثلاث نقط من الفضاء حيثABC  مثلث قائم فيC  و متساوي الساقين(.P ) مجموعة

3:من الفضاء و التي تحقق  M النقط 2MA MB MB MC    

 .يطلب تعيين تقاطعه معه( ABC)المستوي  مستو عمودي على( P)تحقق أن 

  الحل

3 2  MA MB MB MC 
G مرجح الجملة   ;3 ;1A B  1لان 3 4 0   

 نقطة من الفضاء يكون  Mمن أجل كل 

3 4 MA MB MG 3 ومنه 4 MA MB MG 
H مرجح الجملة   ;1 ;1B C  1لان 1 2 0   

 نقطة من الفضاء يكون  Mمن أجل كل 

2 MB MC MH 2 ومنه MB MC MH 
4وبالتالي   4MH MG  أي انMH MG 

مستوي اذن مجموع النقط هي  p  محور القطعة HG .   
 

 تمارين
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 210ص  33تمرين 

و  Oيمر من ( D)بكل مستقيم   (P)نقطة لا تنتمي إلى  Aنقطة منه لتكن  Oو   (P)نعتبر المستوي  

 في 
 
 .(D)على  Aالمسقط العمودي لـ  Mنرفق ( P)محتوا

 كل الوضعيات الممكنة؟( D)لما يأخذ  Mماهي مجموعة النقط  .1

 (ببرمجيةيمكن الاستعانة ) .2

 :الحل

على المستوي  Aالمسقط العمودي ل  Hاذا كانت  p  مستقيم  وكان(D) 

ومحتوى في  Oيمر من   p  وكانتA  لاتنتمي الى p  وO نقطة من p  

الناتجة عندما ياخذ  Mفان مجموعة النقط  D كل الوضعيات مع 

المستوي   p  هي دائرة مركزهاO  ونصف قطرهاOH 

على المستوي  Aالمسقط العمودي ل  Hاذا كانت  p  وكانتH  تنطبق علىO  فان مجموعة

الناتجة عندما ياخذ  Mالنقط  D  كل الوضعيات مع المستوي p  هي النقطةO فقط 

 

 مرجح الجملة   211Gص  35تمرين     ; , ;A a B b  G'  مرجح الجملة    1 1; , ;A B
a b

  

 b  0و   a + b  0  ،a  0، (  A  B) حيث 

 [ AB] منتصف  Iنضع 

 'Gبرر وجود النقطة ( 1

 [ 'GG] منتصف  Iبين أن ( 2

 ABبدلالة طول  'GGأحسب طول ( 3

 ؟ GG' > ABحتى يكون  bو  aماذا يحقق العددان ( 4

مرجح الجملة  'G :الحل    1 1; , ;A B
a b

1يعني ان   1 0 
a b

 

لدينا 
     1 1 ; 0 ; 0


    
a b

a b ab
a b ab

 موجودة Gومنه  

2. ) I  منتصف [GG' ]   يعنيI مرجح الجملة      ; , ;  a bG a b G
ab

 

ومنه    aMA bMB a b MG  لان G  مرجح الجملة     ; , ;A a B b   

و    1 1 1 1   MA MB MG
a b a b

مرجح الجملة  'G لان      1 1; , ;A B
a b

 

I  منتصف [AB ]   يعني انIB AI  نعوضI M  يكونMB AM 

ومنه      a b MA a b MG  و   1 1 1 1   MB MG
a b a b

 

أي ان 





a b
MB MG

a b
و  






a b
MB MG

b a
اذن   MG MG  ومنهMG G M 

IGيعني ان  G I  ومنه I  منتصف [GG' ] 

:نعلم ان(. 3     a b MA a b MG  نعوضI M نجد     a b IA a b IG 

و    1 1 1 1   MB MG
a b a b

Iنعوض   M نجد      a b IB a b IG 

 

 






a b
IA IG

a b
و  

 

 
 1....






a b
IB IG

a b
أي  

 

 
 . 2...






a b
AI GI

a b
 

جمع  2  و 1  نجد
 

 






a b
AB GG

a b
ومنه  

 

 


 



a b
GG AB

a b
 

GGيكون لكي  AB يجب ان يكون فقط
 

 
1





a b

a b
أي       a b a b 

 تمارين
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 211ص  36تمرين 

 و المتساوي الساقين  Aالقائم في  ABCنعتبر المثلث 

 (AB = AC = a  ) ،m وسيط حقيقي 

 ما هو الشرط اللازم و الكافي حتى تقبل الجملة ( 1

         ; 1 ; ;2 ; ;A B C m  مرجحاmG ؟ 

أنش ئ ( 2
0G و

2G   تحقق أن ،
0 1

2 5

3

a
G G  

 حيث Mمجموعة النقط (  1)عين وأنش ئ المجموعة ( 3

 ( ) / 2 2M P MA MB MC MA MB MC       

 حيث Mمجموعة النقط (  2)عين وأنش ئ المجموعة ( 4

 ( ) / 2 2M P MA MB MC AB     

 (  3)نفس السؤال ( 5

 2( ) / 2 2M P MA MB MC MA MB MC      

   (P  ) هو المستوي 

 211ص  45تمرين 

 A  ،B  وC  ثلاث نقط ليست على استقمة واحدة من الفضاء  .H  مركز المثلثABC 

1 )G  مرجح الجملة      ;1 ; ;2 ; ;1A B C  بين أن ، 

  B  ،G  وH على استقامة واحدة 

عين ( 2
1  مجموعة النقطM   حيث / 3 2 41 M MA MB MC MA MA MC       

 من المستوي نرفق الشعاعين  Mلكل نقطة ( 3

  2u MA MB MC   3وv MA MB MC   

a ) بين أنv  مستقل عنM 

b ) بين أنC  تحققu v 

c )عين
2  مجموعة النقطM من  التي تحقق: 

u v 

 211ص  46تمرين 

ABC  مثلث قائم فيA  نسميO  منتصف[BC ] و   الدائرة الداخلية للمثلثABC  وI  منتصف

[AO ] بكل نقطة من المستوي نرفق النقتين ، PوQ 2:حيثMP MA MB MC   و

2MQ MA MB MC    

مرجح الجملة  Iبين أن  .1      ;2 ; ;1 ; ;1A B C. 

 .بتحويلين نقطيين يطلب تحديدهما Mهما صورتا  Qو P بين أن  .2

كنقطة من  Mنأخذ الآن  .3  

على  Mعندما يتغير  QوPعين مجموعة النقط (. أ . 

Oلتكن (. ب   نظيرةO  بالنسبة لـA  ماهي طبيعة الرباعي ،O OMQ ؟ 

Oتحافظ على طول ثابت و تشمل[ PQ]بين أن القطعة (. ج . 

 

 

 

 

 



 يوسفي عبد الرحمن                                 الجداء السلمي في الفضاء                                 الاستاذ                                           

 sifou804@yahoo.fryousfi          مذكرات يوسفي

 

17 

 

 

 

  

 عدد حقيقي  kنقطة من الفضاء و  Aشعاع و  uليكن  

ولتكن  E  مجموعة النقطM   من الفضاء التي تحقق ......... .I AM u k  

0uإذا كان /  1      فإننا نميز حالتين 

0kإذا كان:  الحالة الأولى  فإن I  0.تكافئ 0AM   ومنه E هي مجموعة نقط الفضاء 

0kإذا كان :الحالة الثانية   فإن E هي المجموعة الخالية 

0uإذا كان /  2   

ليكن  d  المستقيم الذي يشملA  وu ولتكن, شعاع توجيه لهH من  النقطة d    التي تحقق

.AH u k      إذن. .AM u AH u 

.ومنه  . 0AM u AH u  إذن . 0u AM AH     ومنه. 0u HM   

إذن  E  هي المستوي الذي يشملH  وu ناظمي له 

 تطبيق 

 AB  4قطعة مستقيمة طولها  

  عين  المجموعة/ 1 E  للنقطM   من الفضاء التي تحقق. 24AB AM  

  عين  المجموعة/  2 'E  للنقطM   من الفضاء التي تحقق. 24AB AM  

 

 

, عدد حقيقي  kعددان حقيقيان لا ينعدمان معا  و  bو  aنقطتان من الفضاء و  Bو  Aلتكن 

ولتكن  E  مجموعة النقطM   2من الفضاء التي تحقق 2aMA bMB k  

0aإذا كان* 1 b               لدينا 

 

2 2
2 2

22

  

  

aMA bMB aMA bMB

aMA b MA AB
 

       
2 2 2

2 .   aMA bMA bMA AB bAB 

            
2 2

2 .   a b MA bMA AB bAB 

2

2 . bMA AB bAB 

ومنه 
2 2aMA bMB k   تكافئ

2

2 .bMA AB bAB k  

أي أن 
2

2 .bMA AB k bAB  ومنه

2

.
2

k bAB
MA AB

b


    ( 0لأنb ) 

'وهي من الشكل  / . 'k IR MAu k  

0aإذا كان* 2 b   

فإن الجملة     ; , ;A a B b لها مرجح وليكنG 0إذنaGA bGB      ومنه

 مجموعات النقط

 
 

;مجموعة النقط من الفضاء التي تحقق 1 . k IR AM u k 

 

2مجموعة النقط من الفضاء التي تحقق 2 2/  k IR aMA bMB k 
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2 2
2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2 .

aMA bMB aMA bMB

a MG GA b MG GB

a b MG MG aGA bGB aGA bAB

a b MG aGA bAB

  

   

     

   

 

ومنه 
2 2aMA bMB k   تكافئ 

2 2 2

a b MG aGA bAB k    

أي أن  
2 2 2

a b MG k aGA bAB     و هذا يكافئ
 

2 2
2 . .k a GA b AB

MG
a b

 



 

 ومنه نميز ثلاث حالات 

إذا كان  :الحالة الأولى
 

2 2. .
0

k a GA b AB

a b

 



فإن   E    

 إذا كان :الحالة الثانية
 

2 2. .
0

k a GA b AB

a b

 



فإن     E G 

إذا كان  :الحالة الثالثة
 

2 2. .
0

k a GA b AB

a b

 



 فإن المجموعة   E  هي مجموعة نقط 

و نصف قطرها  Gسطح الكرة التي مركزها 
 

2 2. .k a GA b AB

a b

 


 

 تطبيق

)في معلم متعامد و متجانس   ; ; ; )O i j k  من الفضاء ، نعتبر النقطA( 0 ; 1 ;– 4 )  

       B( 2 ; 1 ; 0 )   

  عين  المجموعة/ 1 E  للنقط ; ;M x y z 2من الفضاء التي تحقق 23 1MA MB  

عين المجموعة/  2 'E  للنقط ; ;M x y z 2من الفضاء التي تحقق 22 2 3MA MB   

 211صفحة  36: 2تطبيق
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ـــــــــــــالمستـ  الثالثة رياضيات            :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 هندسة            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 المستقيمات والمستويات في الفضاء      :التعلمية الوحدة

 تمثيل المستقيم في الفضاء      :موضوع الحصة 

 .والعكسالإنتقال من جملة معادلتين ديكارتيتين لمستقيم أو معادلة ديكارتية لمستو إلى تمثيل وسيطي،     :المكتسبات المستهدفة

 التعليمات  (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
 نشاط مقترح

حساب أقصر :  6نشاط

 مسافة بين مستقيمين

نعتبر في الفضاء المنسوب 

إلى المعلم المتعامد و 

 المتجانس 

 النقط 

A(3 ;-2 ;-1)  وB(-1 ;-

-)Dو  C(0 ;1 ;2)و  (0; 1

6 ;2 ;4)> 

يين تقاطع المستقيمين  1

(AB)  و(CD)  .هل(CD) 

(AB)//؟ 

عين أقصر مسافة بين  2

(AB)  و(CD) . 

 إرشادات حول الحل

: يهدف هذا النشاط إلى   

تعيين تمثيلا وسيطيا  -

 .لمستقيم 

 .حل جملة خطية  -

لا   -

يعني حتما ان 

. 

توظيف الجداء السلمي  -

 .في الفضاء 

حساب أقصر  كيفية -

مسافة بين مستقيمين في 

 .الفضاء

يمكن ان نساعد التلميذ 

بطريقة غير مباشرة في 

نطلب مثلا )السؤال الثاني

 قبل هذا 

السؤال إيجاد المستقيم 

 (CD)و  (AB)الذي يعامد 

.) 

نبحث عن  (1

: 

 
       

  و  : نعتبر مستويين 

 يطلب تعينه متقاطعان و تقاطعهما المستقيم  و  بين أن المستويين ( 1 

  للمستقيم  عين الشعاع التوجيه ( 2 

 

  : ناظمي لـ  و  : ناظمي لـ  : ليكن  (1

 غير مرتبطان خطيا  يكفي أن نثبث أن الشعاعان 

    :    يحقق   إذن يوجد عدد حقيقي      : نفرض أن 

 غير مرتبطان خطيا  ينتج أن   ليس حل للمعادلات الثلاثة  لأن : يوجد تناقض  

 متقاطعان  و  أن المستويين :  و باتالي 

  : حيث احداتياتها حل للجملة    من المستقيم  لتكن النقطة 

  و  ،   : نضع 

   :  أين التمثيل الوسيطي للمستقيم 

  و الشعاع  من أجل  تنتمي إلى  لتكن النقطة 

و موجهة بالشعاع    معادلة وسيطية للمستقيم  :الجملة السابقة تكتب على شكل  ومنه

  
 

 

 .لحل جملة معادلات خطية من خلال هذا المثال (   GAUSS) نشرح في هذه المرحلة طريقة غوص 

 حيث (   S) نعتبر الجملة 

 :نحصل على     :          :المرحلة الأولى 

 

  

 ،                       :المرحلة الأولى 

                      :نحصل على 

نسجل أنه  -

يمكن تمثيل 

مستقيم 

بمعادلتين 

 .خطيتين

-  
ّ
نبرر كيف أن

دراسة الوضع 

النسبي  

لمستويين أو 

لمستقيم ومستو 

أو لمستقيمين 

يؤول إلى حل 

جملة معادلات 

 .خطية

نتطرق إلى 

 3تقاطع 

مستويات الذي 

يؤدي إلى حل 

جملة ثلاث 

معادلات خطية 

 .بثلاثة مجاهيل

O;i, j,k

'

/ / '

AB CD

  074:  yxP  012:  zyxQ

 P Q d

v


 d

 0;4;1n


 P 1;2;1' n


 Q

'nوn


'// nn


k'nkn




k

 













10

24

11

k

k

k

'nوn


 P Q

 zyxM ;; d








074

012

yx

zyx

ty 74  tx661274  tttz

 d














66

74

tz

ty

tx

 6;0;7 A d0t 6;1;4u


utAM





 d

uv




1

2

3

.......

....

2 2 2 1 ( )

( ) : 2 2 .......

..

( )

2 4 ..........( )

a b c d e L

S a b c d e L

a b c d e L

    


    
     

2 2 12L L L 3 3 1L L L 1( )S

1

2 2 2 1

( ) :      3 3 3 3 0

                      3

a b c d e

S b c d e

b d

    


   
  

3 3 12L L L 3 3 12L L L 

1( )S
2

2 3 3

( ) 7 8 2

7 8 2

x y z a

S y z a b

y z c a

  


  
   

  النشاط. 1
 

  الحــــــــــــــــــل. 2
 

 216ص   1 النشاط. 1
 

  الحــــــــــــــــــل. 2
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لنعين تمثيلا وسيطيا : أولا  -

: ، نجد (AB)للمستقيم 

و 

 
و تمثيلا وسيطيا      

: ونجد  (CD)يم للمستق

و 

 
لنعين : ثانيا  -

: 

نحل الجملة    

و 

نلاحظ انها لاتقبل أي حل 

 و   

منه        

. 

 ؟ //(AB) (CD)هل -

لا يوجد أي عدد حقيقي  

k   حيث ،

 .(CD)لا يوازي  (AB)إذن 

نبحث عن أقصر مسافة  (2

 : (CD)و  (AB)بين 

 

 (AB)نقطة كيفية من 

و 

 

 . (CD)نقطة كيفية من 

أقصر مسافة  MMتكون 

إذا و  (CD)و  (AB)بين 

 :فقط إذا كان 

أي  

أي  

 .فان الجملة لا تقبل حلول    a+2b-c=0أي     a-2b=2a-cإدا كان

 :عندئذ تصبح لدينا الجملة   a-2b+c=0إدا كان  

 نضع                                         

      .,   , حيث( x , y , z)فنحصل على حلول الجملة و هي الثلاثية   

 
 

 تمرين يوضح مفهوم التمثيل الوسيطي

 . ويوازي الشعاع المستقيم الذي يشمل النقطةليكن

، هو  عدد يتغير على ، حيث من الفضاء التي تحقق  مجموعة النقط

 . المستقيم

تسمى تمثيلا وسيطيا للمستقيم بدلالة هذه الجملة لإحداثيات .  بدلالة أكتب إحداثيات ( أ 

 . 

 . ، مستقلتين عن العدد الحقيقي جد معادلتين ، تربط بين إحداثيات النقطة ( ب 

 . هذه الجملة تسمى جملة معادلتي المستقيم

  تعريف
  مستقيم من الفضاء يشمل النقطة (  D. ) الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس    

 .شعاع ناظمي له  و 

      M( x; y ; z )  نقطة من ( D   ) إذا و فقط إذا وجد عدد حقيقيt  حيث 

 وهذا يعني باستعمال الإحداثيات الديكارتية       

    مع    أو   مع     

 ( . D) نسمي الجملة السابقة تمثيلا وسيطيا للمستقيم         

 . الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  :مثال

 B( 1 ; - 1 ; 0 )و  A( +2 ; 2 ; - 3 )حيث (  AB) ـ أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم    

 ؟(  AB) تنتمي إلى المستقيم  C( 1 ; 3 ; 2 )ـ هل النقطة    

 

 

 
 ,تحقق من المستويين  :مثال

 ثم اكتب تمثيلا وسيطيا له,يتقاطعان في مستقيم 
 ,المستويين  :الحل

  شعاع توجيه  و  شعاع توجيه  يتقاطعان في مستقيم  لدينا 

 متقاطعان   في مستقيم   و الشعاعان غير مرتبطان  خطيا فهما غير متوازيان اي ان 

 تمثيلا وسيطيا له

   بعد الحساب نجد  

x 3 4

y 2

z 1

IR

x 6

y 1

z 2 2

IR

AB CD

x 3

y 2

z 1

x 6

y 1

z 2 2

AB CD

AB kCD

M 3 4 ; 2 ; 1

N 6 ;1 ; 2 2

MN / / AB

MN / / CD

MN AB 0

MN CD 0

3

2 3 2

( ) 7 8 2

0 0

x y z a

S y z a b

z

  


  
 

z k

4 2 6

14

a b k
x

 


a-2b+8k
y=

7

 D 2 ; 1 ; 1A  2 ; 3 ; 1u 

 ; ;M x y zAM kuk

 D

MkMk

 D

Mk

 D

( ; ; )
A A A

A x y z

( ; ; )u a b c

AM t u

A

A

A

x x at

y y bt

z z ct

 


 
  

t 

A

A

A

x x at

y y bt

z z ct

 


 
  

t 

( ; ; ; )O i j k

  : 1 0   p x y z  : 2 2 0   p x y z

  : 1 0   p x y z  : 2 2 0   p x y z

 1;1; 1u p 1;2; 2 u p

 p p

1 0

2 2 0

   


  

x y z

x y z

1

; 1

 


 
 

x t

t y

z t

 التمثيل الوسيطي لمستقيم/1
 

 الفضاءتمثيل مستقيم بمعادلتين  في  /2
 

A M 

u


 

ut


  uAD


; 

وكل منهما معرف .بما ان مستويين في الفضاء يمكن ان يتقاطعا في مستقيم  :نتيجة
 فيمكن تمثيل المستقيم بمعادلتين ديكارتيتين: بمعادلة ديكارتية



 يوسفي عبد الرحمن                                 الجداء السلمي في الفضاء                                 الاستاذ                                           

 sifou804@yahoo.fryousfi          مذكرات يوسفي

 

31 

 

أي 

 

 (AB)أقصر مسافة بين   

في الحالة  MMهي  (CD)و 

 . 3أي  

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 (P  ) و (P'  ) ، ناظميان لهما على الترتيب  و مستويان ( .D  ) و (D'  ) مستقيمان موجهان بالشعاعين

 على الترتيب 

 
 أن يكونا(  'D) و (  D) يمكن للمستقيمين     

من مستويين  س المستويفمن ن

 مختلفين

  متوازيين متقاطعين

 

 

 

 

 

 

 منطبقين مختلفينمتوازيين و 

 

 

 

 

 التقاطع خال التقاطع مستقيم التقاطع خال التقاطع نقطة

   و      يعطى في هذه الحالة المستقيمان 

     تقاطع المستقيمان حل للجملة   

 مثال

  ،  ، ، ليكن 

 و  عين تقاطع مستقيمين 

  الحل

 تقاطع المستقيمين  و منه نجد  و   لنا     

 من أجل 

 :1تمرين محلول 

 . الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس    

 B( 1 ; - 1 ; 0 )و  A( +2 ; 2 ; - 3 )حيث (  AB) ـ أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم    

 ؟(  AB) تنتمي إلى المستقيم  C( 1 ; 3 ; 2 )ـ هل النقطة    

 هو(  AB) شعاع توجيه لـ : الحل

 هذه الجملة هي التمثيل الوسيطي  مع  و بالتالي  

 ( AB) لا تنتمي الى  Cومنه   أي   يحقق   tإذا وفقط وجد (  AB) إلى  Cتنتمي

2 3 2
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 الفضاءتقـاطع المستقيمات والمستويات في  /3
 

  مستقيمينتقاطع  1

( )D
( ')D ( )D
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الإنتقال من جملة  -

معادلتين ديكارتيتين 

لمستقيم أو معادلة 

لمستو إلى تمثيل ديكارتية 

 .وسيطي، والعكس

تحديد الوضع النسبي  -

 لمستويين،

لمستقيم ومستو، 

 .لمستقيمين

 تعيين تقاطع مستويين، -

مستقيم ومستو، 

 .مستقيمين

 

 

 

 

 

 

 

 

 :2محلول  تمرين

    ممثلة وسيطيا على الترتيب نعتبر المستقيمات 

    ،  ،   

 و  ثم  و  أدرس تقاطع  -

 على الترتيب  أشعة توجيه لـ     ،  ،    : الحل 

  غير متوازيين ، فهما إما متقاطعان أو لا  و  غير مرتبطين خطيا و بالتالي  و  نلاحظ أن

 نجد   و عليه نحل الجملة  . ينتميان لنفس المستوي 

 ( 7 ; 2- ; 3) هي   t' = -2من أجل  و النقطة من(  7; 2- ; 3) هي  t = 1من أجل  النقطة من 

 ( . 7 ; 2- ; 3) يتقاطعان في  و  و بالتالي فالمستقيمان 

   غير مرتبطين خطيا نستخلص نفس الملاحظة و 

و (  1- ; 0 ; 7-) هي  t = -1من أجل  النقطة من  نجد     لحل الجملة 

 نفس المستوي  ليسا من و  إذن المستقيمان (   0 ; 0 ; 7-) هي   t'' = 0من أجل  النقطة من

 227ص  18 تمرين

] و [       CD] ، [  BC] بالنسبة لمنتصفات القطع  Aنظائر  'Cو  'D'  ،Bو لتكن  ABCDليكن رباعي الوجوه 

DB  ]على الترتيب 

)تحقق أن ( 1 ; ; ; )A AB AC AD معلم للفضاء 

 (  'DD) و (  'CC) ،     (  'BB) عين تمثيلا وسيطيا لكل من المستقيمات ( 2

 هذه المستقيمات تتقاطع في نقطة واحدة ( 3
ّ
 يطلب تحديد احداثياتها Jبين أن

 227ص  12.20.21.22 تمرين

 مستقيمان منطبقان(  'D) و (   D )بين أن 
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 (D  ) يوازي (P )  (D  ) يقطع (P ) 
 (D  ) يوازي (P  " ) تقاطع خال"  (D  ) محتوا في (P )  
 
 
 

 

 الممثل  و المستقيم  الوسيطي  : يعطى في هذه الحالة المستوي 

  موجه لـ  و  ناظمي لـ  : ليكن    :   بـ 

  يتقاطعان في   و  غير متعامدان و  و  : نفرض أن الشعاعان 

 : حيث  نرجع إلى حل المعادلة لمجهول  بحث عن إحداتيات 

                                                              

 : غير متعامدان حسب الفرضية لنا  و  : بما أن  

        : المعادلة لها حل وحيد  

 مثال 

  عين تقاطع   و  ليكن                 

 228ص  27 تمرين

 W( 1 ; 1 ; 1 )  ،A( 3 ; 3 ; 0 )نعتبر النقطتين 

 . Aويشمل  Wسطح الكرة الذي مركزه (  S) أكتب  معادلة لـ ( 1

 Aفي (  S) المستوي المماس لِـ (  P) أكتب معادلة لِـ ( 2

  B( -1 ; 2 ; -1 )  ،C( 0 ; 0 ; -3 )لتكن النقط ( 3

  D( 1 ; 2 ; - 3 )و     

a ) تحقق أن النقطB  ،C  وD  ليست على استقامة واحدة 

b ) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (BCD ) 

 متعامدان(  P) و (  BCD) بين أن ( 4

 ( BCD) و (  P) أكتب تمثيلا وسيطيا لتقاطع ( 5

 222ص  41 تمرين

 الذي معادلته(  P) نعتبر المستوي 

                          2 x + y – 2 z + 5 = 0  

 (  P) ناظميا لـ  nعين شعاعا ( 1

 الشعاع ( 2
ّ
 ( P) شعاع توجيه لـ  u(1;0;1)بين أن

)عين أساسا متجانسا ( 3 ; ; )u v w  و   حيثv u  مرتبطان خطيا معn وu على الترتيب 

 

 

 

  0:  dczbyaxP uAD


;
















t

ztz

yty

xtx

A

A

A







 cban ;;


 P  ;;v


 uAD


;

 cban ;;


  ;;v


 P uAD


;B

Bt

     

  0

0





dczybxatcba

dztcytbxta

AAA

AAA





 cban ;;


  ;;v


0  cba

 cba

dczybxa
t AAA






 














2

3

1

:

z

ty

tx

D  02:  zxP   PوD

  مستقيم ومستوتقاطع  2

( )D

( )P

( )D

( )P

( )D

( )P



 يوسفي عبد الرحمن                                 الجداء السلمي في الفضاء                                 الاستاذ                                           

 sifou804@yahoo.fryousfi          مذكرات يوسفي

 

35 

 

 

 

 الوضعيات الممكنة

 متوازيان متقاطعان  

 

 

 

 تقاطع خالي منطبقان

 

 

 

 

 التقاطع خال التقاطع مستو التقاطع مستقيم

 
 

 222ص  48 تمرين

 x + y + z = 0اللذين معادلتاهما (  'p) و (  P) تقاطع المستويين    dعين تمثيلا وسيطيا للمستقيم ( 1

 x –y + z – 4 = 0و  

 الذي يشمل(  ''P) عين معادلة ديكارتية للمستوي ( 2

 A( 1 ; 1 ; 2 )  و العمودي علىd . 

 222ص  51 تمرين

نعتبر الجملة التالية       

1

2 2 0

4 4 3 0

x y

x y z

x y z

  


  
    

 

 باعتبار أن المعادلتين الأوليتين هما معادلتا مستويين ( 1

  (P  ) و (P'  ) يتقاطعان في مستقيم (D  ) يشمل النقطة 

 A( 1 ;  -2 ; 0 )  و موجه بـ( 2;2;1)u  

الذي معادلته الثالثة في الجملة يتقاطعان واستنتج أن الجملة تقبل حلا (  ''P) و المستوي (  D) تحقق أن ( 2

 وحيدا يطلب تعيينه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 مستقيم في الفضاء معرّف بجملة معادلتين ديكارتيتين لمستويين متقاطعين   :  :خاصية

  تقاطع مستويين 3
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 . أشعة ناظمية لها  ،  ،  ثلاث مستويات  ،  ،  

 متوازيان ،        

 متقاطعان ،   متوازيان ،  

 

 

 

 

 

 

  

 (    D) يتقاطعان و تقاطعهما المستقيم  ،  

 (D  ) لا يقطع  (D  ) يوازي 

  (D  ) بتقاطع خال يوازي  (D  ) محتو في 

 

 

 

 

 

 

   

 222ص  42 تمرين  

 ( ''P) و P   ، (P'  ) )) بين أن المستويات الثلاثة 

 تشترك في نقطة وحيدة يطلب تعيينها

 (P  : )2 x + 3 y – z = - 2 

 (P'  : )5 y – 4 z = 1 

 (P''  : )z = 1 

 :معادلاتها الديكارتية على الترتيب  ثلاث مستويات ،  ،       :تطبيــــق

    ،    ، 

 ،  ( a )  ،      b :أدرس الوضعية النسبية لـ 

 :الحــــــل 1 2; 1; 2 n. 2 1;4;1n. 3 4; 2; 4 n 

 على الترتيب ،  ،  أشعة ناظمية لـ 

a ) ليسا متوازيين فهما يتقاطعان على المستقيم  و  غير مرتبطين خطيا ، إذن  و (D  )

. 

بعد   وسيط    z  (zبدلالة  yو  xللحصول على تمثيله الوسيطي نكتب مثلا 

 الحساب نجد  

b )  و لتكن  نختار نقطة من . متوازيان  ،  مرتبطان خطيا ، إذن  و أي 
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    A( 0 ; - 1 ; 0 )   (0    0 + 2 - 0 - 5 = - 3  ) ،A خال ،  و بالتالي تقاطع  ليست نقطة من 

  228ص 30ت   (2) تطبيــــق

                  E( 6 ; 2 ; 3 )و       A( 2 ; 1 ; 1 )  ،B( 3 ; 0 ; 1)   ،C( 0 ; 1 ; 5 )  ،D( -1 ; 0 ; 1 )نعتبر النقط 

 .يطلب إعطاء معادلة ديكارتية له (  ABC) تعرّف مستويا  Cو  A   ،Bتحقق أن النقط ( 1

 ( DE) عين التمثيل الوسيطي للمستقيم ( 2

 ( ABC) مع (  DE) تقاطع  Iعين احداثيات النقطة ( 3

ااااااااااواD( -1 ; 0 ; 1 )،ااC( 0 ; 1 ; 5 )،اا B( 3 ; 0 ; 1)،ااA( 2 ; 1 ; 1 )نعتبر النرط  ا
E( 6 ; 2 ; 3 )                    ا

 ( ABC) المعادلــة الديكارتيـــة للمستـــــوي  ـ1 الحــــــل

 و منـــه الشعــــاعان غيـــر مرتبطين خطــــيا فهما يشكلان مستـــــــو و  لدينـــا  

            :أي   و منه   (ABC)شعـــاع ناظمي للمستوي   ليكن 

    ومنه        نضـــع

  :هي أي معادلــة المستــــوي 

  :هـــــي(  ABC) معادلـــة المستـــوي  و منه        :نجدAنعوض باحداثيات 

 :( DE) التمثيل الوسيطي للمستقيم ـ 2

 :هـــو ( DE) التمثيل الوسيطي للمستقيم  و بالتالـــي  :لدينـــا

    )                                                                                            (   

 :( ABC) مع (  DE) تقاطع  Iاحداثيات النقطة ــ تعيين 3

 :       نجـــد(  ABC) في معادلــــة بتعويض

  :و منــــه     :أي   

ـــم230تمريــــن صفحـــــة  :تما ريــن منزليـــة  54رقــ

ـــم231تمريــــن صفحـــــة                              57رقــ

 : 4 تمرين محلول 

 ثلاث مستويات التي معادلات ديكارتية لها على الترتيب ،  ،       

    ،    ، 

 أدرس الوضعية النسبية لـ 

a )  ،      b )  ، 

  : الحل   

 على الترتيب ،  ،  أشعة ناظمية لـ   ،    ،    

a ) ليسا متوازيين فهما يتقاطعان على المستقيم  و  غير مرتبطين خطيا ، إذن  و (D  )

. 

 (وسيط  z)  zبدلالة  yو  xللحصول على تمثيله الوسيطي نكتب مثلا 

 بعد الحساب نجد      

b )  و لتكن  نختار نقطة من . متوازيان  ،  مرتبطان خطيا ، إذن  و أي 
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    A( 0 ; - 1 ; 0 )   (0    0 + 2 - 0 - 5 = - 3  ) ،A خال ،  و بالتالي تقاطع  ليست نقطة من 

  

 : 5 تمرين محلول   

 بالمعادلات ديكارتية على الترتيب ،  ،  نعتبر المستويات      

    ،    ، 

  و  ،  أدرس تقاطع 

 على الترتيب   ،  ،  أشعة ناظمية لـ   ،    ،   : الحل

 ليست مرتبطة خطيا مثنى مثنى و بالتالي فالمستويات متقاطعة مثنى مثنى وفق مستقيم 

  مستقيم تقاطعهما (  D) ، ليكن  ،  تقاطع 

 و هو (  D) لنحصل على تمثيلا وسيطيا لـ  z = tنضع 

 1; 2; 2 u شعاع توجيه لـ (D (  )  ) إذن( D )  يوازي  .A( 0 ; -3 ; -7 )  نقطة من (D ) 

   و بالتالي 

 :تطبيق

السابق نعتير النقط  في الفضاء 2.1.1A ، 3,0,1B ، 1,3,3C  ، والمستويين 

  : 2 2 1 0   p x y z  و  : 3 2 2 0   Q x y z 

اعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم  (.1 AB, هل يمكن ان نعين مستويا ABC  من; ;A B C؟ 

بين ان المستويين  (.2 p و Q  متقاطعان في مستقيم    يطلب تمثيله الوسيطي 

بين ان النقطة  (.3 1,3,3C  تنتمي الى المستقيم   وان 2,0, 1u شعاع توجيه له 

تمثيلا وسيطيا اخر لـــ  استنتج (.4  

المسقط العمودي ل  Aاوجد  (.5 2.1.1A  على  

بين و Aالمسافة احسب (.6  

230ص  54تمرين 

:  zمجموعة الأعداد المركبة ، المعادلة ذات المجهول  نعرف في 
3 2( ) : 12 48 128 0E z z z    

 حل للمعادلة ، استنتج الحلين الآخرين 8تحقق أن ( 1

2 ) ; ;o u v  معلم متعامد و متجانس في المستوي الموجه 

 ذات اللواحق Cو  A  ،Bنعتبر النقط ( .  1cmالوحدة ) 

2 2 3a i     ،2 2 3b i    8وc   على الترتيب. 

a ) أحسب طويلة و عمدة لـa  م النقط
ّ
 Cو  A  ،Bو عل

b ) أحسب العدد المركب
a c

q
b c





 ABCاستنتج طبيعة المثلث . و عين طويلته وعمدة له  

c ) عينD  مرجح الجملة      ; ; ; ; ;A a B b C c 

م     
ّ
 . Dعل

d  ) عين (T  ) مجموعة النقطM  حيث 

3( )P1( )P3( )P

1( )P2( )P3( )P

4 10 0x y z   2 3 0x y  2 2 1 0x y z   

1( )P2( )P3( )P

1

4

1

1

n

 
 
 
 
 

2

2

1

0

n

 
 
 
 
 

3

2

1

2

n

 
 
 
 
 

1( )P2( )P3( )P

1( )P2( )P
4 10 0

2 3 0

x y z

x y

   


  

; 3 2

7 2

x t

t y t

z t




   
   

3. 0u n 
3( )P

 3( )A P
1 2 3( ) ( ) ( )P P P  
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 ( .  T)أنش ئ  
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الفضاء منسوب الى معلم  ; ; ;O i j k 

 A( 3 ; -2 ; 2 )  ،B( 6 ; 1 ; 5 )نعتبر النقط  

C( 6 ; -2 ; - 1 ) 

I )1 ) بين أن المثلثABC قائم 

 x + y + z – 3 = 0المستوي الذي معادلته (  P) ليكن ( 2

 . Aو يمر من النقطة (  AB) عمودي على المستقيم (  P) بين أن 

 ( 'P) أكتب معادلة ديكارتية لـ .  Aو الذي يشمل (    AC) المستوي العمودي على المستقيم (  'P) ليكن ( 3

 ( . 'P) و (   P) مستقيم تقاطع (  d) عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم ( 4

II )1  ) لتكنD  بين أن المستقيم (  1-و  4و  0) النقطة ذات الاحداثيات ، (AD  ) عمودي على المستقيم (ABC ) 

 ABDCأحسب حجم رباعي الوجوه ( 2

Bبين أن قيس الزاوية ( 3 DA  هو
4


 راديان 

 BDCأحسب مساحة المثلث ( أ( 4

 ( BDC) عن المستوي  Aاستنتج بعد النقطة ( ب   

 


