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	���� ه� ) 3

2
f e e

e e
=.       

��������ln  : א��
( )

x
f x

x
� ن =@� ،: ( )

( ) 11ln
32

2

e e
f e e

e e e e e e

+
= = =.  

lnا��وال ا=M:@� �:�ا�� .19 x
x

x
21.�ـ  :ا���� ا
	���� ه� هO ؟ ֏

(ln )
2

x x C+֏.  

��������ln : א�� x
x

x
֏.   

XY�lnu x= ن �@� ،:1
'u

x
ln:، و(��)' =

'
x

u u
x

lnإذن ا��وال ا=M:@� �:�ا��  .= x
x

x
֏ Oه :  

'x u u C+֏   ،   21
2

x u C+֏ 21:    ،     أي أن
(ln )

2
x x C+֏.  

ا��وال ا=M:@� �:�ا��  .20
2

2 1

x

x

e
x

e +
2ln.�ـ : ا���� ا
	���� ه�  هO ؟֏ ( 1)x

x e C+ +֏.  

��������  : א��
2

2 1

x

x

e
x

e +
֏.   

XY�: 2 1x
u e= � ن +@� ،:2' 2 x

u e= 2:، أي أن 1
'

2
x

e u= '(��)و ،:  

2
2 2 2

2

1 ' 1 1 1
ln ' ln 1 ln( 1) ln 1

2 2 2 21

x
x x x

x

e u
u e e e

ue
= = = + = + = +

+
   

2ln ا=M:@� هO ا��وال: إذن  ( 1)x
x e C+ +֏.  

21.  f  ل�Sا�� .:) ��B1ا��ا�� ا���
;

2
 + ∞
  

):Jـ  ) ln(2 1)f x x= ).أ : ا���� ا
	���� ه�، − )1
;ln 2

2
u
��

.  

���)����� : א�� ) ln(2 1)f x x= � ن ،−@� :( ) ( )1 1
( ) ln 2 ln 2 ln

2 2
f x x x = − = + −

  
.  

 XY�:( ) lng x x= ن �@� ،: ( ) ( )1 1
ln

2 2
g x x− = ):، و(��)' − )1

( ) ln 2
2

f x g x= − +.  

):إذن  )
f

Cرة M ( )
g

C %)��Z ب ا�'ي��,�\�J : ( )1
;ln 2

2
u
��

.  

22. O�@E] د�) �XY� n: ln5 �< أ?� آ 2ln5 3ln5 ln5..... n

n
S e e e e= + + + +.  

).أ : ا���� ا
	���� ه�ا���S ع �,�وي ؟  )5
1 5

4
n

nS = −.  

���ln5          �����     : א�� 2ln5 3ln5 ln5 ln5 2ln5 3ln5 ln51..... .....1n n

n
S e e e e e e e e= + + + + = + + + + +−  

 

ln5 ln5 ln5 ln5 2 3

1 1
1 1

2 3

(1 ..... ) (1 5 5 5 ..... 5 ) 1

1 5 1 5 1 1 1 5
1 1 5 4 5 5 5 5 .5 (5 1)

1 5 4 4 4 4

1

1
4

n

n n
n n n n

n

e e e e
+ +

+ +

= + + + + + = + + + + + −

− −      = = − = − − + = − − = − − = −     

−

−
−

−
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   :02 א���א������	�����

���) :א� � )L z _@G FآB� 1 :(�د
( )

2

z i
L z

z i

+ −
=

+
.  

1.�J�<1) آ )L i− O`=ا ab Oc:cا�� ��  :(:. ا�2

( )L z إذا آ�ن dR. إذا و����ن �%  �� :  

2 0z i+ ≠ #���! :2z i≠ ):إذن     .− ; ) (0; 2)x y ≠ −.  

 �����: ( )
3

2 2
2(1 ) 1 3 3

(1 ) 2. (1 ) 2 2( ) 2 cos sin 2
1 2 2 2

ii
L i i i i i e

i

π
π π−

− = = − = − = − = + =
+

.  

E! 6@�ن أن .2 2

1 3 3 3

K

i
=

+ +
 _@G:( )3 3K L i= +.  

 �����:  

( )
( )

3 3 1 3 3 1
3 3

3 3 2 3 3

i i
K L i

i i i

+ + − +
= + = =

+ + +
� ن @� ،: 

( )
3 3 16 6 2

3 3 1 3 3 1 33 3

K

ii

+
= × =

+ + ++
  

•�J�<آ  
2

3 1+
 Oc:cا�� ��  : (:. ا�2

( ) 32 1 1
2. 3

4 2 23 1
i i= − = −

+
) :إذن   . ) ( )6

cos sin
6 63 3 1

K
i

π π− −
= +

+
.  

 G,�ب .3

2015

6

1 3 3

K 
  + 

:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2015

6 2015 2015
cos 2015 sin 2015 cos sin

6 6 6 61 3 3

5 5 5 5
cos 335 sin 335 cos 335 sin 335

6 6 6 6

cos sin cos sin cos sin
6 6 6 6 6 6

K
i i

i i

i i i

π π π π

π ππ π π π

π π π π π ππ π π π

 
= − + − = −  + 

= + − + = + − +

= + − − + − = − − − = +

  

 :إذن 

2015

36 1
2 21 3 3

K
i

 
= +  + 

.  

4. >@@�!  dRا�� �) �S�M �8<RG\ zة��) _@�J ( )L z  وي�,!
3

π:  

 �����:
( 1 )1

( )
2 ( 2 )

z iz i
L z

z i z i

− − ++ −
= =

+ − −
.  

M 1 ر!O ا���د�< ا��BآB>@E و BP�Aض  i− � ن −2i و+@� ،:  

( 1 )
arg ( ) arg ( ; ) ( ; )

( 2 )

z i
L z BM AM MB MA

z i

− − +
= = =

− −

����� ����� ����� �����
  :، و(��)' 

[ ]arg ( ) 2
3

L z
π π= #���! :[ ]( ; ) 2

3
MB MA

π π=
����� �����

.  

  .B �< ا��ا)Bة ��c<`�Jء ا�� �iR	����AB هh O سM��S (� ا��dR : إذن 

5.dRا�� �) �S� >@@�! ( )M z _@G :arg( 1 ) (2 )
3

z i
π π+ − =  
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arg( 1 )
3

z i
π

+ − = #���! :( )arg ( 1 )
3

z i
π

− − + =  

             ⇔( ; )
3

u AM
π

=
�� �����

.      

] ه UC� O�Ma@R<,��S (� ا��dR : إذن  )AP _@G ، :A�8<RG\ 1 i− P �8<RG\ :31، و +
i

i e
π

− + +.  

6. dRا�� �) �S� >@@�! M _@G :1 2z i z i+ − = +  

1 2z i z i+ − = + #���! :( 1 ) ( 2 )z i z i− − + = − −  

              ⇔AM BM= %��و ، : dRا�� �) �S�Mه O a@R<,ا�� )∆ (�iRر ا�� ��[ ]AB.  

7. dRا�� �) �S� >@@�! M ن �� .<G ( )L z �@R@RG:  
( )L z ∈ℝ #���! :Im ( ) 0L z =  

         ⇔1
( ) ( ) 0

2
L z L z

x
 − =   

         ⇔( ) ( ) 0L z L z− =  

         ⇔( ) ( )L z L z=  

         ⇔1 1
2 2

zz i i

z i z i

+ − + +
=

+ −
  

         ⇔( 2 )( 1 ) ( 2 )( 1 )z i z i z i z i− + − = + + +.  

         ⇔(6 2 4) 0x y i+ − 3:، و��% = 2 0x y+ − =.  
 dRا�� �) �S� إذنM a@R<,د�>% ) ∆( ه  ا�����3:ا�'ي  2 0x y+ − =�iRء ا����c<`�J ،(0; 2)B −.  

   :03 א���א������	�����

���) :א� � )
n

u .:) ��Bا��>>��@� ا��� ℕ ـJ : 0 2u 12 و= 2 3
n n

u u n+− = +.  

� آ� ?أ�% �< أ �J`>���ل ا�BEه�ن B<��Jا?�Ebm Xت .1n >� ℕ:  2 2 1n

n
u n

−= − + .  

)�BPض )P n�@YR2 " ا� 2 1n

n
u n

−= − � ن  "+@� ، :  

: 0 n=0

0 2 2(0) 1 2u = − + ��P(0):إذن  .      =@�M .  

)�BPض )P n أي أن ،��@�M:2 2 1n

n
u n

−= − +�E!Bا�� ��>�8 �< أ?M .:) >هBE� ab ،( 1)n   :، أي أن +
( 1)

1 2 2( 1) 1n

n
u n

− +

+ = − + +.  

 �����:12 2 3
n n

u u n+− = � ن +@� ،:  

12 2 3 2 2 1 2 3 2 4 2n n

n n
u u n n n n

− −

+ = − − = − + − − = −   :، و(��)' −

1

1

1
.2 2 1

2

2 .2 2 11 1

n

n

n

u n

n

−

+

− −

= − −

= − +− −

  

       12 2 2 1n n− −= − − ):إذن    + 1)

1 2 2( 1) 1n

n
u n

− +

+ = − + +.  

O��<��Jو( )P n�E!Bا�� ��� �< أ?@�M( 1)n   .'�H آ+

    :א$#"!

 O�@E] د�) �2 �� ن nإذن �< أ?� آ 2 1n

n
u n

−= − +.  

� ن �< أ?:% ا��>>��@�λ إ�Ebت أ�% � ?� (�د [O�@E .أ.2! _@G ( )
n

v 4نJ ��:) ،�@`1:ه��
n n

v u nλ= + −.  

 �����:  
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[ ]

( )
( )

1 1

1 3 1 3
( 1) 1 ( 1) 1 1 ( 1) 1

2 2 2 2

1 1 3 1 1 3
( 1) 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
1 ( 2)

2 2

n n n n

n n

n

v u n u n n v n n n

v n n n v n

v n

λ λ λ λ

λ λλ λ λ

λ λ

+ += + + − = − − + + − = − + − − + + −

= − + − − + + − = + − + − + − + −

= + − + −

  

)(:و(��)'  )
n

v  �@`ه�� �@��<<�( #���! :( )1
1 0

2
λ − ) و= )2 0λ − =.  

            ⇔( )2 0λ − ) و= )2 0λ − 2λ:، و��% = =.  

)�>>��@�ا� : א$#"! )
n

v�8`�`1 ه��`@� أ
2

q 0 و �Gه� ا=ول= 0 2(0) 1 2 1 1v u= + − = − =.  

 G,�ب ا���S ع.ب.2
n

S:   
1

0 1 2 0

1..... .
11
2

n

n n

q
S v v v v v

+−
= + + + + =

−
):إذن    . )

1
1

2 1
2

n

n
S

+ 
= − 

 
.  

   :א�'�&��ج

• ����� :1
0 1

2
< � ن >@� ،:( )

1
1

lim 0
2

n

x

+

→+ ∞
lim:   إذن .= 2

nx
S

→+ ∞
=.  

2:����� ا���ho ا���2(@� . 3 3 0DA DB t DC+ + =
���� ���� ����� ���

..................)....1(  

 OR@R�� ن ا��t �iR!�@@< ا���د ا�! .<G D �:�Sا� p?B� :{ }2 1 0( ; ) , ( ; ) , ( ; )C S B S A S.  

 �����:( ) ( ) ( )2 1 0

7 7 3 3 1
2 ; 2 ; 2 1 1

8 4 4 2 2
S S S= = = = = − =.  

0:���>F ا���ho ا���2(@�  1 2 0S DA S DB S DC+ + =
���� ���� ����� ���

)..................2(  

� ن @�:  

)1 ( #���!:3 7
0

2 4
DA DB DC+ + =
���� ���� ����� ���

.  

      ⇔7
2 3 0

2
DA DB DC+ + =
���� ���� ����� ���

>�� ،2 3 0DA DB t DC+ + =
���� ���� ����� ���

.  �S� �RJ�i���J  :7
2

λ =.   

   :04 א���א������	�����

I. ���[ ا��ا�� ا���g.:) ��B  :א� � [0;D = + ): Jـ ∞ ) 1 2 lng x x x= − +.  

  : !�@@< ا�����8ت .1

• 
0

lim ( )
x

g x
→
>

= − :، =ن ∞
0

lim ( 1) 1
x

x
→
>

− = و−
0

lim (2ln )
x

x
→
>

= − ∞.  

• lim ( )
x

g x
→+ ∞

= + lim:، =ن ∞ ( 1)
x

x
→+ ∞

− = + limو∞ (2ln )
x

x
→+ ∞

= + ∞.  

� ?�ول !B@qا!g�8(1) وG,�بg درا`� ا!B@q! r�S ا��ا�� .2@�2! ab .  

� ا\�R<Zق (:. gا��ا�� ER! D ن �@� ،:2 2
'( ) 1

x
g x

x x

+
= + =.  

)' إ�Zرة• )g xرة�Zإ >�( 2)x + dR� :  
0

'(

1

)

x

g x

+ ∞

+ +
     

  :إذن 

] [: 0;x ∈ +     :    ?�ول ا�>B@qات •  . �>tا��ة !����gا��ا�� ∞

) ا`>�>�ج إ�Zرة.3 )g x:  

0

'( )

( )

1

0

x

g x

g x

+ ∞

+

+ ∞
− ∞
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0 1

0'( )

( ) 2

x

xf

f x

+ ∞

− +

+ ∞+ ∞ −

[ [ ] ]( ) 0 : 1; ; ( ) 0 : 0;1g x x g x x≥ ∈ + ∞ ≤ ∈.  

II.  ا��ا�� ����� fل�Sا�� .:) ��Bا���  ] [0;+ ):Jـ  ∞ )
2

( ) 2 ln lnf x x x x= − + −.  

II. 1. ت أن�Ebإ :
( )

'( )
g x

f x
x

=  

� ا\�R<Zق (:.fا��ا��  ER! ] [0;+ � ن ∞@� ، :  

( )1 1 2ln 1
'( ) 1 2ln 1

2ln 1 1
( 2 ln 1)

x

x
f x x

x x x x

x
x x

x xx x

= + − = + −

= + − = + −

  

                          1
( 1 2ln )x x

x
= − :إذن     +

( )
'( )

g x
f x

x
=.  

II. 2.B@q! �`ا��ا��  ات  درا f �8!اB@q! ول�? �@�  : و!2

•
0

lim ( )
x

f x
→
>

= + :، =ن ∞
0

lim ( ln )
x

x
→
>

− = + 2 و∞ 2

0

lim (ln ) ( )
x

x
→
>

= −∞ = + ∞.  

 ���x .0ول إ�! ∞ +: ( )f x �2�  .�>;:9 ����8). ت. ع. ح : + ∞ – ∞(  !34' ا�

 �����:( ) 2 (ln 1) lnf x x x x= − + � ن −@� ،:  

  lim ( )
x

f x
→+ ∞

= + lim:، =ن ∞ (ln 1)
x

x
→+ ∞

− = + ∞.  

  :        ?�ول ا�>B@qات •
  

  
II. 3..��) إ�Ebت أن ا��� )

f
Cه���<:M�� >@<iR� O� �Mا Pر ا� �� ���G XiR�0x1 وx  _@G:  

 0

1
1x

e
< 1 و>

9
2

4
x< <.  

1(:. ا���Sل
;1

e
 
  

� wR�� �f O:، ا��ا��  ! :  

  . �,>�Bةf ا��ا��  •

• ( )1 1 1
2 2f

e e e
= − + (1) و= 1f = ):ي أن ، أ− ) ( )1 9

. 0
3

f f
e

<.  

    . �>����! �Ch��f ا��ا��  •

)إذن  F,G�BEه�� ا�a@R ا��> `�i ا����د�� ) 0f x � oG وG@�ا=ER! 0x _@G :0( ) 0f x 0 و=

1
1x

e
< <.  

�، (:. ا���Sلc���J9و
2;

2
 
  

� wR�� �f O:ا��ا��  ! :  

  . �,>�Bةf ا��ا��  •

• ( )9
0,09 ; (2) 0, 25

2
f f −≃ ):، أي أن ⋍ )9

(2). 0
2

f f <.  

  . �>tا��ة !����f ا��ا��  •

)إذن  F,G�BEه�� ا�a@R ا��> `�i ا����د�� ) 0f x � oG وG@�ا=ER! 1x _@G :1( ) 0f x 1 و=

9
2

2
x< <.  

!(�} :א�&� } { }1 0( ) ( ' ) ( ;0) ; ( ) ( ' ) ( ;0)f fC x x B x C x x A x= =∩ ∩.  

II. 4..��) درا`� و�x@� ا��� )
f

C a@R<,�:� �E,���J )∆( %<د����ا�'ي  ،:y x=.  
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�@�������x ا� 

 �����:  
                                      2( ) 2 (ln ) lnf x x x x− = − + −  

2 2(ln ) ln 2 2

( 1)( 2)

: ���������� ن@� (ln 1)(ln 2)

lnx x X X

X

X

x

x

X

x

= − − = − −

= + −

= + −

=

  

( ) 0f x x− = #���! :(ln 2)x ln) أو= 1)x = −  

      ⇔2(ln ln )x e=1 أو(ln ln )x e−=  

      ⇔2( )x e=أو ( )1
x

e
=  

� ?�ول ا�Zmرة �2��      :
21

0

( ) 0 0

x ee

f x x

+ ∞

− + − +
  

  :إذن 

{ }21
: ;x e

e
∈( )

f
C و)∆(>@<iRا�� O� ن��]�R<� 2 2( ; )E e eو ( )1 1

;F
e e

.  

21
: ;x e

e
 ∈
  

( )
f

C  ��!)∆.(  

21
: 0; ;x e

e
   ∈ + ∞   

∪( )
f

C ق � )∆.(  

II. 5..��) ا�BEه�ن (:. أن ا��� )
f

C�8@@bا�Gإ >@@�! F:i� ف�iا�� �iR� �ER� :  

 �����:
( )

'( )
g x

f x
x

� ن =@� ،:  

( ) ( )2 2 2

2 2

'( ) . ( ) 1 1 2
'( ) '( ) ( ) 1 2 ln

1 1
( 2 1 2ln ) (3 2ln )

g x x g x x
f x x g x g x x x x

xx x x

x x x x
x x

− + = = − = − + −
  

= + − + − = −

  

  :و(��)' 
'( ) 0f x ≥ #���! :3 2ln 0x− 2:، =ن ≤ 0x >.  

          ⇔2ln 3x− ≥ −  

          ⇔3
ln

2
x ≤  

          ⇔
3
2ln lnx e≤ %��0:، و x e e< ≤.  

"( ) 0f x ≤ #���! :x e e≥.  إذن( )
f

Cف�iا�� �iR� �ER� : ( )5
;

4
e e e eω −.  

II. 6. >� �iR� >@@�!( )
f

C ن (��ه� ا����س ��  )T ( a@R<,ازي ا�� �)∆: (  

'( ) 1f x = #���! :
( )

1
g x

x
=  

          ⇔( )g x x=  

          ⇔1 2lnx x x− + =  
          ⇔2ln 1x =  

          ⇔1
ln

2
x =  

          ⇔
1
2ln lnx e=��و ، %:x e=.  

) إ�GاD�8!�@bإذن ��iR ا�>��س  )9
;

4
e e )، و!� ن ���د��− )T Oه:    
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

A B

D

( )Γ

( )∆

( ) ( ) ( )9 9 9
' 1

4 4 4
y f e x e e x e e x= − + − = − + − = −.  

II. 7.a`ر ( )
f

C ،)∆ (و( )T:  

II. 8. �2 و? دh���  ل ا����د�� :G2(ln ) ln 2 0x x λ− + − =).....1(  

)1 ( #���!:2(ln ) ln 2x x λ− − = −  

       ⇔22 (ln ) lnx x x x λ− + − = −  

       ⇔( )f x x λ= −  

       ⇔
: ) ���د�>������% )

: ) ���د�>������% )

f
C

λ




∆ 

22 (ln ) lny x x x

y x λ

= − + −

= −
    

� ا��dR ا��B<2آ� J@<إذن ا����د�� ا��BPو�x هO ���د�� � Mا( )
f

Cو( )λ∆.  

{ }( ) ( ' ) ' (0; )y y Aλ λ∆ = −∩  

( ){ }9
( ) ( ' ) ' 0;

4
T y y B= −∩ �S� O��@Eا� �@c�<د (:. ا���<)\�Jو(��)'، و ، :  

• 9
4

λ− < − #���! :9
4

λ G.    • 9: ل، \ ! ?� <
4

λ− = − #���! :9
4

λ =�Gوا �G �? � ،.  

• 9
0

4
λ≥ − > −oG �? � ،.      • 0λن−   .، � ?� oGن<

III. 1.J ن أن ا��ا���@E<2(ln ) 2 ln 2x x x x x x− ln)2  هO دا�� أM:@� �:�ا��֏+ )x x֏:   

 XY�:2( ) (ln ) 2 ln 2H x x x x x x= − � ن +@� ،:  

( )2

2

2

1
'( ) (ln ) 2 ln . 2(ln 1) 2

(ln ) 2ln 2ln 2 2

(ln )

H x x x x x
x

x x x

x

= − − + +

= + − − +

=

    

ln)2 هO ا��ا�� ا=M:@� �:�ا��Hإذن ا��ا��  )x x֏.  

III. 2.  �G�,ب ا���,G:  

 F<�  :F,G ا���i@�ت �

) ( )

)(

( ) ( )

2 2

2

2

2

1 1

2

1

2

1

2 2

( ) 2 (ln ) ln

2 (ln ) 2 ln 2 ln

3 ln (ln )

1 5
( ) .

e e

e e

e

e
e

e

S x f x dx x x dx

x x x x x x x x x

x x x x x

G e G e n s
e e

= − = = − + +

 = − + − + + − 

 = − − 

= − = +

∫ ∫
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