
 0

 ���������	��
�2015א������א�� �
@ @@ @@ @@ @@ @@ @@ @@@@@@@@@@10  
@åí‹ànÛa01:   

I.1. �� اد����2 : ا����د��ℂ ا���آ��   ������ ا
12u = −.  

I.2.  �� �����2:��د�� ������ ���ل ا�� ℂا
( 2) 12z + = −.  

#��" !ـ
1

zو 
2

zه&% ا����د�� ��(� .  

I.3. أن +,!
1

zو 
2

z د������ل ���2:ه� �
4 16 0z z+ + =.  

I.4.  ل ا����د����� �����2:ا
( ) 4( ) 16 0z i z i+ + + + =.  

II. �-�)ب إ�2 ���1 ������ و����#0ا��-��ي ا���آ. � ; ; )u vo
�� ��

. 

#56�2: ��ا��96 ��2 ا���M .,8 و A ، B ���� ا� 2 3 ; 2 2 3
B A

z i z i= − − = −   .zو +

II.أ. +,�( )E 56�2: �+ ا��-��ي �,: M ������ ا� 2 3 2z i+ − =.  

II.ب. +,�( )F 56�2: �+ ا��-��ي �,: M ������ ا� 2 3 2 2 3z i i+ − = −.  

II.ـ�. +,�( )Γ 56�2: �+ ا��-��ي �,: M ������ ا� 2 3 2 2 3z i z i+ − = + +.  

II.د. +,�( )γ 56�::  �+ ا��-��ي �,M ������ ا�
2

32 2 3 2
i

z i e
π

= − + +.  

II.هـ. +,�( )G  56�: �+ ا��-��ي �,: ����M�� ا�
2

3; 2 2 3
i

K z i Ke
π

+∈ = − + +ℝ.  

@åí‹ànÛa02 :  

1.   f 2 ا����ل�ا�� ا������ ��ا�] [1;+ ∞ �<=��!:( )
ln

x
f x

x
=.  

�� ��ود ������ ا����<?�f   �,+ #�9<� ا��ا�.أ.1� .  

  .  C �<D 1E�ول 8@,�اf�98 أدرس ا��8% 8@,� ا��ا��  .ب.1

�2.�ـ.1(�) أر�1 ا�� )
f

C.  

) ��>+ ا������,�.2 )
n

u ا������ !ـ:
0

5u   و=
1

( )
n n

u f u+ =.  

y:ا�&ي ���د��I ) ∆(ا��-�1,6  أر�1 .أ.2 x=56�، وا�
1

Mو 
2

M2�(�) �+ ا�� )
f

C .,82 ا�����9 ��Jا��� ��ا :  

  
1

u و 
2

uنK! ���� 
0

M�9��J�� 
0

u.   

: <>�ن n !�ه+ أ#I �+ أ�C ��د �L,�� .ب.2
n

u e≥.  

) !�ه+ أن ا������,�.�ـ.2 )
n

u�MN����.  

) !,+ أن ا������,�.د.2 )
n

u+,� 1E ،�!�6ر�� lim
n

x
u

→+∞
.  

@åí‹ànÛa03 :  

I.ء�QRو����#0 �� ا� �1 ������ب إ�2 ���-�) ا�� ; ; ; )o i j k
�� ��� ��

  

)#���� ا��-��ي )P I0:ا�&ي ���د��ax by cz d+ + + =�S6�، وا�
0 0 0 0
( ; ; )M x y zو H �S6� M ا��-56 ا����دي ��

2��( )P.   ه+ أن�!:( ) 0 0 0

0
2 2 2

; ( )
ax by cy d

d M P
a b c

+ + +
=

+ +
.  

II.ض�R#  56�): ا� 7;0;4) , (1;3;6) , ( 3;2;0) , (4;1;5)F C B A− −.  

II.56 .أ�) C�>��-� +,�8 و A ، B !,+ أن ا� )Q I2:���د�� 1 0x y z+ − − =.  
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II.ب. �S6�) �+ ا��-��يF �,+ !�� ا� )Q.  

II.ـ�.) ∆ ( �S6�) و���د<� ��2 ا��-��ي�F-�1,6 <=�� ا� )Q  .     1,6�-��� �S,�  ).∆(�,+ ا���U,� ا��

II.د. �S6�) ��2 ا��-��يF �-56 ا��H �S6 �,+ إ��اE,�ت ا� )Q.  

II.هـ. �M(ا�� ��,��  .ب.II��,�9 �� ا�-Wال  C� 0R# ا�

III.@+<��( )S آ�ة ��آ"ه�F ه��SN ?M#6، و.  

III.أ. �S6�8���� إ�2 ا�>�ةZ6(8 B أن ا� ( )S.  

III.ـ.ب! "��# ( )C[L�68 2إ�( )Sوا��-��ي( )Q.��,�L +,�       ( )Cه� ا���,"ة�J��  . و�

@åí‹ànÛa04 :  
1. g2�� ����� ا����ل دا�� [ [1;+ ):!ـ  ∞ ) 2 lng x x x= +.  

���� <Wول g أ�-. #�9<� ا��ا�� .أ.1� x 2إ� ∞ +.  

   .g أدرس ا��8% 8@,� ا��ا�� .ب.1

] �+ ا����لx !,+ أ#I �+ أ�C آ� ��د ��6,6 .�ـ.1 [1;+ ):�[ن  ∞ ) 0g x ≠.  

2.  +<�� f2�� ����� ا����ل دا�� [ [1;+ 6ln:!ـ  ∞
( )

2 ln

x
f x

x x
=

+
.  

) !,+ أ#I <�>+ آ��!�.أ.2 )f x�<=2 ا��� :  

ln6
( )

ln2

x
x

f x
x

x

=
+

�Cأ +� [ [1;x∈ + ∞.   

limأ�-.. ب.2 ( )
x

f x
→+∞

  ، ��ذا 8-���� ؟

   .f أدرس ا��8% 8@,� ا��ا��  .�ـ.2

) !),: ��68 ا����د��k ، ��ه� N,1 ا���د ا�)C �<D f �6,6�ول 8@,�ات  .د.2 )f x k=� +,�� +>">��� ؟  

 C� ���د�� �����س   .هـ.2
1

( )∆2�(���� ( )
f

C�9��J�� ا��� �S6��� ا�� 1:,� ،( )
f

C    �`ا���ا��,`�#� � �`,Uإ�`2 ا��� "��>   f  �`� 

)ا����1 ا������� وا�����0# ; ; )o i j
�� ���

.  

] ا������ ��h2ا��  #���� ا��.3 [1;+ ) !�����رة∞ ) ( )
xh x f e=و ( )

h
CZ!�-1 ا���9 ا��,�#� �� ا����,U�8.  

  .C �<D h�ول 8@,�ات ا��ا�� .أ.3

 C� ���د�� �����س.ب.3
2

( )∆2�(���� ( )
h

C�9��J�� ا��� �S6��� ا�� 1.  

 أر�1 آa �+.�ـ.3
1

( )∆،
2

( )∆،( )
f

Cو( )
h

CZ!�-1 ا��0 ا���R# ��.  
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	�������ل���	���10א� �

   :01 א���א������������

I. 1.د���	
ل ا��� ���	2  � 12u = −:  
2 12u = − ����� :2 212u i=� �

           ⇔( )
2

2 2 3u i−= +  

           ⇔( )2 3u i= ) أو− )2 3u i=.    �
2 :إذن ��
	�د�� ��ن ه 3i−2 و 3i.  

I. 2.  د���	
)2ا!� ��ج ��ل ا� 2) 12z + = −:  
2( 2) 12z + = − ����� :2 2( 2)z u+ =  

        ⇔( )2 2 3z i+ )أو= )2 2 3z i+ = −  

        ⇔( )2 2 3z i= − )أو+ )2 2 3z i= − −  

 �
1:إذن ��
	�د�� ��ن ه 2 2 3z i= − 2 و+ 2 2 3z i= − −  

I. 3.  1أن�"��نz2 وzد��	
2:� ه# ��ل �� 4 16 0z z+ + =  

 � $%�:1 2 4z z+ = ) و− )
2

2

1 2 1 1. . ( 2) 2 3 4 12 16z z z z= = − + − = + ن =��� ،:  

•2

1 2 1 2( ) 0z z z z z z− + + 2:، أي أن = ( 4) 16 0z z− − + 2:، و* ( = 4 16 0z z+ + =.        

2: ��ن ��
	�د�� 2z و1z:إذن  4 16 0z z+ + =.  

I. 4.  د���	
)2:ا!� ��ج ��ل ا� ) 4( ) 16 0z i z i+ + + + =  

 +,-:z z i= 2 � 012 /�. ا�
	�د��+ 4 16 0z z+ +   :، و/ 34% =

•1z i z+ = ����� :2 2 3z i i+ = − +  

           ⇔2 2 3z i i+ = − +  

           ⇔2 2 3z i i− = − −  

           ⇔( )2 1 2 3z i= − + −  

•2z i z+ = ����� :2 2 3z i i+ = − −  

           ⇔2 2 3z i i− = − +  

           ⇔( )2 1 2 3z i= − + +  

II. � $%� :2 2 3 ; 2 2 3
B A

z i z i= − − = −   .6�7z�M�5 و+

II.أ.�/
8
) �	��� ا� )E 9�� : 2 2 3 2z i+ − =.........................)..1(  

)1 ( �����:( )2 2 3 2z i− − + =   

       ⇔2M Az z− =  

       ⇔2AM ):إذن         .= )E <آ>
2r و-B1 ا�A>A6ه# ا�%ا4<ة ذات ا� =.  
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II.ب.�/
8
) �	��� ا� )F 9�� : 2 2 3 2 2 3z i i+ − = −)...........2(  

)2 (���� �:( )2 2 3 4 12z i− − + = +  

      ⇔4M Az z− =  

      ⇔4AM ):إذن         .= )F <آ>
4r و-B1 ا�A>A6ه# ا�%ا4<ة ذات ا� =.  

II.ـ
.  �/
8
)�	��� ا� )Γ 9��:2 2 3 2 2 3z i z i+ − = + +)......3(  

)3( ����� :( ) ( )2 2 3 2 2 3z i z i− − + = − − −  

      ⇔M A M Bz z z z− = −  

      ⇔AM BM=.         إذن:( )Γ �	A6ر ا�2* F�6�G
  .]AB[ه# ا�

II.د. �/
8
)�	��� ا� )γ �� 9:
2
32 2 3 2

i

z i e
π

= − + +).....................4(  

)4 ( �����:
2
32 2 3 2

i

z i e
π

− + =.  

      ⇔2M Az z− )arg و= ) ( ; )
M A

z z u AM− =
�������

.  

):إذن  )γF�6�G
w  وP	�ع �A)5N*"%ؤAF  L( ا�3KKKيه# -B1 ا�
���

 9�� :2
( ; )

3
u w

π=
�� ���

)و  )1; 3w −
���

.  

II.هـ. �/
8
)�	��� ا� )G 9��:
2
32 2 3

i

z i Ke
π

= − + +).................5(  

)5 ( �����:
2
32 2 3

i

z i Ke
π

− + =  

       ⇔M Az z K−  و=
2
3arg( )

i

M A
z z e

π

− =  

       ⇔M Az z K− 2 و=
( ; )

3
u AM

π=
�������

)إذن.       )G #هF�6�G* B1-]9KKKK�� )AF:
2
3

i

AF z Ke
π 

+ 
 

  

���������	:   
2
32 2 3

i

z i Ke
π

= − + + ����� :( )
2
32 2 3

i

z i Ke
π

− − + =  

              ⇔AM KW=
����� ������

.         
2
3

i

w e
π 

 
 

���
  

):إذن )G Lؤ%"* F�6�G* #هA)5�Nw وP	�ع �
���

 9��:2
( ; )

3
u w

π=
�����

 #�$ �
  :، و��ن *	�د��( آ

( )
2
32 2 3z i Ke
π

− − + = ����� :( )2 2
2 2 3 cos sin

3 3
x yi i K

π π+ + − = +  

              ⇔( ) 31
2 2 3

2 2
x y i K i

 
+ + − = − + 

 
   

              ⇔

1
2

2

3
2 3

2

x K

y K

− = −


− =


  

              ⇔

3
3( 2)

2

3
2 3

2

x K

y K


− = − 


− =


  

              ⇔3( 2) 2 3 0x y− + − )إذن.           = )G	*  )�3:�د� 4 3y x= − +.  
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   :02 א���א������������

    :א����	�

1. f�8ل
[ ا�%ا�� ا�
	<�� /�. ا� [1;+ ∞ 0�R��S:( )
ln

x
f x

x
=.  

: / % �%ود *8
/� ا��	<$f B �	��� -�5$� ا�%ا��  .أ.1
1

lim ( )
x

f x
→
>

= + :، Tن ∞
1

lim ln 0
x

x
+

→
>

=.  

1
lim ( ) lim

lnx x
f x

x
x

→+ ∞ →+ ∞
= = + T ،: lnن ∞

lim 0
x

x

x
+

→+ ∞
=.  

  : و�N 0��R%ول ��U<ا�f �5 درا!� ا��U� L�8< ا�%ا��  .ب.1

[ �6"0 اP7��6ق /�.fا�%ا��   [1;+ ن ∞��� ،:
2

ln 1
'( )

(ln )

x
f x

x

−=.  

) إ�Pرة• )f x:   

'( ) 0f x ≥ ����� :ln 1 0x − ≥  

           ⇔ln 1x ≥  

           ⇔ln lnx e≥ ) *و ،:x e≥.  

'( ) 0f x ≤ ����� :x e≤  

:       N%ول ا�PWرة •
1

'( ) 0

x e

f x

+ ∞

− +
  

[•  :إذن  ]1;1x ]•    . *� �f�1Xا�%ا��   : ∋ [;x e∈ +   .  *�>ا$%ةfا�%ا��   : ∞

   : N%ول ا���U<ات •
1

'( ) 0

( )

x e

f x

f x
e

+ ∞

− +

+ ∞ + ∞

  


ـ.1.. 2 
) ر!F ا� )
f

C:  

2.������
) �%$ � ا� )
n

u ـS ��>	
0:ا� 5u 1 و= ( )
n n

u f u+ =  

yا�3ي *	�د��() ∆( ر!F ا�
G�F�6 .أ.2 x=:   

 :n ا�"<ه�ن /�. أ-( *� أ0N آ0 /%د ]"�	# .ب.2
n

u e≥  

)-[<ض )P n ��,6ا�"
n

u e≥ " ن��� ،:  

: 0n =0 5u e=   ._P�2�2(0):إذن   .≤

)-[<ض )P n �2�2، أي أن_:
n

u e≥ ه�>"- F` أن .�/( 1)P n 1n:_�2�2 أ$,�، أي أن +
u e+ ≥.  

 � $%�:  

n
u e≥ م<��G$ ( ) ( )

n
f u f e≥ نT ، :  ا�%ا��fا$%ة<�*   

       ⇐1n
u e+ ):، Tن ≤ )f e e=1 و( )

n n
f u u ):إذن   .=+ 1)P n   ._�2�2 أ$,�+

����� :n *� أ0N آ0 /%د ]"�	# : א�
n

u e≥.  

)أن ا�
������  إ`"�ت.
ـ.2 )
n

u �1X� �*:  

 � $%�:1

1 ln
( ) .

ln ln
n n

n n n n n n

n n

u u
u u f u u u u

u u+

−
− = − = − = ��� ،:  

•
n

u e≥ ) *0: و
n

u >:   

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

0u1u

2u

0M

1M
2M
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•
n

u e≥ م<��G$ :ln 1
n

u ln :، و* ( ≤ 0
n

u ≥  

•
n

u e≥ م<��G$ :ln 1
n

u ≥  

         ⇐1 ln 0
n

u− :إذن     .≥
1 ln

0
ln

n
n

n

u
u

u

−
= )ا�
������: ، و/ 34% ≥ )

n
u�1X� �* .  

) �"��ن أن ا�
������.د.2 )
n

u �S�6ر�* :  

2 �5# *��6ر�S و���6ربeا�
������ *� ��1X و*2%ودة *� ا��S 0]!T	%د - ℓ 9�� :( )f =ℓ ℓ.  

( )f =ℓ ℓ ����� : 
ln

= ℓℓ
ℓ

  

          ⇔(ln 1) 0− =ℓ ℓ  

          ⇔ln 1 0− =ℓ نT ،:0≠ℓ.  

          ⇔ln 1=ℓ ) *و  ،:e=ℓ.     إذن:lim
nn

u e
→+∞

=.  

  :03 א���א������������

IK��	א����:   �G
)يا� )P )�د��	0*ax by cz d+ + + = .H�A6 ا� c6G* 0 0 0 0( ; ; )M x y z .�/( )P.  

)�"��ن أن  ) 0 0 0

0
2 2 2

; ( )
ax by cy d

d M P
a b c

+ + +
=

+ +
  

ي�G
�� #
d� ع ا��	Rا� � $%�( )P:( ; ; )n a b c
���

ن ��� ،:  

•2 2 2

0 0 0. .n M H n M H a b c M H= = + +
��� ������� ���

    .•0 ;M H n
������� ���

 ��Ae ن�A"�>* .  

2:إذن  2 2

0 0.n M H M H a b c= + +
��� �������

....................).....1(  

• 0f
��Sو :( ; ; )
H H H

H x y z ن��� ،: 0 0 0 0( ; ; )
H H H

M H x x y y z z− − −
�������

 :و$�ن ، 

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

. ( ) ( ) ( )

( )

( )

H H H

H H H

n M H a x x b y y c z z

ax by cz ax by cz

d ax by cz

= − + − + −

= + + + − − −

= − + − − −

��� �������

  

0 :إذن  0 0 0.n M H ax by cz d= + + +
��� �������

.................)..2(  

2:-8% ) 2(و ) 1(*�  2 2

0 0 0 0M H a b c ax by cz d+ + = + + 0 :، و* ( + 0 0

0
2 2 2

ax by cz d
M H

a b c

+ + +

+ +
.  

IIKأ�. c6 ن أن ا���"� A ، B و C�$�G* ��	� ( )Q )�د��	2:* 1 0x y z+ − − =.  

 � $%�:( 7;0; 5)AB − −
����

)  و 3;2;1)AC −
�����

ن ��� ،:  

ABا�R	�/�ن
����

AC و
�����

N% /%د �$ 7 )-T ��Ae ��A"�>* >�g  #6�6K 9�2S :AB K AC=
���� �����

.  

$�C و A ، Bا� c6 : إذن �G* ��	� #5� ،��*�6�!ا #� hG�� .  

 ���:  2 1 9 9 0
A A A

x y z+ − − = − =  

    2 1 4 4 0
B B B

x y z+ − − = − =  

    2 1 7 7 0
C C C

x y z+ − − = − =  

ي �G
)ه# *	�د��) ABC(إذن *	�د�� ا� )Q:2 1 0x y z+ − − =.  

II.ب. �A6 ا� %	S ���	� Fي�G
) /� ا� )Q:  

 F!>ا�  
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2 1 12
;( ) 2 6

61 4 1
( )

F F F
x y z

d F Q
+ − −

= = =
+ +

.  

II.ـ
. F�6�G
�� #A�!
0 ) ∆( �	��� ا��
0�f ا�R$Fي�G
) و/
د$� /�. ا� )Q:  


دي /�.)∆(/ ( )Q 2;1):���ن P	�ع �5�N( ه; 1)n −
���

.  

)-[<ض ; ; )M x y z ن��� ،:  

( )M ∈ ∆ ����� : FM nλ=
����� ���

  

                ⇔OM OF nλ− =
����� ���� ���

  

                ⇔OM OF nλ= +
����� ���� ���

:) ∆(، و* ( 
7

2

4

x

y

z

λ

λ

λ

= − + 


= 
= − 

;λ∈ℝ  

II.د. �A6 إ�%ا`��ت ا� ���	� H c6G* F .�/( )Q:  

( ) ( )H Q∈ ∆ ∩ ����� :( )H ∈ ) و∆ )H Q∈  

        ⇔( 7;2 ; 4)H λ λ λ− − ) و+ )H Q∈  

        ⇔2 2 1 0
H H H

z y+ − − =  

        ⇔( 7) 2(2 ) ( 4) 1 0λ λ λ− + − − + − 2λ:، و* ( = ):إذن   .= 5;4;2)H −.  

II.4;2): �%$ � .هـ; 2)FH −
����

ن ��� ،:( )4 16 4 24 4 6 2 6 ;( )FH d F Q= + + = = × = =  

III.( )Sآ<ة *<آ>ه�( 7;0;4)F   .6 ، و-AX B1<ه� −

III.ا� .أ j62� �* �A6 أن ا�Bإ�. ا��<ة #
� � ( )S:   

 � $%�:(4;2; 4)FB −
����

16:، ���ن  4 16 36 6FB = + + = = .   �A6 إذن ا�     Bإ�. ا��<ة #
� � ( )S.  

III.ب.�	�"[ ���	� ( )C ة<�

  :و/ �_<ه� ا�

 9�f
ن FHB #� F4�X H: ا���� :( )
2

2 2 26 2 6 12 2 3BH BF FH= − = − = =  

)ا�%ا4<ة: إذن  )C آ>ه�>*H ه�>AX B1-2و ) و*2�اة �3# )Q.  

  04 א���א������������

    :א����	�

1. g .�/ ��>	
]ا�
�8ل ا�%ا�� ا� [1;+ ): Sـ ∞ ) 2 lng x x x= +  

lim.أ.1 ( )
x

g x
→+∞

= + T ،:limن ∞ ln
x

x
→+∞

= + lim و∞ (2 )
x

x
→+∞

= + ∞.  

   :g< ا�%ا��  درا!� ا��U� L�8.ب.1

] *�x*� أ0N آ0  [1;+ ∞:1 2 1
'( ) 2 0

x
g x

x x

+= + =   . *�>ا$%ة �
�*�gإذن ا�%ا��        .<

] *�x �"��ن أ-( *� أ0N آ0 .
ـ.1 [1;+ ∞:( ) 0g x ≠.  

� $%�[ [1;x ∈ + ) $G��>م∞ ) (1); lim ( ) :
x

g x g g x
→+∞

 ∈  
  . *�>ا$%ةgا�%ا�� : ، Tن 

    ⇐[ [( ) 2;g x ∈ + ):إذن         .∞ ) 0g x ≠.  

] ا�
	<�� /�.f �%$ � ا�%ا��  .2 [1;+ S :6lnـ ∞
( )

2 ln

x
f x

x x
=

+
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 �"��ن أن.أ.2

ln6
( )

ln2

x
x

f x
x

x

=
+

:   

 � $%�: 

ln ln6 6
ln 6ln6( ) .

2 ln 2 ln

1

1 1 ln ln(2 ) 2

x x
x xx x

f x
x x x x

x

x
x xx

x xx

= = = =
+ + + +

.  

�G�limب. ب.2 ( )
x

f x
→+∞

:  

6(0)
lim ( ) 0

2 0x
f x

→+∞
= =

+
T ،:lnن 

lim 0
x

x

x→+∞
) :א�!���	ج    .= )

f
C )�د��	أ���6 * �S0 $6"0 *�6رy =.  

    :f درا!� ا��U� L�8< ا�%ا��  .
ـ.2

] �6"0 اP7��6ق /�.fا��  ا�% [1;+ ن ∞��� ،:  

( )
2 2 2

1 1(2 ln ) 2 ln
2 2ln 1 ln

'( ) 6. 6. 12.
(2 ln ) (2 ln ) (2 ln )

x x x
x x x x

f x
x x x x x x

+ − +
− −= = =

+ + +
 

•'( ) 0f x ≥ ����� :1 ln 0x− ≥  

          ⇔ln 1x ≤  

          ⇔ln lnx e≤ ) *1:، و x e≤ ≤  

•'( ) 0f x ≤ ����� :x e≥.      

  :إذن 

 '( ) 0 :f e x e= =  

[ [: 1;x e∈   . *�>ا$%ة �
�*�f ا�%ا��  +

] [: ;x e∈ + �1 �
�*�f ا�%ا��  ∞X� �* .  

  :  N%ول ا���U<ات  .د.2
1

'( ) 0

6
( )

0 02 1

x e

f x

f x
e

+ ∞

+ −

+

  

• F�X ���	� K د���	
) 9�2S �6"0 ا� )f x k= �$<$�
�* ���� :  

  :*� N%ول ا���U<ات -<ى أن 

• ] [6
( ) 0; : 1;

2 1
f x x e

e
 ∈ ∈
 + 

  

6 و0 *12ر K  ��S، و *�>ا$%ة �
�*�f ا�%ا��  •
2 1e +

): ��α 9إذن $N% /%د �#6�6     . )f kα =.  

 0f
��Sو:  

• ] [6
( ) 0; : ;

2 1
f x x e

e
 ∈ ∈ + ∞
 + 

.      

�1 �
�*�f ا�%ا��  •X� �*  وK  ��S ر6 و12* 0
2 1e +

): ��β 9إذن $N% /%د �6�6# و��%     . )f kβ =.  

�����)ا�
	�د�� : א� )f x k=�� 0"6�  ��* � �$<$�
α و β 9�� :( )f x k=.  


�س.هـ.2
)1 �	��� *	�د�� ا� )∆. 2 
�� ( )
f

C ��_�]ذات ا� �A6 1/ % ا�:   
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 � $%�: (1) 0f   و=
12

'(1) 3
4

f = =.  


�س
ن *	�د�� ا����1( )(1)'ه#∆( 1) (1)y f x f= − 3 :إذن   .+ 3y x= −.  

): ا�
	<�� Sـ h �%$ � ا�%ا�� .3 ) ( )xh x f e=،[ [1;D = + ∞:  

   : N 0��R� h%ول ��U<ات ا�%ا�� .أ.3
6

(1) ( )
2 1

h f e
e

= =
+

  

6 6
lim ( ) lim ( ) lim lim 0

2 1

x

x xx x x x

x
h x f e

e x e
x

+

→+ ∞ →+∞ →+∞ →+∞
= = = =

+ +
.  

• �6�R
  : ا�%ا�� ا�

 � $%�:( ) ( )xh x f e= ن��� ،:
2

1
'( ) . '( ) . 0

(2 )

x x x

x

x
h x e f e e

e x

−= = <
+

.  

�1 �
�*� /�.hا�%ا�� : إذن X� �* [ [1;+ ∞.  

:       N%ول ا���U<ات •
1

'( )

6
( ) 02 1

x

h x

h x
e

+ ∞

−

+

  

)2 �	��� *	�د��.ب.3 )∆. 2 

�س ا�*( )
h

C ��_�]ذات ا� �A6 1/ % ا�:   

 � $%�:6
'(1) 0 ; (1)

2 1
f h

e
= =

+
ن *	�د����2، �(   : ه# ∆(

'(1)( 1) (1)y h x h= − )2، و* ( *	�د��+ )∆:6
2 1

y
e

=
+

.  


ـ.3.F!1 ر( )∆،2( )∆،( )
f

C،( )
h

C:  

  

  

  

  
  
  
  

  

  

  

  

  
  
  
  
  

  

  

 

 

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-5

-4
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-2

-1

1
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5

x

y

( )fC

( )hC

1( )∆

2( )∆
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	�������ل���	���10א� �

   :01 א���א������������

I. 1.د���	
ل ا��� ���	2  � 12u = −:  
2 12u = − ����� :2 212u i=� �

           ⇔( )
2

2 2 3u i−= +  

           ⇔( )2 3u i= ) أو− )2 3u i=.    �
2 :إذن ��
	�د�� ��ن ه 3i−2 و 3i.  

I. 2.  د���	
)2ا!� ��ج ��ل ا� 2) 12z + = −:  
2( 2) 12z + = − ����� :2 2( 2)z u+ =  

        ⇔( )2 2 3z i+ )أو= )2 2 3z i+ = −  

        ⇔( )2 2 3z i= − )أو+ )2 2 3z i= − −  

 �
1:إذن ��
	�د�� ��ن ه 2 2 3z i= − 2 و+ 2 2 3z i= − −  

I. 3.  1أن�"��نz2 وzد��	
2:� ه# ��ل �� 4 16 0z z+ + =  

 � $%�:1 2 4z z+ = ) و− )
2

2

1 2 1 1. . ( 2) 2 3 4 12 16z z z z= = − + − = + ن =��� ،:  

•2

1 2 1 2( ) 0z z z z z z− + + 2:، أي أن = ( 4) 16 0z z− − + 2:، و* ( = 4 16 0z z+ + =.        

2: ��ن ��
	�د�� 2z و1z:إذن  4 16 0z z+ + =.  

I. 4.  د���	
)2:ا!� ��ج ��ل ا� ) 4( ) 16 0z i z i+ + + + =  

 +,-:z z i= 2 � 012 /�. ا�
	�د��+ 4 16 0z z+ +   :، و/ 34% =

•1z i z+ = ����� :2 2 3z i i+ = − +  

           ⇔2 2 3z i i+ = − +  

           ⇔2 2 3z i i− = − −  

           ⇔( )2 1 2 3z i= − + −  

•2z i z+ = ����� :2 2 3z i i+ = − −  

           ⇔2 2 3z i i− = − +  

           ⇔( )2 1 2 3z i= − + +  

II. � $%� :2 2 3 ; 2 2 3
B A

z i z i= − − = −   .6�7z�M�5 و+

II.أ.�/
8
) �	��� ا� )E 9�� : 2 2 3 2z i+ − =.........................)..1(  

)1 ( �����:( )2 2 3 2z i− − + =   

       ⇔2M Az z− =  

       ⇔2AM ):إذن         .= )E <آ>
2r و-B1 ا�A>A6ه# ا�%ا4<ة ذات ا� =.  



 2

II.ب.�/
8
) �	��� ا� )F 9�� : 2 2 3 2 2 3z i i+ − = −)...........2(  

)2 (���� �:( )2 2 3 4 12z i− − + = +  

      ⇔4M Az z− =  

      ⇔4AM ):إذن         .= )F <آ>
4r و-B1 ا�A>A6ه# ا�%ا4<ة ذات ا� =.  

II.ـ
.  �/
8
)�	��� ا� )Γ 9��:2 2 3 2 2 3z i z i+ − = + +)......3(  

)3( ����� :( ) ( )2 2 3 2 2 3z i z i− − + = − − −  

      ⇔M A M Bz z z z− = −  

      ⇔AM BM=.         إذن:( )Γ �	A6ر ا�2* F�6�G
  .]AB[ه# ا�

II.د. �/
8
)�	��� ا� )γ �� 9:
2
32 2 3 2

i

z i e
π

= − + +).....................4(  

)4 ( �����:
2
32 2 3 2

i

z i e
π

− + =.  

      ⇔2M Az z− )arg و= ) ( ; )
M A

z z u AM− =
�������

.  

):إذن  )γF�6�G
w  وP	�ع �A)5N*"%ؤAF  L( ا�3KKKيه# -B1 ا�
���

 9�� :2
( ; )

3
u w

π=
�� ���

)و  )1; 3w −
���

.  

II.هـ. �/
8
)�	��� ا� )G 9��:
2
32 2 3

i

z i Ke
π

= − + +).................5(  

)5 ( �����:
2
32 2 3

i

z i Ke
π

− + =  

       ⇔M Az z K−  و=
2
3arg( )

i

M A
z z e

π

− =  

       ⇔M Az z K− 2 و=
( ; )

3
u AM

π=
�������

)إذن.       )G #هF�6�G* B1-]9KKKK�� )AF:
2
3

i

AF z Ke
π 

+ 
 

  

���������	:   
2
32 2 3

i

z i Ke
π

= − + + ����� :( )
2
32 2 3

i

z i Ke
π

− − + =  

              ⇔AM KW=
����� ������

.         
2
3

i

w e
π 

 
 

���
  

):إذن )G Lؤ%"* F�6�G* #هA)5�Nw وP	�ع �
���

 9��:2
( ; )

3
u w

π=
�����

 #�$ �
  :، و��ن *	�د��( آ

( )
2
32 2 3z i Ke
π

− − + = ����� :( )2 2
2 2 3 cos sin

3 3
x yi i K

π π+ + − = +  

              ⇔( ) 31
2 2 3

2 2
x y i K i

 
+ + − = − + 

 
   

              ⇔

1
2

2

3
2 3

2

x K

y K

− = −


− =


  

              ⇔

3
3( 2)

2

3
2 3

2

x K

y K


− = − 


− =


  

              ⇔3( 2) 2 3 0x y− + − )إذن.           = )G	*  )�3:�د� 4 3y x= − +.  
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   :02 א���א������������

    :א����	�

1. f�8ل
[ ا�%ا�� ا�
	<�� /�. ا� [1;+ ∞ 0�R��S:( )
ln

x
f x

x
=.  

: / % �%ود *8
/� ا��	<$f B �	��� -�5$� ا�%ا��  .أ.1
1

lim ( )
x

f x
→
>

= + :، Tن ∞
1

lim ln 0
x

x
+

→
>

=.  

1
lim ( ) lim

lnx x
f x

x
x

→+ ∞ →+ ∞
= = + T ،: lnن ∞

lim 0
x

x

x
+

→+ ∞
=.  

  : و�N 0��R%ول ��U<ا�f �5 درا!� ا��U� L�8< ا�%ا��  .ب.1

[ �6"0 اP7��6ق /�.fا�%ا��   [1;+ ن ∞��� ،:
2

ln 1
'( )

(ln )

x
f x

x

−=.  

) إ�Pرة• )f x:   

'( ) 0f x ≥ ����� :ln 1 0x − ≥  

           ⇔ln 1x ≥  

           ⇔ln lnx e≥ ) *و ،:x e≥.  

'( ) 0f x ≤ ����� :x e≤  

:       N%ول ا�PWرة •
1

'( ) 0

x e

f x

+ ∞

− +
  

[•  :إذن  ]1;1x ]•    . *� �f�1Xا�%ا��   : ∋ [;x e∈ +   .  *�>ا$%ةfا�%ا��   : ∞

   : N%ول ا���U<ات •
1

'( ) 0

( )

x e

f x

f x
e

+ ∞

− +

+ ∞ + ∞

  


ـ.1.. 2 
) ر!F ا� )
f

C:  

2.������
) �%$ � ا� )
n

u ـS ��>	
0:ا� 5u 1 و= ( )
n n

u f u+ =  

yا�3ي *	�د��() ∆( ر!F ا�
G�F�6 .أ.2 x=:   

 :n ا�"<ه�ن /�. أ-( *� أ0N آ0 /%د ]"�	# .ب.2
n

u e≥  

)-[<ض )P n ��,6ا�"
n

u e≥ " ن��� ،:  

: 0n =0 5u e=   ._P�2�2(0):إذن   .≤

)-[<ض )P n �2�2، أي أن_:
n

u e≥ ه�>"- F` أن .�/( 1)P n 1n:_�2�2 أ$,�، أي أن +
u e+ ≥.  

 � $%�:  

n
u e≥ م<��G$ ( ) ( )

n
f u f e≥ نT ، :  ا�%ا��fا$%ة<�*   

       ⇐1n
u e+ ):، Tن ≤ )f e e=1 و( )

n n
f u u ):إذن   .=+ 1)P n   ._�2�2 أ$,�+

����� :n *� أ0N آ0 /%د ]"�	# : א�
n

u e≥.  

)أن ا�
������  إ`"�ت.
ـ.2 )
n

u �1X� �*:  

 � $%�:1

1 ln
( ) .

ln ln
n n

n n n n n n

n n

u u
u u f u u u u

u u+

−
− = − = − = ��� ،:  

•
n

u e≥ ) *0: و
n

u >:   

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

0u1u

2u

0M

1M
2M
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•
n

u e≥ م<��G$ :ln 1
n

u ln :، و* ( ≤ 0
n

u ≥  

•
n

u e≥ م<��G$ :ln 1
n

u ≥  

         ⇐1 ln 0
n

u− :إذن     .≥
1 ln

0
ln

n
n

n

u
u

u

−
= )ا�
������: ، و/ 34% ≥ )

n
u�1X� �* .  

) �"��ن أن ا�
������.د.2 )
n

u �S�6ر�* :  

2 �5# *��6ر�S و���6ربeا�
������ *� ��1X و*2%ودة *� ا��S 0]!T	%د - ℓ 9�� :( )f =ℓ ℓ.  

( )f =ℓ ℓ ����� : 
ln

= ℓℓ
ℓ

  

          ⇔(ln 1) 0− =ℓ ℓ  

          ⇔ln 1 0− =ℓ نT ،:0≠ℓ.  

          ⇔ln 1=ℓ ) *و  ،:e=ℓ.     إذن:lim
nn

u e
→+∞

=.  

  :03 א���א������������

IK��	א����:   �G
)يا� )P )�د��	0*ax by cz d+ + + = .H�A6 ا� c6G* 0 0 0 0( ; ; )M x y z .�/( )P.  

)�"��ن أن  ) 0 0 0

0
2 2 2

; ( )
ax by cy d

d M P
a b c

+ + +
=

+ +
  

ي�G
�� #
d� ع ا��	Rا� � $%�( )P:( ; ; )n a b c
���

ن ��� ،:  

•2 2 2

0 0 0. .n M H n M H a b c M H= = + +
��� ������� ���

    .•0 ;M H n
������� ���

 ��Ae ن�A"�>* .  

2:إذن  2 2

0 0.n M H M H a b c= + +
��� �������

....................).....1(  

• 0f
��Sو :( ; ; )
H H H

H x y z ن��� ،: 0 0 0 0( ; ; )
H H H

M H x x y y z z− − −
�������

 :و$�ن ، 

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

. ( ) ( ) ( )

( )

( )

H H H

H H H

n M H a x x b y y c z z

ax by cz ax by cz

d ax by cz

= − + − + −

= + + + − − −

= − + − − −

��� �������

  

0 :إذن  0 0 0.n M H ax by cz d= + + +
��� �������

.................)..2(  

2:-8% ) 2(و ) 1(*�  2 2

0 0 0 0M H a b c ax by cz d+ + = + + 0 :، و* ( + 0 0

0
2 2 2

ax by cz d
M H

a b c

+ + +

+ +
.  

IIKأ�. c6 ن أن ا���"� A ، B و C�$�G* ��	� ( )Q )�د��	2:* 1 0x y z+ − − =.  

 � $%�:( 7;0; 5)AB − −
����

)  و 3;2;1)AC −
�����

ن ��� ،:  

ABا�R	�/�ن
����

AC و
�����

N% /%د �$ 7 )-T ��Ae ��A"�>* >�g  #6�6K 9�2S :AB K AC=
���� �����

.  

$�C و A ، Bا� c6 : إذن �G* ��	� #5� ،��*�6�!ا #� hG�� .  

 ���:  2 1 9 9 0
A A A

x y z+ − − = − =  

    2 1 4 4 0
B B B

x y z+ − − = − =  

    2 1 7 7 0
C C C

x y z+ − − = − =  

ي �G
)ه# *	�د��) ABC(إذن *	�د�� ا� )Q:2 1 0x y z+ − − =.  

II.ب. �A6 ا� %	S ���	� Fي�G
) /� ا� )Q:  

 F!>ا�  



 5

2 1 12
;( ) 2 6

61 4 1
( )

F F F
x y z

d F Q
+ − −

= = =
+ +

.  

II.ـ
. F�6�G
�� #A�!
0 ) ∆( �	��� ا��
0�f ا�R$Fي�G
) و/
د$� /�. ا� )Q:  


دي /�.)∆(/ ( )Q 2;1):���ن P	�ع �5�N( ه; 1)n −
���

.  

)-[<ض ; ; )M x y z ن��� ،:  

( )M ∈ ∆ ����� : FM nλ=
����� ���

  

                ⇔OM OF nλ− =
����� ���� ���

  

                ⇔OM OF nλ= +
����� ���� ���

:) ∆(، و* ( 
7

2

4

x

y

z

λ

λ

λ

= − + 


= 
= − 

;λ∈ℝ  

II.د. �A6 إ�%ا`��ت ا� ���	� H c6G* F .�/( )Q:  

( ) ( )H Q∈ ∆ ∩ ����� :( )H ∈ ) و∆ )H Q∈  

        ⇔( 7;2 ; 4)H λ λ λ− − ) و+ )H Q∈  

        ⇔2 2 1 0
H H H

z y+ − − =  

        ⇔( 7) 2(2 ) ( 4) 1 0λ λ λ− + − − + − 2λ:، و* ( = ):إذن   .= 5;4;2)H −.  

II.4;2): �%$ � .هـ; 2)FH −
����

ن ��� ،:( )4 16 4 24 4 6 2 6 ;( )FH d F Q= + + = = × = =  

III.( )Sآ<ة *<آ>ه�( 7;0;4)F   .6 ، و-AX B1<ه� −

III.ا� .أ j62� �* �A6 أن ا�Bإ�. ا��<ة #
� � ( )S:   

 � $%�:(4;2; 4)FB −
����

16:، ���ن  4 16 36 6FB = + + = = .   �A6 إذن ا�     Bإ�. ا��<ة #
� � ( )S.  

III.ب.�	�"[ ���	� ( )C ة<�

  :و/ �_<ه� ا�

 9�f
ن FHB #� F4�X H: ا���� :( )
2

2 2 26 2 6 12 2 3BH BF FH= − = − = =  

)ا�%ا4<ة: إذن  )C آ>ه�>*H ه�>AX B1-2و ) و*2�اة �3# )Q.  

  04 א���א������������

    :א����	�

1. g .�/ ��>	
]ا�
�8ل ا�%ا�� ا� [1;+ ): Sـ ∞ ) 2 lng x x x= +  

lim.أ.1 ( )
x

g x
→+∞

= + T ،:limن ∞ ln
x

x
→+∞

= + lim و∞ (2 )
x

x
→+∞

= + ∞.  

   :g< ا�%ا��  درا!� ا��U� L�8.ب.1

] *�x*� أ0N آ0  [1;+ ∞:1 2 1
'( ) 2 0

x
g x

x x

+= + =   . *�>ا$%ة �
�*�gإذن ا�%ا��        .<

] *�x �"��ن أ-( *� أ0N آ0 .
ـ.1 [1;+ ∞:( ) 0g x ≠.  

� $%�[ [1;x ∈ + ) $G��>م∞ ) (1); lim ( ) :
x

g x g g x
→+∞

 ∈  
  . *�>ا$%ةgا�%ا�� : ، Tن 

    ⇐[ [( ) 2;g x ∈ + ):إذن         .∞ ) 0g x ≠.  

] ا�
	<�� /�.f �%$ � ا�%ا��  .2 [1;+ S :6lnـ ∞
( )

2 ln

x
f x

x x
=

+
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 �"��ن أن.أ.2

ln6
( )

ln2

x
x

f x
x

x

=
+

:   

 � $%�: 

ln ln6 6
ln 6ln6( ) .

2 ln 2 ln

1

1 1 ln ln(2 ) 2

x x
x xx x

f x
x x x x

x

x
x xx

x xx

= = = =
+ + + +

.  

�G�limب. ب.2 ( )
x

f x
→+∞

:  

6(0)
lim ( ) 0

2 0x
f x

→+∞
= =

+
T ،:lnن 

lim 0
x

x

x→+∞
) :א�!���	ج    .= )

f
C )�د��	أ���6 * �S0 $6"0 *�6رy =.  

    :f درا!� ا��U� L�8< ا�%ا��  .
ـ.2

] �6"0 اP7��6ق /�.fا��  ا�% [1;+ ن ∞��� ،:  

( )
2 2 2

1 1(2 ln ) 2 ln
2 2ln 1 ln

'( ) 6. 6. 12.
(2 ln ) (2 ln ) (2 ln )

x x x
x x x x

f x
x x x x x x

+ − +
− −= = =

+ + +
 

•'( ) 0f x ≥ ����� :1 ln 0x− ≥  

          ⇔ln 1x ≤  

          ⇔ln lnx e≤ ) *1:، و x e≤ ≤  

•'( ) 0f x ≤ ����� :x e≥.      

  :إذن 

 '( ) 0 :f e x e= =  

[ [: 1;x e∈   . *�>ا$%ة �
�*�f ا�%ا��  +

] [: ;x e∈ + �1 �
�*�f ا�%ا��  ∞X� �* .  

  :  N%ول ا���U<ات  .د.2
1

'( ) 0

6
( )

0 02 1

x e

f x

f x
e

+ ∞

+ −

+

  

• F�X ���	� K د���	
) 9�2S �6"0 ا� )f x k= �$<$�
�* ���� :  

  :*� N%ول ا���U<ات -<ى أن 

• ] [6
( ) 0; : 1;

2 1
f x x e

e
 ∈ ∈
 + 

  

6 و0 *12ر K  ��S، و *�>ا$%ة �
�*�f ا�%ا��  •
2 1e +

): ��α 9إذن $N% /%د �#6�6     . )f kα =.  

 0f
��Sو:  

• ] [6
( ) 0; : ;

2 1
f x x e

e
 ∈ ∈ + ∞
 + 

.      

�1 �
�*�f ا�%ا��  •X� �*  وK  ��S ر6 و12* 0
2 1e +

): ��β 9إذن $N% /%د �6�6# و��%     . )f kβ =.  

�����)ا�
	�د�� : א� )f x k=�� 0"6�  ��* � �$<$�
α و β 9�� :( )f x k=.  


�س.هـ.2
)1 �	��� *	�د�� ا� )∆. 2 
�� ( )
f

C ��_�]ذات ا� �A6 1/ % ا�:   
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 � $%�: (1) 0f   و=
12

'(1) 3
4

f = =.  


�س
ن *	�د�� ا����1( )(1)'ه#∆( 1) (1)y f x f= − 3 :إذن   .+ 3y x= −.  

): ا�
	<�� Sـ h �%$ � ا�%ا�� .3 ) ( )xh x f e=،[ [1;D = + ∞:  

   : N 0��R� h%ول ��U<ات ا�%ا�� .أ.3
6

(1) ( )
2 1

h f e
e

= =
+

  

6 6
lim ( ) lim ( ) lim lim 0

2 1

x

x xx x x x

x
h x f e

e x e
x

+

→+ ∞ →+∞ →+∞ →+∞
= = = =

+ +
.  

• �6�R
  : ا�%ا�� ا�

 � $%�:( ) ( )xh x f e= ن��� ،:
2

1
'( ) . '( ) . 0

(2 )

x x x

x

x
h x e f e e

e x

−= = <
+

.  

�1 �
�*� /�.hا�%ا�� : إذن X� �* [ [1;+ ∞.  

:       N%ول ا���U<ات •
1

'( )

6
( ) 02 1

x

h x

h x
e

+ ∞

−

+

  

)2 �	��� *	�د��.ب.3 )∆. 2 

�س ا�*( )
h

C ��_�]ذات ا� �A6 1/ % ا�:   

 � $%�:6
'(1) 0 ; (1)

2 1
f h

e
= =

+
ن *	�د����2، �(   : ه# ∆(

'(1)( 1) (1)y h x h= − )2، و* ( *	�د��+ )∆:6
2 1

y
e

=
+

.  


ـ.3.F!1 ر( )∆،2( )∆،( )
f

C،( )
h

C:  
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