
  ال لللبالو ي رلا  ل2017التح
 مل)ل  ل(ل02اموضوعل

 لالٔولل ي (لل04):لالم لا نقا اه  لم

 ل وع هوللل2نعترليلا لا ا ةلل امعا x; yل:لل التالي  21 17 8E ... x y .ل
ل (1 أٔ(لعنلالثنائي 0 0

x ; yةلل عا للل ح E. 

ليل ةلل2(لح امعا E.ل
ل ي ركلالٔكرلللع لللقاملام ل.yوللx(لعنلالقملام

لالطبيعيل (2 لحسبلقملالع للnأٔ(لأٔ لللع ي لاقلي 9بوايلالقس
nلل لالع  .13ع

ل لالثنائي الان (لبنلأٔنهلا  ; ةلل عا حاللل Eنَل:لل فا  34 20 21
3 9 2 0 13

    .ل
ل (3 لالثنائي الان أٔ(لبنلأٔنهلا  x; yةلل عا حاللل Eوانللxلل اعفلللع نَلل4م :لفا  0 4y . 

ل لالثنائيا (لعنلمي x; yةلل حلولللامعا Eونل:لل لي حي  4PGCD x; y .ل

 لالثاي ي (لل05)ل:لالم لانقا اه  م

 لوامتجانسليل ىلامعملامتعام لا  اءلمنسو ال O,i, j,k.لل نعترلالنق   3 2 1 1 2 2B ; ; ,A ; ولل;
 1 3 3C ; ;. 

س تقمل (1 لوس يطيللل بنلأٔنَلمثي ABهول:لل 
3 2

2

1

x

y ;

z






 
  
  

. 

ل (2  تعنلمس توال.لCوللB,Aبنلأٔنَلالنق

عاعل (3 أٔ(لبنلأٔنَلال 1 2 2n ; ;س تويلل يللل اظ ABC. 

س تويل للل تي يا ةل (لأٔكتبلمعا ABC.ل
ل (4 لي Pةلل يلامعا 3امس تويل 2 2 0x y z   . 

بنلأٔنَلامس توينل (لألٔ ABCولل Pلمس تقملل يتقاطعانلوف لل لالنقط  .Cي

بنلأٔنلَ (ل 2 0 1u ; ;س تقملل شعاعلتوجيهللل س تقملمَل عنلمثيالوس يطياللل . 

ل (5 لت 1 2 3 3M t; ; t حيtلامس تقمللل لم نقط . 

قيقيل (ألٔل لا لالع ونلحىلtعنلقم لي عاعلحي عاعللAMلال لال يلع  .uمو

لالنقطل (ل اثيا ح لل'Aلأٔحسبلا  يلللنقط و لالع لامس تقملAامسق ع . 

ل (ل لبنلالنقط ولامس تقمللAأٔحسبلامساف . 

ل:ل (6 ن  2f t AMلل 

أٔحسبل (لألٔ f tاةلل اةلللtب ىلل غ لال ي لا  .fملعنلالقم

ل (ل لبنلالنقط جلامساف ولامس تقمللAلاس تن . 

 



 لالثال ي (لل04)ل:لالم حيحنقا لالت اه  لم

لوامتجانسلامبارل ىلامعملامتعام لا  كبلامنسو يلامس تويلام O,u,v.ل
ل لالرتيبل:للDولC,B,Aنعترلالنق اليللواحقهالع 2 3 2 3 3 4 1C B Az i , z i , z      ول
 2 3 2 3Dz i     

ل (1 لالنقط انللBأٔ(لبنلأٔنَلصو للrادو لالنقط كز يلم اويتهللAا 2و

3

لل  .Dيلالنقط

جلأٔنَلالنقطتنلل (ل س تن للDوللBا  سلادائ ىلن تتنميانلا  هال.ل فلقط كزهالون  يطلبلتعينلم

ل (2 لالنقط للFلت لالنقط للhالتحايللAصو لالنقط كز يلم هللBا 3ونسب

2
. 

ل (ألٔل لالنقط 2FzيللFبنلأٔنَلاحق i . 

للFبنلأٔنَلل (ل فلالقطع ت يلم CD. 

3بنلأٔنَل (ل
C F

A F

z z
i

z z


 


لل Cمَلأٔكتبلالع F

A F

z z

z z




للالٔيل.ل لال  ع

جلأٔنَلامس تقمل (ل اس تن AFلل لالقطع هولحو CD. 

ل (هل ئلالنق  .DولC,F,B,Aأٔن

اب لال ي (لل07)ل:لالم لا نقا اه للم

 لل ي الللgنعترلاداةلالع لا لع ف امع 0;بـ:ل  1 2g x x xln x  . 

لاداةل (1 لتغرا  .gأٔ

ل (2 شا جلا  س تن ا  g xاللل لا ع 0;. 

I. fلل لع ف لامع ي اداةلالع   0 1 1fD ; ; مالييل:لل 
 2

1

1

ln x
f x

x





 

 fCلوامتجانسلل مثيلهالالبيايليلامعملامتعام O;i, jل.ل
أٔحسبل (1 

0
0

x
x

lim f x



ولل 

1x
lim f x


س يال.ل لالنتاجلهن ََ  مَلف

لحقيقيلل (2 لللع لأٔج fxبنلأٔنهلم Dدينال:لل 
 2

1

1

x ln x
f x

x xx

    
مَلأٔحسبلل 

x
lim f x


س يال لهن لالنتيج ََ  وف

أٔ(لبنلأٔنَل:ل (3     
 4

1

1

x g x
f ' x

x x

 



لحقيقيلل لللع لأٔج fxم D. 

لل (ل شا لا  أٔ f ' xلتغرلاداةلل جلاجا  .fواس تن

لاداةل (ل وللتغرا  .fشللج

1أٔحسبل (4 1

2
f , f

e

   
   
   

ملل مَلأٔ fC. 

نعترلالتاملنلالتالينل:ل (5
 

3

2

1

1
I dx

x x


وللل 
3

2

J f x dx . 

لأٔنَل:ل (لألٔ حق
 

1 1 1

1 1x x x x
 

 
2مَلبنلأٔنَلل 2 3I ln ln . 



لبنلأٔنَل:ل (ل س تعاللامامةلالتجزئ 3ا  1
3 2 3

2 2
J ln ln  . 

للcm²بـللAأٔحسب (ل لامنحيلمساح زلامس تويلا ا fCاهال لاليلمعا 2للوامس تقا 0x , y  

3xو  . 

 

لل لالتوفي للل2017ليلالباكللوالنجا

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل



 حيحلاموضوعلالثايل  ت

 لالٔول ي حيحلالم ل:للت ىلن جوعلا  يال  الم

للدينال وع هوللل2يلا لا ا ةلل ل:لللامعا التالي  21 17 8E ... x y .ل
ليعلتلأٔ(ل (1 نلالثنائي 0 0

x ; yةلل عا للل ح E: 

دينال:ل   21 1 17 1 4 للل والتا   21 2 17 2 8 أٔيلللل   0 0
2 2x ; y ;ةلل عا للل لخا ح E

ل.
ةلل2ليلا (ل امعا E:ل

21دينال:ل 17 21 2 17 2x y    هلل وم     21 2 17 2x y ... *  ل
ودينال:ل 17 21 2/ xلل17ولل لم نَلل21أٔو لفا  لغو حسبلمرهن 17 2/ xل

هل 2وم 17x k ل
أٔيلل 17 2x k k N  ل

ةل ليلامعا التعوي *ل:لل ج 21 2y k k N  ل
ةليل حلوللامعا  17 2 21 2S k ; k ;k N   ل

ليعلتل (ل ي ركلالٔكرلللع لللقاملام ل:yوللxنلالقملام
ل ن d PGCD x; yلل

dدينال:ل / xوللd / yهلل وم 21 17d / x y8أٔيللd لل/ والتا 8
1 2 4 8d D ; ; ; ل

للاسأٔ(ل (2 لللع ي لاقلي 9بوايلالقس
nلل لالع  :13ع

 دينال:ل

 0
9 1 13ل 1

9 9 13ل 2
9 3 13ل 3

9 1 13ل
ل هلبوايلقس لوم 9الع

nلل لالع هالل13ع و ل ي و ل تالي للم 3pت ل
لطبيعيل لللع لأٔج لدينال:لkم

3 2n k 3ل 1n k 3لn kلnل
لل1ل9ل3 9ايلقس

nل13لعل
الالَابيتل (ل لنلأنٔهلا  لالثنائي ن ; ةلل عا حاللل Eنَل:لل فا  34 20 21

3 9 2 0 13
    :ل

دينال:ل   17 10
34 20 2

3 3 13
  هلل وم 34 20 17 10

3 9 13
  أٔيلل 34 20 17 8 2

3 9 13
   ل

:ل والتا 34 20 21 2
3 9 13

  للل
لنَل:لللٔ الثنائي ; ةلل عا حاللل E21لليعيل 17 8  هلل 21وم 17 8  ل

أٔيلأٔنَ:ل 34 20 21 2
3 9 9 13

   لل

نل:ل ا  34 20
3 1 3 13

  لٔنَل:لل
 
 
 

21

2

21

9 1 13

9 3 13

9 1 13


 
 
 

ل



وأٔخرال:ل 34 20 21
3 9 2 3 1 2 13

      هللل وم 34 20 21
3 9 2 0 13

    ل
لابيتلأٔ(ل (3 لالثنائي الان نلأٔنهلا  x; yةلل عا حاللل Eوانللxلل اعفلللع نَل:لل4م فا  0 4y : 

ل الثنائي x; yةلل عا حاللل E21يعيلل 17 8x y .ل
للxولانل اعفلللع يعيلل4م 4x m m N لل

هل وم 21 4 17 8m y أٔيللل 17 21 4 8y m ل والتا   17 21 4 8 4y m ل
أٔيل 17 0 4y لل والتا 0 4y . 

لنعيتل (ل لالثنائيا لمي x; yةلل حلولللامعا Eونل:لل لي حي  4PGCD x; y :ل

  4PGCD x; y يعيلل 
 

0 4

0 4

x

y

 



هلل وم 

 
17 2 0 4

21 2 0 4

k

k

  


 
هلل وم 2 4k  أٔيلل 2 4k ل

ل والتا 4 2k N   ل
هل وم 17 4 2 2 68 36x      وللل 21 4 2 2 84 44y      ل
ليللوالتا لاليلحق لالثنائيا لموع    68 36 84 44

x;y
S ; , N      

 لالثاي ي حيحلالم ي:للت لالم ىلن جوعلا   لال

 للدينا :لالنق   3 2 1 1 2 2B ; ; ,A ; ولل; 1 3 3C ; ;. 

س تقملابيتل (1 لوس يطيللل نلأٔنَلمثي ABهول:لل 
3 2

2

1

x

y ;

z






 
  
  

: 

ل لالنقط اثيا ح لا  ل:للAنعو ج
1 3 2

2 2

2 1





 
 
  

هلل 1وم

1



 

  
للأٔيلل لالنقط اثيا ح لأٔيلا  للAوحي حق

لامةل.

ل لالنقط اثيا ح لا  ل:للBنعو ج
3 3 2

2 2

1 1





 
 
  

هلل 0وم

0





 
للأٔيلل لالنقط اثيا ح لأٔيلا  لامةللBوحي حق

ل.

لامةل والتا 
3 2

2

1

x

y ;

z






 
  
  

س تقملل لوس يطيللل مثي AB. 

لابيتل (2  :تعنلمس تواللCوللB,Aنلأٔنَلالنق

ل لالنقط اثيا ح لا  ل:للCنعو يلامةلج
1 3 2

3 2

3 1





 
 
  

لل لالنقط لامةلوالتا اتنميلاىللCفهييلاحق

امس تقمل ABلأٔيلالنقلB,AوللCلفهييلتعنلمس توالل س تقامي ليلا  ليس ABC. 

عاعلابيتلأٔ(ل (3 نلأٔنَلال 1 2 2n ; ;س تويلل يللل اظ ABC: 



دينال:لللل
2

0

1

AB

 
 
 
  

و  
0

1

1

AC

 
 
 
 
 

      

ودينال:ل   
 

2 1 0 2 1 2 2 2 0

0 1 1 2 1 2 2 2 0

AB.n

AC.n

           


         
عاعلل هلال وم 1 2 2n ; ;لللمل يلع لمو

عاعن س تويللACوللABال يللل نلاظ فهولا  ABC. 

س تويللكتاب (ل للل تي يا ةل معا ABC: 

 1 2 2n ; ;س تويل يللل لاظ ABCلل:لل لال لتهلم 2ليعيلمعا 2 0x y z d   ل
ل A ABCيعيلل   1 2 2 2 2 0d   هللللل 1dوم  ل

س تويل ةللل معا ABC2ليل:ل 2 1 0x y z   ل
لدينا (4 Pةلل يلامعا 3امس تويل 2 2 0x y z   . 

نلأٔنَلامس توينلابيتل (لأٔل ABCولل Pلمس تقملل يتقاطعانلوف لل لالنقط  :Cي

س تويللل يللل لشعاعلاظ ABCللهول 1 2 2n ; ;لل
س توي يللل لشعاعلاظ Pلهول   1 3 2

P
n ; ;ل

عاعنل لال يلالم لتوا اس 1 2 2n ; ;لول   1 3 2
P

n ; ;:ل
1دينال:ل 2 2

1 3 2


 


لحقيقيللل لع ل:للkأٔيلايوج حي P
n knلللل

عاعانل هلال وم 1 2 2n ; ;لول   1 3 2
P

n ; ;تبطنلخطيالأٔيلامس توينلل غرلم ABCولل Pلل يتقاطعانلوف
مس تقمل .ل

تبيانلأٔنَلامس تقمل لالنقطل لم ل:Cلم
ل لامس توينلCأٔيلنبنلأٔنَلالنقط ىلالم لتنميلا  ABCولل Pل

ل اثيا ح لا  ةلامس تويلCنعو ليلمعا Pل:ل لج   1 3 3 2 3 2 0   هلل لوم حقق C P.ل
كل ودينالك C ABCلل

ل ىللCوالتا لامس توينمس تقملتنميلا  امس تقمللتقاط . 

نلأٔنلَلابيتل (ل 2 0 1u ; ;س تقملل شعاعلتوجيهللل س تقمليعلتلمَل نلمثيالوس يطياللل : 

 2 0 1u ; ;س تقملل شعاعلتوجيهللل عاع لللملuليعيلأٔنَلال يلع عاعنللمو وللnال P
nلل

دينال:ل   

     
1 2 2 0 2 1 2 2 0

1 2 3 0 2 1 2 2 0
P

n.u

n .u

           


          
ل

ل والتا 2 0 1u ; ;س تقملل شعاعلتوجيهللل .ل
س تقمل لوس يطيللل لمثي كتاب ل:لل

   M x; y;z  يعيللCM tuأٔيللل
1 2

3 0

3

x t

y t

z t

 
   
   

ل



هل امةل:لوم 
1 2

3

3

x t

y ; t

z t

 
  
  

س تقمللل لوس يطيللل مثي .ل

 

لدينال:ل (5 1 2 3 3M t; ; t حيtلامس تقمللل لم نقط . 

قيقيليعلتل (أٔلل لا لالع عاعللtنلقم ونلال لي عاعللAMحىلحي لال يلع  :uمو

:لدينال
1 2 1 2

3 2 1

3 2 1

t t

AM

t t

    
       
        

ل

AMعاعلل لال يلع 0AMيعيلللuمو .u أٔيلل  2 2 0 1 1 1 0t t      ل
هل 4وم 1 0t t  5أٔيللل 1t لل 1والتا

5
t  

للحسال (ل لالنقط اثيا ح لل'Aا  يلللنقط و لالع لامس تقملAامسق ع : 

ل لأٔج 1م

5
t س تقمللل لالوس يطيللل ليلمةلالمثي نعو ل:ل لج

1
1 2

5

3

1
3

5

x

y

z

        

  


أي  

7

5

3

14

5

x

y

z

 




 


 

ومنه 
7 14

3
5 5

A' ; ;
 
 
 

 

للحسا (ل لبنلالنقط ولامس تقمللAامساف : 

    
2 2

27 14 4 16
1 3 2 2 1

5 5 25 25
d A; AA'

                
   

ل

   45 9 9 3 3 5

25 5 55 5
d A;      أٔيلللللللل   3 5

5
d A;   

ل:ل (6 ن  2f t AMلل 

لحسا (لأٔل f tاةلل  :لtب

دينال:ل       2 2 22 2 2
1 2 1 3 2 3 2 4 1 1 2f t AM t t t t t             ل

هل وم  2
5 2 2f t t t   

اةللتعينلل - ىلل غ لال ي لا  :fالقم

لل لام تق حسا f ' tل:ل
  10 2f ' t t ل

لاداةل وللتغرا ج
f:لل
ل
ل
ل

                                    
1

5
                                                   ل tل

ل                    0                     للللللللللللللل f ' tل
ل

1لللللللللللللللللللللللللللل 9

5 5
f
   
 

ل f tل



لااس تن (ل لبنلالنقط ولامس تقمللAللامساف : 

ل لبنلالنقط ولامس تقمللAامساف ليل
1 9 3 5

5 5 5
f
    
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 لالثال ي حيحلالم ي:للت لالم ىلن جوعلا   لال

لالرتيبل:للDولC,B,Aلدينالالنق اليللواحقهالع 2 3 2 3 3 4 1C B Az i , z i , z      ول
 2 3 2 3Dz i     

لابيتلأٔ(ل (1 لالنقط انللBنلأٔنَلصو للrادو لالنقط كز يلم اويتهللAا 2و

3

لل  :Dيلالنقط

انل و لل كب لام ل:لrالعبا

 
2

3
i

A Az' z e z z


  أٔيللل 2 2
1 1

3 3
z' cos i sin z

      
 

ل

هل:ل وم 1 3
1 1

2 2
z' i z

 
      
 

لل والتا

1 3 1 3 1 3 3 3
1

2 2 2 2 2 2 2 2
z' i z i i z i

   
                
   

ل

نل:ل 1ا  3 3 3

2 2 2 2
z' i z i

 
      
 

ل

ل لالنقط لل'Bلت لالنقط انللBصو ل.لrادو

دينال:ل r B B'هلل وم 1 3 3 3 3 3 3 3 3
3 4 2 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2
B'z i i i i i i

 
              
 

ل

أٔيل 3 3 3
2 2 3 2 3 2 3

2 2
B'z i i i i         

 

هل:ل وم 2 3 2 3B' Dz i z     ل
ل لالنقط نلصو انللBا  لللrادو  .Dيلالنقط



س تنل (ل للDوللBلأٔنَلالنقطتنلاا  سلادائ ىلن تتنميانلا  ل: 

 r B Dيعيلل   2
2

3

AD AB

AB; AD
 







هلل للDوللBالنقطتنلوم سلادائ ىلن تتنميانلا  كزهالل م

ل هالAالنقط فلقط 3للللون 4 1 2 4 20 2 5B AR AB z z i i          

لدينال (2 للFالنقط لالنقط للhالتحايللAصو لالنقط كز يلم هللBا 3ونسب

2
 

لابيتل (أٔلل لالنقط 2FzيللFنلأٔنَلاحق i : 

دينال:ل h A F3يعيللل

2
BF BAل

هل:ل وم 3

2
F B A Bz z z z  أٔيلل 3 3 3 3 1

2 2 2 2 2
F A B B A B B A Bz z z z z z z z z       ل

ل والتا 3 1 3 3
1 3 4 2 2

2 2 2 2
Fz i i i        2أٔيلللFz i  

للFنلأٔنَلابيتلل (ل فلالقطع ت يلم CD: 

دينال:ل
    2 3 2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3 4
2

2 2 2 2

C D
i iz z i i i i i

i
             

     

هل 2وم
2

C D
F

z z
i z


  أٔيلللFلل فلالقطع ت يلم CDل

3نلأٔنَلابيتل (ل
C F

A F

z z
i

z z


 


 :ل

2دينال:ل 3 2 3 2 2 3 3 1 2 2 3 3 4 3 2 3

1 2 1 2 1 2 5

C F

A F

z z i i i i i i i

z z i i i

        
   

   
ل

هل 5وم 3
3

5

C F

A F

z z i
i

z z

 
  


 

للكتاب - Cالع F

A F

z z

z z




للالٔيل:ل لال  ع

2دينال:ل
3

i
C F

A F

z z
e

z z

  
 




 

لأٔنَلامس تقملااس تنل (ل AFلل لالقطع هولحو CD: 

2دينال:ل
3

i
C F

A F

z z
e

z z

  
 




هللل وم   2
2

FA,FC
  ل

هل وم FAلل يلع مو FCل
للFودينال:ل فلالقطع ت يلم CDل

امس تقمللوالتا AFلل لالقطع هولحو CD 

اء (هل ن للا   :DولC,F,B,Aالنق

ملالنقطتنل ن   3 4 1B i , Aلل
كزل لام ا لل ملادائ لAمَلن

ل فلالقط Rون ABل
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