
 ر يد التح ا ا  اموضوع الثام  - 2017للبالو
  اهد االمري الٔول: ـــــــــــــــــ  ( انق 04ـــــــــــــــــــــ)  م

اء   سوو  ا   امل  امتلامد وامتااس  ام ي ال O,i, j,k  امو توي، نلتب  2 0P : x y z     والنق 
 0 1 1I ; ;. 

تسمي ا   امو توي  Iأٔ( حق أٔنَ النق  (1 P. 

و تقم     يا لل  ( عن مثيا وس ي  اما م النقI  ي ع و امو تويوالل P. 
لت (2 C  ا امركز ر  Iادائر  و  1ونصف الق S  ر ح ال امركز  اس 1 0 0; ; لها والي يق

امو توي P ي ادائر C.   

ر  (أٔ   ح ال ر س بن أٔنَ نصف ق S  2يواوي .  

ر  (   ح ال تي لو يا ة  أٔكتب ملا S. 

وس ي حقيقي و  mلي (3 mS  موع النق   M x; y;z اء حي : م ال
   2 2 2 1 0x² y² z² mx m y m z m         . 

فا نَ  mبن أٔنه م أٔج ل عد حقيقي ( أٔ  mS لب تلين مركزه ح كر ي ره mIاس  . اونصف ق

وع  mموح بن أٔنه عندما   (   نَ  ا امو تقم تتغر ع mIفا  .  

  اهد االمري الثاي: ـــــــــــــــــ  ( انق 05ـــــــــــــــــــــ)  م
I.   ليm ا حقيقيا موجبا ماما و ةنلتب ي موع الٔعدا امركب عد  املا E

m
هول امركب  التالي :zا ا

                   3 0mE : z² m z m²   
وع  -1 ة ح ي ا املا E

m
م أٔكتب

2 1
z , z   ة حي املا E ل امثلي بداة  .mع ال

قيقي -2 ون : mعن قم اللد ا 6الي م أٔجلها ي 6

1 2
z z 128  .  

II.  دو نلتب كثر ا P z تغر امركب املرف كا يي :  zلل     3
3 1 3 1P z z i z² i z      

حق أٔن  (أٔ      P z z i z² 3z 1   . 
وع  (   ة ح ي ا املا P z 0. 

III.    بارام تااس  ام تلامد و ام ل  امي امو توي امركب امسوو  ا O,u,v  نلتب النقB,AوC لواحقها ع

الرتيب    
C B A

3 1 3 1
z i,z i,z i

2 2 2 2
      

C أٔكتب اللد امركب  (أٔ   B

A B

z z

z z




ل الٔي    جم ع ال س تس   . ABCطبيل امثل   ا 
ي شلاعه Cصو النق 'Cأٔوجد احق النق   (    .OABCم بن طبيل الراعي BAااسوحا  ا

ان  (  اوي ادو ي مركز النق rعن   .Bا   النق  Aو حول النق  Oا
 
 



 اهد ا ـــــــــــــــــــــ : ـــــــــــــــــل المري الثا  ( انق 04) م
ي  ال  fنلتب اداة اللد املرف ع ا 0;2  : ما يي 

3

2

x 2
f x

x 1





. 

ال  xبن أٔنه م أٔج ل عد حقيقي  (1 م ا 0;2 : فا ن 
  

 

2

2
2

x x 1 x x 4
f ' x

x 1

  



, 

 .fأٔ تغرا اداة  (2

ال  xبن أٔنه م أٔج ل  (3 م ا 0;2 : فا ن   f x 0;2. 

ي  (4 نلتب امتتالي اللد nu  0ما يي :  املرف عu 1  وم أٔج ل عد طبيليn  :
 n 1 nu f u . 

نَ :  nبره الراجع أٔنه م أٔج ل عد طبيلي (أٔ   n0 فا  u 2 . 

اب امتتالي  (   أٔ  nu. 

ج أٔن امتتالي (  س تس ا  nu . ب مَ عن هايها قا  م

  اهد ا: ـــــــــــــــــ رابع المري ال  ( انق 70) ـــــــــــــــــــــ م
ي ال  fنلتب اداة اللد  املرف ع ا 1;   : بـ   2x

f x ln 1 x
1 x

  


 
ي  سو fC   مثيلها البياي ي امل  امتلامد وامتااس O,i, j . 

أٔ( أٔحوب  (1 
x 1

x 1
lim f x



 مَ فر النتيا هندس يا . 

أٔحوب  (   
x
lim f x

. 

جا تغر اداة  (2  مَ شل جدول تغراها .fأٔ ا 

ة اما  (3 أٔكتب ملا T  نحي لل fC اصة ا ال  , 0عند النق 

ة أٔ(  (4 بنَ أٔنَ املا f x 0  حلن أٔحدها ملدوما والخٓرتقب   3.9حي 4 . 

بن أٔنَ :  (    2
ln 1

1




 


 

شا (  عن ا  f x ال ع ا 0;  . 

أٔحوب   (5 f م 5 مَ أٔ T و fC. 

ي    (6 ال  Fلت اداة اللد املرف ع ا 1;   : ما يي     F x x 3 ln 1 x 3x    . 

اة  Fأٔنَ اداةبن  ( أٔ  ال fاة أٔصلي ل ع ا 1; . 

ي   (   سو A   د امنحي ز امو توي ا مواح ا fC  ي واص وامو تقمن  وحام حو ال
لتن xاملا 0  وx     . 

بن أٔنَ :  
2 3

A cm²
1

 


 
   

لـ مَ عن حرا   A  

 الص مع منياي ا  بنائناوأٔ  بناتنال  التوفي والناا ا   2017ي البالو



 ح اموضوع الثام  ا يد للبالو ر ا  للتح

    : الرجوع ا   ن المريح المري الٔول 

دينا :امو توي      2 0P : x y z     والنق  0 1 1I ; ;. 
تسمي ا   امو توي  I( التحق م أٔنَ النقأٔ   (1 P: 

حداثيا النق  ة Iنلو ا   امو توي ي ملا P : جد 
 0 1 1 2 0      ه حقق وم I P 

ييل ت  (   و تقم  ن مثي وس ي لل  اما م النقI ي ع امو توي و والل P: 

ما أٔنَ   ي ع  مو P و تقم نَ شلاع توجيه لل فا   هو    

1

1

1

Pu n

 
   
  

 

لت  M x; y;z    اء تسمي ا نق م ال    يلي  IM ku      

ه  1وم

1

x k

y k

z k


  
   

 أٔي 

 1

1

x k

y k ; k

z k


   
   

و تقم   ي لل مة مثي وس ي . 

دينا (2 C  ا امركز ر  Iادائر  و  1ونصف الق S  ر ح ال امركز  اس 1 0 0; ;. 

ر ت  (أٔ   ح ال ر س بيان أٔنَ نصف ق S  يواويR=2 : 

دينا :   R² r² d² ; P   

حوا  امواف   d ; P 
  

 2
2 1 2 3

3
3 31 1 1

x y z
d ; P

² ²

     
    

  
  

والتا :     2

1 3 4R² r² d² ; P ²      
ه :  2Rوم  ر ح ال ر س  نصف ق

ر كتاب  (   ح ال تي لو يا ة  ملا S: 

ل :  ة م ال لها ملا     2 2 2
x x y y z z R²        

أٔي      2 2 2 2
1 0 0 2x y z      
ه :  2وم 2 2

2 3 0x y z x      ة رملا ح ال لو S 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دينا (3 mS  موع النق  M x; y;z  : اء حي م ال
   2 2 2 1 0x² y² z² mx m y m z m          

فا نَ  mن أٔنه م أٔج ل عد حقيقيابيت  ( أٔ  mS  ح كر  :س

ع :  2ن 2c m , b m , a m       2و 1d m  

دينا :       
2222 2 2 2 2

2 1
4 4

m m ma b c
d m

            

أٔي 
2 2 2 2 2 2 2

24 4 4 4 8 4 3 4 3
1

4 4 4 4

a b c m m m m m m m
d m

          
     

ه :  23وم
1 0

4
m              أٔي

2 2 2

0
4

a b c
d

 
      م أٔج أٔي عد حقيقيm 

ه  وم mS  ح كر مركزها  س
2 2

2 2 2
m

m m m
I ; ,

    
 

رها   23ونصف ق
1

4
mR m  

وع  mموح ن أٔنه عندما ابيت  (   نَ  ا امو تقم تسمي ا   mIفا  : 

2دينا :  2

2 2 2
m

m m m
I ; ,

    
 

ه   وم 

1

2

1
1

2

1
1

2

x m

y m ; m

z m

  

    

  

 

ي شلاع توجيه ه mIأٔي    موح امو تقم ا

1

2

1

2

1

2

v

  
 
  
 
  
 

وي النق    0 1 1I ; ;  



دينا 

1

2

1

2

1

2

v

  
 
  
 
  
 

يا مع شلاع توجيه امو تقم  مرتب خ  َلٔن  

1
1

1
2

1

v u 

 
    
  

 

امة   

1

2

1
1

2

1
1

2

x m

y m ; m

z m

  

    

  

و تقم  ي لل ي مثي وس ي  أٔيmI امو تقم تسمي     

  الرجوع ا   ن المري  :  الثاي ح المري 

I.   ةي موع الٔعدا امركب دينا املا E
m

هول امركب  التالي :zا ا  3 0mE : z² m z m²   

ة  .1 ح املا E
m : 

ز :       حوا  ام 
 

2
2 2 2 2

2

3 4 3 4m m m m m

im

      

 
 

ة تقب حلن ها :  ن املا    ا 
2 1

3 3

2 2

m im m im
z , z

   
     

ة موع حلول املا E
m

  :    3 3

2 2

m im m im
S ,

       
  

    

ة  كتاب حي املا E
m

ل امثلي :  ع ال

كتاب 
1

3

2

m im
z

 
 : ل امثلي  ع ال

وية :  حوا  ال
1

3 3 1 3 1
1

2 2 2 2 2

m im
z m i m i m m

  
            

 
 

ع :  ن 1 1
arg z      ه 1وم

1

3 3

2 2

1

2 2

m
cos

m

m
sin

m





 
  


  

ه   وم 1

5
2

6

  

ل امثلي لللد امركب  ال
1

3

2

m im
z

 
  هو 

1

5 5

6 6
z m cos i sin

    
 

 

كتاب اللد  
2

3

2

m im
z

 
 : ل امثلي  ع ال

دينا :  
2 1

5 5

6 6
z z m cos i sin

                 
 

ل امثلي لللد امركب  ال
2

3

2

m im
z

 
  هو 

2

5 5

6 6
z m cos i sin

                
 

قيقي -2 ون : mتلين قم اللد ا 6الي م أٔجلها ي 6

1 2
z z 128  : 



6 6

1 2
z z 128       يائ

66

5 5 5 5
m cos i sin m cos i sin 128

6 6 6 6

                                   
 

ه  وم      6 6m cos5 i sin5 m cos 5 i sin 5 128            
والتا    6 6m 1 i 0 m 1 i 0 128           
ه   62mوم 128           6أٔيm 64           ه mوم 2 

 6 6

1 2
z z 128   م أٔج m 2 

II. دو  دينا كثر ا P z تغر امركب املرف كا يي :  zلل     3
3 1 3P z z i z² i z i      

 : أٔنَ  م تحقال  (أٔ      P z z i z² 3z 1   : 

دينا : 
        3 2 2 3 2z i z² 3z 1 z 3z z iz i 3z i z 3 i z 1 i 3 z i P z                

أٔي     P z z i z² 3z 1    
وع ا (   ة  ي ا املا P z 0 : 

 P z 0  يائ     z i z² 3z 1 0    
ما :   zا  i 0   ه zوم i 

z²أٔو  3z 1 0      تائ 1E : z² 3z 1 0        والتا
2 1

3 3

2 2

i i
z , z

   
  

ة :  3موع حلول املا 1 3 1

2 2 2 2
S i, i; i

       
  

 

III.  : النق  ديناB,AوC    لواحقها ع الرتيب
C B A

3 1 3 1
z i,z i,z i

2 2 2 2
       

C كتاب اللد  (أٔ   B

A B

z z

z z




ل الٔي :   ع ال

Cدينا :   B

A B

3 1 3 1
i i

z z i 2i2 2 2 2

z z 3 1 3 1 3 i
i i i

2 2 2 2

     
  

   
  

Cأي  B

A B

z z 2i 3 i 2i 3 2 1 3
i

z z 3 1 2 23 i 3 i

    
     

  
 

أي  
2

i
C B 3

A B

z z 1 3
i e

z z 2 2




   


 

أٔي 
2

i
C B 3

A B

z z
e

z z







 

     
 
 



س تس    :ABCطبيل امثل   اا 

دينا :       
2

i
C B 3

A B

z z
e

z z







ه               وم
2

i
C B 3

A B

z z BC
e 1

z z BA




  


و   

   C B

A B

z z 2
BA;BC arg 2

z z 3

 
 

    
 

ن امثل    متواوي الواقن ABCا 
جا (   ي شلاعه Cصو النق 'Cاحق النق  ا    :BAااسوحا  ا

دينا :  
BA

C' t C        يليC' C BA
z z z  

ه  وم
C'

3 1 3 1
z i i i 0

2 2 2 2
       
'Cأٔي  Oz 0 z   ه 'Cوم O 

  :OABCطبيل الراعي تلين
COدينا :  BA  ه الراعي ي أٔضاع . OABCوم وا  م
BA ودينا : BC  

ه الراعي  .ملن  OABCوم
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

ان يل ت  (  اوي ادو ي مركز النق rن   :Bا   النق  Aو حول النق  Oا

دينا :  
5

i
56 i ii

B O B 6 32

i
A O A 2

z z z e
e e

z z z
e


 




   


iأٔي      

B O 3

A O

z z
e

z z





 

i
B O 3

A O

z z
e

z z





ان يلي   و ي مركز النق rيوجد  اويته  Bا   النق  Aو حول النق  Oا

3

  

    



  ا   ن المريالرجوع   :  الثال ح المري 

ي  دينا  ال  fاداة اللد املرف ع ا 0;2  : ما يي 
3

2

x 2
f x

x 1





. 

ال  xن أٔنه م أٔج ل عد حقيقي ابيت  (1 م ا 0;2 : فا ن 
  

 

2

2
2

x x 1 x x 4
f ' x

x 1

  



: 

دينا :      
     

2 2 3 4 2 4 4 2

2 2 2
2 2 2

3x x 1 2x x 2 3x 3x 2x 4x x 3x 4x
f ' x

x 1 x 1 x 1

       
  

  
 

أي  
 

  
 

24 2

2 2
2 2

x x 1 x x 4x 3x 4x
f ' x

x 1 x 1

   
 

 
 

أٔي  
  

 

2

2
2

x x 1 x x 4
f ' x

x 1

  


 
ال  xم أٔج ل عد حقيقي  م ا 0;2 

جا أٔ  (2  :fتغر اداة ا 

: شا ام تق  ا 
 2                     1                     0 

x 
                       +                    +0 

x 
                      +0        -  

x 1 
            +                   + 2

1² 4 4 15

x x 4
   

  

                   +   0        -            0  f ' x 

 : fجدول تغرا اداة 
2                       1                   0 

x 
                    +   0        -          0  f ' x 

2                                            2 
 

                         3

2
 

 f x 

ال  xن أٔنه م أٔج ل ابيت  (3 م ا 0;2 : فا ن   f x 0;2: 

م جدول التغرا ناح أٔنه م أٔج  x 0;2  : َن فا  3
f x 2

2
  3  و

0
2

)خاصي التلدي ( 
ه  وم 0 f x 2      أٔي   f x 0;2  

ال  xم أٔج ل والتا  م ا 0;2 : فا ن   f x 0;2 

 

 



ي  دينا (4 امتتالي اللد nu  0ما يي :  املرف عu 1  وم أٔج ل عد طبيليn  :
 n 1 nu f u . 

نَ :  nن الراجع أٔنه م أجٔ ل عد طبيليابهال (أٔ   n0 فا  u 2 : 

ي  سو P n . اصي  هد ا
nم أٔج  .1 0 : دينا 

0u 1  ه 00وم u 2   أٔي P n  حيح م أٔجn 0 . 
ر ح  .2 ن P n  َر أٔن n0أٔي ن u 2   ع حونبه  P n 1   َأٔي نبه أٔن

n 10 u 2  

n0دينا :  u 2   ه   وم n

3
f u 2

2
   َم أٔج ) لٔنه x 0;2  : َن فا  3

f x 2
2
  ) 

ه  وم n0 f u 2  
nأٔي  10 u 2   ه وم P n 1 . حيح 

نه  نَ :  nم أٔج ل عد طبيليحوب مبدأٔ اا س تدال الراجع فا  n0 فا  u 2  
اب امتتالي  سا  (   nu: 

رق  شا ال nند ا  1 nu u  

دينا :  
3 3 3

n n n n n
n 1 n n2 2 2

n n n

u 2 u 2 u u 2 u
u u u

u 1 u 1 u 1


    
    

  
 

nأٔي  
n 1 n 2

n

2 u
u u

u 1



 


شا        رق م ا  شا ال n2ا  u  :َ2لٔن

nu 1 0  
 
  
 
 

 

ه  امتتالي وم nu  وعع مزايد    ا
س تس (   أٔن امتتالياا  nu  َب م قا  :ن هايهايل ت م

أٔنَ امتتالي ما  nu  ب . 2حدو م الٔع اللد قا ن م  وي مزايد فهيي ا 

 حوا  هايها :  

ع :         ن
n 1 n

n n
lim u lim u l 

            ه وم
3

2

l 2
l

l 1





3أٔي       3l l l 2   

ه         lوم 2. 
ن امتتالي  ا  nu  أٔي  2تتقا  م اللد

n
n
lim u 2


 

2                                                   0 
nu  

0                         + 
n2 u 

0                                      + 
n 1 nu u  



2

-1

0 1

1

x

y

u 0 u 1 u 2 u 3u 4

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الرجوع ا   ن المري  :   رابعح المري ال 
يدينا  ال  fاداة اللد  املرف ع ا 1;   : بـ   2x

f x ln 1 x
1 x

  


 
 حوا أٔ(  (1 

x 1
x 1

lim f x



 : النتيا هندس يا روت مَ  

دينا :      
x 1 x 1 x 1

x 1 x 1 x 1

2x ln 1 x2x
lim f x lim ln 1 x lim

1 x 1 x  
  

               
 

لٔنَ 
  

 
x 1

x 1

x 1

x 1

lim 2x ln 1 x

lim 1 x 0











   

 
 

ور الهندي :  الت
x 1   نحي ي لل مو تقم مقا  مو fC 

 حوا  (   
x
lim f x

: 

   
x x

2x
lim f x lim ln 1 x

1 x 

       
لٔنَ  

 
x

x

2x
lim 2

1 x

lim ln 1 x





    
  

 



جا تغر اداة  اس (2  : جدول تغراها ي ت مَ fا 

 ام تق :حوا  

دينا :     
     2 2 2

2 1 x 2x 1 2 2x 2x 1 x 1 x
f ' x

1 x1 x 1 x 1 x

      
   

  
 

م أٔج  x 1;    : دينا 
 2

1 x
f ' x

1 x





 

 : fجدول تغرا اداة
شا البو   شا ام تق م ا  لٔن  (x-1)ا  2

1 x 0   
                                           1           0          1-   

x 
-                       0           +   f ' x 

                                              2-ln(2) 
 

                                                                                                                

 

 

 
 f x 

ة اما  كتاب (3 ملا T  نحي لل fC اصة ا ال   : 0عند النق 

ة اما  ملا T  : ل  م ال    y f ' 0 x 0 f 0   
 y 1 x 0 0 x     

ة اما  ملا T :  y x 

ة تبيان أٔ(  (4 أٔنَ املا f x 0  تقب حلن أٔحدها ملدوما والخٓر  3.9حي 4 : 

دينا :      2 0
f 0 ln 1 0 0

1 0
   


. 

ال fاداة  تيب ماما ع ا مو مر و 3.9;4  : ودينا 
     

     

2 3.9
f 3.9 ln 1 3.9 0.002

1 3.9

2 4
f 4 ln 1 4 0.009

1 4

   


    


أٔي          f 3.9 f 4 0  حوب مبهن لقم

ة  امتوس املا f x 0  حا وحيدا تقب   3.9حي 4 . 
ة  املا f x 0  تقب حلن أٔحدها ملدوما والخٓر  3.9حي 4  

ن أٔنَ  ابيت  (    2
ln 1

1




 


: 

دينا :  f 0         يلي 2
ln 1 0

1

 

  


 

ه  وم  2
ln 1

1




 
 

ن  ا 
   2

ln 1
1




 


 

0 0 



ن ا شايل ت  (  f x ال ع ا 0;: 

م أٔج  x 0;  َن فا    f x 0;2 ln2  
ه  وم f x 0 

ال  ع ا 0;  شا ا  f x  موجب 

أٔحوب   (5 f م 5 مَ أٔ T و fC. 

حوا            f 5 : 

                  2 5
f 5 ln 1 5 0.13

1 5
    


 

 : الرم            
          

 
 

 

 

 

 

 

6) F ال ي  املرف ع ا اداة اللد 1;   : ما يي     F x x 3 ln 1 x 3x    . 

اة  Fن أٔنَ اداةابيت  ( أٔ  ال fاة أٔصلي ل ع ا 1; : 

م أٔج  x 1;    : دينا
       1 x 3 3 3x

F' x ln 1 x x 3 3 ln 1 x
1 x 1 x

   
          

 
 

ه  وم     2x
F' x ln 1 x f x

1 x
   


 

 :حيFداةا     F x x 3 ln 1 x 3x      اة ال fاة أٔصلي ل ع ا 1;  

 دينا (   A   د امنحي ز امو توي ا مواح ا fC  ي واص وامو تقمن  وحام حو ال
لتن xاملا 0  وx     . 

ن أٔنَ  ابيت  
2 3

A cm²
1

 


 
   

 : 

ال f دينا مو مر وموجب ع ا 0; ه  : وم



     
0

0

A f x dx F x




          أٔي         A F F 0 3 ln 1 3           

ن :  ا    
2 2 22 2 6 3 3 3

A 3 3 us
1 1 1

        
  

     
           

 

أٔي  
2 3

A cm²
1

 


 
   

 

حرا لـ  تلين A : 
3.9دينا :  4       ه وم 2 23.9 4²          3و 4 3 3 3.9       

215.21 أٔي             12 3 16 11.7      
ه                23.21وم 3 4.30    

4.9ودينا :   1 5   

والتا : 
23.21 3 4.3

5 1 4.9

 



 


 
 أٔي  0.642cm² A 0.878cm²  

 نهي  تصحيح اموضوع الثام ا تسووا خال ادعاء لوادي ولٔهي و  ا 
 براهم  الٔس تا اب ا 

 


